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✂④③❚❒ ✍✩❒✢✜ ✍
▲✬▼Ú▲✬■❫❪❱❨✼❑✥❘☛❨ ❙✛◆✪❳ý❘☛▼✇❑
❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✏❱➪
✂④③❚❒ ✍✩❒ ✍ ❾
❶❥❪☞⑥✬◆✱❑✥❘☛❨ ❙✛◆❦❳ý❘☛▼✇❑✗❹✢❘☛■ φ1
❳✙▼✷◆✎✞ó❘➹❑P❍❖▲ ⑥✬❳✪❪❱❨ ⑥➦❪☛❑✥▲✭❑
❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✏✟✞
✂④③❚❒ ✍✩❒ ✏ ✍
▲✬▼Ú▲✬■❫❪❱❨✗▲✌☞✯❙✛❳❢➁☛❪❱❨❬▲✬▼❖◆✝❳✙▼❖◆❲▲ý❭❱■❫❪❱❨✑▲✌☞✯❙✇❪❱◆❦❳ý❘☛▼✇❑
❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✏■✜
✂④③❚❒ ✍✩❒✢❍  
◆✪■Ï❙❋⑥✬◆✪❙✛■✭▲❄❘✖❹❩◆❢❺❖▲ ε ✆➦▲❷❶④❍✇❪❱▼✇❑✬❳ý❘☛▼✇❑❋❘✖❹★❑✣⑥✬■ñ▲✭▲✬▼Ú▲➦❴Ñ❍❖❘☛◆P▲✬▼❖◆✪❳✪❪❱❨ù❑
❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✏■✜
✂④③❈❒ ✏  
⑥➦❪❱❨ ❳✙▼✛❭❝❪❱▼✚❪❱❨ ⑨✥❑✬❳❬❑Ñ❳✙▼✳◆❻❺❖▲✏✞ó▲➦❪✒✑✒✆❤⑥✭❘☛❙✥❍✚❨ ❳✙▼✛❭♥❨ ❳❢❽➹❳✙◆
❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✏■❍
✂④③❚❒ ✏❡❒ ✞  
⑥✬■ñ▲✭▲✬▼Ú▲➦❴ ❹Ï❙❣❭✺❪☞⑥✬❳✙◆✪❳ý▲✭❑
❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✏■❍
✂④③❚❒ ✏❡❒ ➚ ✓
❳✪❪✥❭❱■➦❪■❽❈❑❦⑥✭❘☛▼❖◆❦■Ï❳✪❯✯❙✛◆❦❳✙▼✛❭❛❪❱◆❁❨❬▲➦❪✺❴❱❳✙▼✛❭❛❘☛■❫❴✛▲✬■ñ❑➵❳✙▼ ε
❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✏■❏
✂④③❚❒ ✏❡❒✢✜
ε ✆➦▲❷❶④❍✇❪❱▼✇❑✬❳ý❘☛▼✳❘✖❹Ñ◆❻❺❖▲➀⑥✭❘☛▼❖◆✪■Ï❳✪❯✯❙❡◆✪❳ý❘☛▼ ❹Ï■ñ❘❚❽ ◆❢❺❖▲ F c c ❴❱❳✪❪✥❭❱■➦❪■❽
❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✏ ☛
✂④③❚❒ ✏❡❒ ✍  
◆✪■Ï❙❋⑥✬◆✪❙✛■✭▲❄❘✖❹❩◆❢❺❖▲ ε ✆➦▲❷❶④❍✇❪❱▼✇❑✬❳ý❘☛▼❦❹✢❘☛■❩◆❢❺❖▲❈❴✛▲✬▼✇❑✬❳✙◆♠⑨❩❍✚■ñ❘✖❼✝❨❬▲
❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ❍✌✞
✂④③❈❒✢❍ ⑤
▼❖◆P▲✬■P❍✚■ñ▲✬◆ý❪❱◆❦❳ý❘☛▼ ❘✖❹❩■ñ▲✭❑✬❙❡❨ ◆✙❑
❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ❍✺➚
✂④③❚❒✤❍✇❒ ✞ ❾
☞✯❙✛❳❢➁☛❪❱❨❬▲✬▼❖◆✗❽❝▲➦❪❱▼✔✆ ❼◗▲✬❨✟❴♥◆❢❺❖▲✭❘☛■ ⑨
❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ❍✺➚
✂④③❚❒✤❍✇❒ ➚ ✍
▲✬▼Ú▲✬■Ï❳❿⑥➮❭❱❨❬❘❱❯✭❪❱❨✛❍✚■✭❘✭❍❖▲✬■Ï◆✪❳ý▲✭❑
❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ❍ ✍
✂④③❚❒✤❍✇❒✢✜ ✍
▲✬▼Ú▲✬■Ï❳❿⑥◗❍✚■ñ❘✭❍❖▲✬■Ï◆✪❳ý▲✭❑❚❘✖❹Ñ◆❻❺❖▲⑨❍✚■ñ❘✖❼✝❨❬▲❋❴✛▲✬▼✇❑✬❳✙◆❴⑨
❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ❍✉★
✂④③❚❒✤❍✇❒ ✍ ✕
❪☛❑✥▲❈❘✖❹➵❪➵❍✚❨✟❪❱❳✙▼❳❺✇❪❱■❫❴✖✞❁❪❱❨✙❨✘✗ ǫw = 1 ✙
❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ❍✑☛
✂④③❚❒✤❍✇❒ ✏ ✓
❳ý▲✬❨❬▲ ⑥✬◆❦■Ï❳❿⑥✟✞❁❪❱❨✙❨
❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ★✟✞
✂④③❈❒ ★ ✕
❘❚❽➀❽❝▲✬▼❖◆✻❑
❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ★✑✏
✂④③❚❒✢★❡❒ ✞ ✚
❳❢❽➹❳✙◆✪❳✙▼✛❭✦⑥➦❪☛❑✥▲❚❘✖❹Ñ◆❢❺❖▲✖✛
✕ ⑧➌❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ★✑✏
✂④③❚❒✢★❡❒ ➚ ✕
❘❚❽☎❍✇❪❱■Ï❳❬❑✥❘☛▼✜✞✸❳✙◆❻❺❚❍✚■ñ▲ ➁✥❳ý❘☛❙✺❑➵■ñ▲✭❑✬❙❡❨ ◆✙❑
❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ★✑✏
✂④③❈❒✢❏ ✢
❍✺❍❖▲✬▼✚❴❱❳ ❶
✢ ❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ★■❍
✂④③❈❒ ☛ ✢
❍✺❍❖▲✬▼✚❴❱❳ ❶✤✣
❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ★❡★
✂④③❚❒ ☛✇❒ ✞
✣☎❘☛❙❡▼✚❴☛❑❅❹✢❘☛■❩◆❢❺❖▲ HUj ✥
❑
❒Ñ❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ★❡★
✂④③❚❒ ☛✇❒ ➚
ε ✆➦▲❷❶④❍✇❪❱▼✇❑✬❳ý❘☛▼✇❑➵❘✖❹❋❯✬❘☛❙❡▼✚❴☛❑✒❹✢❘☛■➵◆❢❺❖▲ HUj ✥
❑
❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ★ ☛
✂④③❚❒ ☛✇❒✢✜ ❾
❶❥❪☞⑥✬◆✱❑✥❘☛❨ ❙✛◆❦❳ý❘☛▼ ❪❱◆❋❼✝■ñ❑✬◆❸❘☛■❫❴✛▲✬■❩❳✙▼ ε
❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ❏✌✞
❑ ✵✉✤❥♦✸✞✚✔❢✜✯✌✳✄✝✆✐✮❢✔✧✦✑✮✗✖✪✄❢✌ü✹❣✞✚✮✗❤✻✞✩★✡✪✗✖✻✌❡✔ ✧❖✮➉♦✸✞❖✣✥✌✛✔✼✣✽✖✻✌✛❤ ✄✝✆✟✮✗✔☞✌✳♦✗✧✇✠☛✞✚✖◗✹❣✞✚✔❢✄✗✮❢✹❱✣✥✠☛✖✪✹❣✌ ✫❋✙
③❈❒ ✞ ❐❀➯❡➶✇➷✯➺❬➨➾❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ❏ ✍
③❚❒ ✞❣❒ ✞ ç✸➩✩➨④➤➦á❣➻✐➨❩➳✼➯Ü➫ñ➨✯➩✺➫➦➻❬➨✯➺✐➺❬➨❀❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ❏ ✍
③❚❒ ✞❣❒ ➚ ✧✸➩✩➧❫➨✯➽❚➸✇➺❬➨Ñá❣➤ñ➬Ü➩✩➶❡❰P➘✯➬❱➩✩➯❣➩✇➻❬➼❥➲✩➨ ❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ❏❡❍
③❈❒ ➚ ❐❀➥④➫➦❮✩➯❡➶✇➨➵➶✇➨➵➤❫➥✯➧❫➯❣➺❬➲✇➫➦➻❬➯❣➩ ❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ❏✉★
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  ✫✭✬✖✮
✓✖✯✴☛✡✠✹✱✳✕
✮✰✬
✕✎✵ ✷✴✓✽☛✡✌✰✠t✺
✮
✏✗✌✎✍✑✓✖✺
✮
☛✡✠✲✏
✮✼✻
✕✗✓✖✠✑✓✖✌✰✏✶✾✗☛ ✯ ❀
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 ✡✂✭❒ ✞❣❒ ✞ ●❸➨✯➳✇➤➦➥✯➧❫➨✯➩✺➫✭➬☛➫ñ➻❬➯❱➩❀➶✩➻❬➬❱á❣➤➦➬❱➽➾➽➾➬Ü➫➦➻❬➼❥➲✩➨ ❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✞✩★ ✏
 ✡✂✭❒ ✞❣❒ ➚ ●❸➨✯➧❫➧➦➯❣➽♥➽➾➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✉➶✩➨④➧➮➘✭❮❖➬✑✏❃➩✩➨④➧ ❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✞✩★❣❍
 ✄✂✭❒ ➚ ú☞➻✐➽➾➻✟➫ñ➨④➧ó➶✩➨❩à✪➬❱➻✐➸✩➺❬➨★➘④➯❣➲✩➳✩➺❬➬❱á❣➨❩➨✬➫➭à✪➬Ü➻❬➸✩➺✐➨★➶✩➥✯á❱➥✯➩✩➥④➤➦➨✯➧❫➘✯➨④➩✩➘✯➨❀❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✞✩★■★
 ✄✂✭❒✢✜ òó➯❣➽➾➳✚➯❣➤ ➫ñ➨✯➽♥➨✯➩✺➫❸➬Ü➧❫û✛➽➾➳❡➫ñ➯❱➫➦➻❬➼❥➲✩➨Ñ➶✩➨✯➧❸➘④➯❣➤➦➤❫➥✯➺❃➬☛➫ñ➻❬➯❱➩✩➧ ❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✞✩★ ☛
 ✡✂✭❒✤✜✇❒ ✞ òó➯❱➩❥➫➦➤➦➻✐➸✩➲✇➫ñ➻✐➯❣➩✩➧❸➬❱➲✕➳✩➤❫➨✯➽♥➻❬➨④➤⑨➯❣➤➦➶✩➤❫➨✷❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✞✩★ ☛
 ✡✂✭❒✤✜✇❒ ➚ ✧✑ß❡➳✩➤❫➨✯➧➦➧❫➻❬➯❣➩❀➶✩➨Ñ➺❃➬❚➼❥➲✩➨④➲✩➨❈➬Ü➺❬á❣➥④➸✩➤➦➻✐➼✛➲✇➨❩➶✩➨✯➧❸➘✯➯❱➤➦➤➦➥④➺❃➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✇➧ ❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✞✣❏❱➪
 ✄✂✭❒ ✍
➴
➩❖➬❱➺✟û✛➧➦➨ ❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✞✣❏❣➚
 ✡✂✭❒ ✍✩❒ ✞ òó➯❱➽➾➳✚➯❣➤❫➫➦➨✯➽♥➨✯➩✺➫➭➬❱➺✐á❣➥✯➸✩➤❫➻❬➼❥➲✩➨❛❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✞✣❏❣➚
 ✡✂✭❒ ✍✩❒ ➚ òó❮✩➬❱➩✩á❣➨④➽➾➨④➩❥➫➭➶✩➨Ñ➧❫➻❬á❣➩✩➨❩➶✇➨✯➧➭➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻❬➯❱➩✩➧⑨➨ ✒✼➨✯➘✬➫ñ➻✐➱❱➨✯➧➭➘✯➺❬➬❱➧➦➧❫➻❬➼❥➲✩➨✯➧❼❒➵❒Ñ❒❋❒ ✞✣❏■✜
✎ ✏
✌✼✾
✮
✓✖✠✑☛✿✯✴☛✒✑✴✌ ✘✔✓✖✕
❧❛♠✥♠ ❂♥✮❜✘✚✌❥✠✽✣✥✮❢✠✽✌✛✜ ✄ ✫❋✛
❧❛♠✥♠✥♠❚✦❋✮ ✪✗❤✪✖❦✹❣✧✇✣✥✖✪✞✚✔❢✜❈♦✸✌❥✠Ü✜④✞✼✔❢✔☞✌❡❤✪❤✻✌❡✜➹✌✺✣✤✪✑✖ ✪✗❤❦✖✻✞ ✌✚✠✽✧✩♦✗♣❢✖✪✌ ✄✑✛✎✄
 ➆➡➔→➑✒➃ ➈ ➃➉❽   ➜➓➁➄➠✂➃➉❽
✂ ✂✭❒ ✞ ✘Ñ➥④➯❣➽➾➥✬➫ñ➤❫➻❬➨★➘④➯❣➩✩➧➦➻✐➶✩➥✯➤❫➥✯➨ ❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✞✥➪
✂ ✂✭❒ ➚ ③✝➯❣➺❬➲✩➽♥➨★➶✩➲✂➧❫û✛➧ ➫ñ➷✯➽♥➨Ñ➧➦➲✩➤➭➺❬➨④➼❥➲✩➨✯➺❜➯❣➩❛à✪➬❱➻✟➫⑨➲✩➩✂➸✩➻❬➺❬➬❱➩❛➶✩➨❩à✻➯❣➤❫➘✯➨✯➧ ❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✞✎✍
✂ ✂ ✂✭❒ ✞ ➢✝➤❫➯ ✆❖➺⑨➶✩➨✕➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫ñ➥✂➳✼➯❱➲✩➤➹➲✩➩↔➳✇➺❃➬❱➧❫➽❝➬✷➧ û❡➽♥➥④➫➦➤➦➻✐➼✛➲✇➨❱ð✸à✪➬❱➻❬➸✇➺❬➨✯➽♥➨✯➩✺➫➹➘④➯❣➲✩➳✩➺✐➥✕ø ➶✇➨✯➲❡ß
➘✯➯❣➽♥➳✼➯❱➧ñ➬❱➩✺➫ñ➨④➧➭➬❱➲✕➘✯➯❣➩✺➫✭➬Ü➘④➫➭➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨➵➳❖➬❱➤➦➯❱➻✒➧➦➻✐➽➾➳✩➺✐➨ ❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ➚❡★
✂ ✂ ✂✭❒ù➚ ➢✝➤❫➯ ✆❖➺✩➶✇➨➭➶✇➨✯➩✩➧❫➻✐➫ñ➥❸➳✚➯❣➲✩➤✱➲✇➩➾➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬❩ø❩➲✩➩✩➨⑨➘④➯❣➽➾➳✚➯❣➧➦➬❱➩✺➫ñ➨➭➬❱➲❄➘✯➯❣➩✺➫ñ➬❱➘④➫✝➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨➭➳❖➬❱➤❫➯❣➻
➤➦➥✯➳✇➲✩➺❬➧❫➻✐➱❣➨ ❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ➚■❏
✂ ✂ ✂✭❒✤✜ ✞✛➫ñ➤❫➲✩➘④➫➦➲✩➤➦➨Ñ➶✩➨Ñ➺❃➬❚➶✇➨✯➩✩➧❫➻✐➫ñ➥➵➶✩➨Ñ➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨ ❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✜ ✏
✂④③❈❒ ✞ ✞✛➫ñ➨④➳❡❰ ✞❩à✻➯❣➤⑨➤❫➨✯➧➦➲✇➽➾➽➾➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✩➧❼❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✍ ★
✂④③❈❒ ➚ ✧✱ß✇➬❱➽♥➳✩➺✐➨★à✻➯❣➤⑨➤➦➲✩➺✐➨
R
➬Üà✙➫➦➨✯➤⑨➧❫➫➦➨✯➳❡❰ ✞❋➤❫➨✯➧❫➲✩➽➾➽➾➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✩➧ ❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✍ ★
✂④③❈❒✢✜ ✞✛➫ñ➨④➳❡❰ ➚❈à✻➯❣➤⑨➤❫➨✯➧➦➲✇➽➾➽➾➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✩➧❼❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✍ ★
✂④③❈❒ ✍ Û☎➻❃➬❱á❱➤ñ➬❱➽
P
➘✯➯❱➤➦➤➦➨④➧➦➳✚➯❣➩✩➶✩➻✐➩✩á➹➫ñ➯
G
∗ [1]
A
❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✍✉❏
✂④③❈❒ ✏ ✧✱ß✇➬❱➽♥➳✩➺✐➨★à✻➯❣➤⑨➤➦➲✩➺✐➨
R1
❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ✍✉❏
✂④③❈❒✢❍ ➢✝➤❫➯ ✆❖➺✐➨❩➯❱à✗➫➦❮✩➨Ñ➨✯➺✐➨✯➘④➫➦➤➦➯❣➧ ➫✭➬Ü➫➦➻❬➘❩➳✚➯❱➫ñ➨④➩✺➫ñ➻❃➬Ü➺
Φ(x)
❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ❍ ✏
✂④③❈❒ ★ ➬ ❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ❍❡❏
✂④③❈❒ ★ ➸ ❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒➵❒➵❒➵❒❋❒➵❒❋❒➵❒➵❒❋❒➵❒Ñ❒❋❒ ❍❡❏
✂④③❈❒ ★ òó➯❣➩✺➫ñ➤➦➻✐➸✩➲✇➫➦➻❬➯❣➩✂à✻➤➦➯❣➽ ➫ñ❮✇➨❚➘✯➯❣➽♥➳✩➺✐➨④➫ñ➨❋➧➦➘④➤➦➨✯➨④➩✩➨✯➶é➧❫➨✯➺✐à❃❰ ➨✯➩✩➨④➤➦á❱û
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à✻➯❣➩✺➫◗➻✐➩✺➫ñ➨✯➤ ➱❣➨④➩✩➻❬➤ ➼✛➲✇➨❩➺❬➨✯➧ ➶✩➨✯➲✛ß✉➥④➘✭❮✩➨✯➺✐➺❬➨✯➧ó➶✩➨★➺❬➯❱➩✩á❣➲✩➨④➲✩➤ ➼❥➲✩➨❩➧❫➯❣➩✺➫◗➺❬➬❈➺❬➯❣➩✇á❣➲✩➨✯➲✇➤ ➶✒ÝÞ➥✯➘④➤ñ➬❱➩❛➶✇➨❩Û☎➨✯➸✺û❱➨➵➨✬➫◗➺❬➬
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➨④➫Ñ➩✇➯❣➲✩➧❩➘✢➬Ü➺❬➘✯➲✇➺❬➯❣➩✩➧☎➧ñ➬✉à✻➯❣➤➦➽♥➨❚➨Ïß✇➳✇➺❬➻❬➘④➻✐➫➦➨❱❒✆☎➙➺❦Ýß➯❱➤➦➶✩➤❫➨❚➺❬➨❚➳✇➺❬➲✩➧❩➸❖➬Ü➧✯ð✒➘④➨➹➘✯➯❣➽♥➳✼➯❱➤❫➫ñ➨④➽➾➨④➩✺➫❩➨✯➧ ➫❋➶✇➯❣➩✩➩✩➥➹➳❖➬Ü➤
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➬❱➧❫➧➦➯✛➘✯➻❬➥✷ø ➲✩➩✩➨✷➳✩➬❱➤❫➫➦➻❬➘✯➲✇➺❬➨ü➨✬➫❛➺❬➨❀➶✩➻❬➳✝☎❣➺✐➨❀➽♥➯✥û❣➨✯➩❞➳✚➯❣➤ ➫ñ➥ü➳✩➬❱➤✉➺❃➬ ➸✼➯❱➲✩➘✯➺✐➨✷➶✩➥✯➘④➤➦➻✟➱❱➬Ü➩❥➫❝➺❬➨④➧✭✥❖➲✩➘✬➫ñ➲❖➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✇➧
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➨④➧❫➫❀➽➾➯❱➻❬➩✩➧✉➘④➯❣➩✩➘④➨✯➩✺➫ñ➤❫➥✯➨
➳✩➤❫➷✯➧★➶✩➨❋➺❃➬♥➳❖➬❱➤➦➯❱➻✗➨✬➫★➧ñ➬✉➳✇➤➦➻❬➧❫➨❈➨④➩✷➘✯➯❣➽♥➳✇➫➦➨❚➬❱➸✚➯❣➲✇➫➦➻✐➫☎ø➾➶✩➨④➧★➧➦➻✟➫ñ➲❖➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✇➧➮➯✄✂ü➺❬➨✯➧➮➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻✐➯❣➩✩➧➭➨ ✒✼➨✯➘④➫➦➻✐➱❱➨✯➧
➘✯➺❬➬❱➧➦➧❫➻❬➼❥➲✩➨④➧❁➨④➩✺➫ñ➤➦➨➭➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨✯➧✸➶✩➨➭➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✯➧❁➶✩➨❸➽✖✌④➽➾➨⑨➧❫➻❬á❣➩✇➨➭➧❫➯❣➩✺➫ ➬Ü➫➦➫➦➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻✐➱❱➨✯➧✝➺❬➨⑨➺✐➯❣➩✩áÑ➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨➭➳❖➬❱➤❫➯❣➻✩➧ñ➬Ü➩✩➧
➳✩➤❫➯❣➳✩➤➦➻✐➥④➫➦➥❩➥✯➺❬➨④➘④➫➦➤➦➯❣➧ ➫✭➬Ü➫➦➻❬➼❥➲✩➨❱❒
✄➮➯❣➲✇➧➭➘④➯❣➩✩➘④➺❬➲✩➤❫➯❣➩✩➧❸➧➦➲✩➤❸➺✐➨✯➧❸➳✼➨④➤➦➧❫➳✼➨④➘④➫ñ➻✟➱❣➨④➧➮➯❣➲❡➱❣➨✯➤ ➫ñ➨④➧➮➳❖➬Ü➤➭➘④➨❩➫ñ➤ñ➬✢➱Ü➬❱➻✐➺Ú➶❖➬❱➩✇➧➭➺✐➨❩➶✩➨✯➤❫➩✩➻❬➨④➤❸➘✭❮❖➬❱➳✩➻✟➫ñ➤➦➨Ü❒
✂ ✻✽✖✾✺▼✖☎✄ ✖✽✺▼❃✽✺❉✷✹✒✧✺ ✗✙❃✝✆ ✡✤✩✮✭✸❃✛✚✱✖✾✵✲✺▼✗✮✷✍✵✡✚ ✦✧✖✪✜❀✣✙✗✙✥✛✦✧✖✢✚✱✣✍✦✳✬✮❅✮✦✳✖
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❵❛✌✛✜✢✹❣✠☛✖✪♦☞✣✽✖✻✞✼✔ ✜④✣✥✧❡✣✽✖❦✜✬✣✽✖❦✿Ú✮❢✌
ú❜➨✯➧❩➧❫û✛➧ ➫ñ➷✯➽♥➨✯➧Ñ➼❥➲✩➨➹➩✩➯❱➲✩➧Ñ➬❱➺❬➺✐➯❣➩✩➧➮➥④➫ñ➲✇➶✩➻❬➨④➤★➧➦➯❣➩✺➫Ñ➘④➯❣➩✩➧❫➫➦➻✐➫➦➲✩➥✯➧❩➶✩➨❈➳❖➬❱➤❫➫➦➻❬➘④➲✩➺❬➨④➧★➶✩➨➹➳✩➺✐➲✩➧➦➻✐➨✯➲✩➤❫➧★➨✯➧❫➳✼➷④➘✯➨✯➧④ð
á❣➥④➩✩➥✯➤❫➻❬➼❥➲✩➨✯➽♥➨✯➩✺➫❢➩✩➯❱➫➦➥✯➨④➧
α
ð✯➶✩➯❱➩❥➫❢➺✐➨✯➧❜➘✢➬Ü➤ñ➬❱➘✬➫ñ➥✯➤❫➻❬➧ ➫ñ➻❬➼❥➲✩➨④➧❜➳✩❮✺û✛➧➦➻❬➼❥➲✩➨④➧✗➧❫➯❣➩✺➫✢ð✥➳✚➯❣➲✩➤❜➘④➨✸➼✛➲✇➻✺➩✩➯❣➲✩➧☞➻❬➩✺➫➦➥✯➤➦➨④➧➦➧❫➨✯➤ñ➬❡ð
➺❬➨④➲✩➤➦➧☞➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨④➧
eα
ð✥➺✐➨✯➲✩➤❫➧❜➽❝➬Ü➧➦➧➦➨④➧
mα
ð✥➥④➱❣➨④➩✺➫ñ➲✩➨④➺❬➺❬➨④➽➾➨④➩✺➫✗➺✐➨✯➲✩➤❫➧☞➧➦➳✩➻✐➩✩➧
Sα
❒✽ú❜➨✯➲✩➤❫➧❢➳✚➯❣➧❫➻✐➫ñ➻✐➯❣➩✩➧❜➧❫➨✯➤➦➯❱➩❥➫❢➩✩➯Ü➫ñ➥✯➨④➧
➳❖➬❱➤❸➺✐➨✯➧◗➱❣➨④➘④➫➦➨✯➲✩➤❫➧
r
✆✙➫ñ➯❣➲✩➧❸➺✐➨✯➧⑨➱❣➨④➘④➫ñ➨④➲✩➤➦➧➮➧➦➨④➤➦➯❣➩✺➫➮➤➦➨✯➳✇➤➦➥✯➧❫➨✯➩✺➫ñ➥④➧☎➨④➩üá❣➤➦➬❱➧❊☛Ï❒ ✄➮➯❣➲✇➧➮➘✭❮✩➨④➤➦➘✭❮✩➨④➤➦➯❣➩✇➧★ø❄➯❣➸✇➫ñ➨④➩✩➻✐➤
➘✯➨④➤❫➫ñ➬❱➻❬➩✩➨④➧✉➳✩➤❫➯❣➳✩➤➦➻✐➥④➫➦➥✯➧❛➧❫➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➧❫➫➦➻❬➼❥➲✩➨✯➧❝➶✩➨✷➘✯➨④➧❛➧❫û✛➧❫➫➦➷✯➽♥➨✯➧④❒❸ú❢➬ ➳✇➤➦➨✯➽♥➻❬➷④➤➦➨❀➶✒Ýß➨④➩✺➫ñ➤➦➨é➨④➺❬➺❬➨④➧❝➨④➧❫➫✕➺❃➬ ➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫➦➥
➱❣➯❱➺❬➲✩➽♥➻❬➼❥➲✩➨
ρα
➶✩➨Ñ➘✭❮❖➬❱➼❥➲✩➨➵➨✯➧❫➳✼➷④➘✯➨➵➶✩➥ ✆❖➩✇➻❬➨Ñ➶✩➨Ñ➽❝➬Ü➩✩➻❬➷④➤➦➨❩á❣➥④➩✩➥✯➤➦➬❱➺❬➨❩➘④➯❣➽➾➽♥➨❚✃
ρα(r) =
〈∑
i
δ(r− ri)δαi,α
〉
✆ ✂ ✂✭❒ ✞✙☛
➯✄✂
ri
➨✯➧❫➫✱➺❃➬➮➳✚➯❣➧❫➻✐➫ñ➻✐➯❣➩➵➶✩➨◗➺❃➬
i
❰ ➻❬➷✯➽♥➨❁➳❖➬❱➤❫➫➦➻❬➘④➲✩➺❬➨❁➨④➫
αi
➧ñ➬★➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨❱❒❱ú☞➬➮➽♥➯✽û❱➨✯➩✩➩✇➨⑨➨✯➧❫➫✑➳✩➤➦➻✐➧➦➨◗➧❫➲✩➤✑➺❦Ýß➨④➩✩➧➦➨④➽❚➸✩➺✐➨
➧❫➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➧❫➫➦➻❬➼❥➲✩➨✝➶✩➥✯➘④➤➦➻✟➱❱➬Ü➩❥➫❢➺✐➨✸➧❫û✛➧❫➫➦➷✯➽♥➨❱❒Üú☞➨④➧❜à✻➯❣➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩✇➧❢➶✇➨❁➘④➯❣➤➦➤❫➥✯➺❬➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✩➧☞ø❸➶✩➨✯➲❡ß➵➘④➯❣➤➦➳✇➧✗➧❫➯❣➩✺➫✗➺✐➨✯➧☞➽♥➯✽û❱➨✯➩✩➩✇➨✯➧ó✃
ρ(2)αγ(r, r
′) =
〈∑
i6=j
δαi,αδ(ri − r)δαj ,γδ(rj − r′)
〉
✆ ✂ ✂✭❒ ➚✫☛
➨④➫ ➯❣➩♥➶✩➥ ✆✩➩✩➻✐➫❁➺❬➨④➧✸à✻➯❣➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩✇➧❁➶✇➨➮➘④➯❣➤➦➤❫➥✯➺❃➬☛➫ñ➻❬➯❱➩➾øÑ➶✩➨④➲❡ß♥➘✯➯❣➤❫➳✩➧✝➫ñ➤➦➯❱➩✩➼❥➲✩➥✯➨④➧✯ð
ρ
(2) T
αγ
ð✛➬❱➻✐➩✩➧➦➻❖➼❥➲✩➨➭➺❬➨④➧✸à✻➯❣➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩✇➧
➶✒Ýßþ➮➤❫➧➦➨✯➺✐➺☞ø➹➶✩➨✯➲❡ß✂➘④➯❣➤➦➳✇➧✯ð
hαγ
ð✇➘✯➯❣➽♥➽➾➨➹✃
ρ(2) Tα γ (r, r
′) = ρ(2)αγ(r, r
′)− ρα(r)ργ(r′) ✆ ✂ ✂✭❒✢✜ ☛
= ρα(r)ργ(r
′)hαγ(r, r′)
✆ ✂ ✂✭❒ ✍ ☛
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x
➺❬➬❀➩✩➯❱➤➦➽➾➬❱➺❬➨
➬❱➲ ➳✇➺❃➬❱➩✒ð
ux
➺❬➨❄➱❣➨④➘④➫➦➨✯➲✩➤❚➲✇➩✩➻✐➫ñ➬❱➻❬➤❫➨♥➧❫➨✯➺✐➯❣➩ ➺ýÝß➬☛ß❡➨❝➶✇➨✯➧
x
➶✇➻❬➤➦➻✐á❣➥♥➶✩➨❝➺❬➬✂➳❖➬Ü➤➦➯❣➻✝➱❣➨④➤➦➧❚➺✐➨➾➧ û❡➧ ➫ñ➷④➽➾➨✉➨✬➫
y
➺❬➨
➱❣➨④➘④➫➦➨✯➲✩➤➭ø❚➶✩➨④➲❡ß✕➶✩➻✐➽➾➨④➩✩➧➦➻✐➯❣➩✩➧◗➧❫➨✯➤❫➱Ü➬❱➩✺➫➭ø❚➧❫➨❩➤➦➨✯➳✚➥✯➤❫➨✯➤❸➳❖➬❱➤➦➬❱➺❬➺✐➷✯➺✐➨✯➽♥➨✯➩✺➫◗➬Ü➲❛➽❚➲✩➤✯❒✇ú❜➨✯➧❸➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❬➨④➧ó➶✩➲✕➧ û❡➧❲❰
➫ñ➷④➽➾➨❈➘✯➯❣➩✩➧❫➻❬➶✩➥④➤➦➥❚➧❫➯❣➩✺➫Ñ➶❖➬❱➩✩➧❩➺✐➨❈➶✩➨④➽➾➻✶❰P➨④➧➦➳❖➬❱➘④➨
x ≥ 0 ❒ ✒★➩✳➩✩➯❱➫➦➨ ǫmur ➺❬➬❝➳✼➨④➤➦➽♥➻✐➫❫➫ñ➻✐➱✛➻✟➫ñ➥Ñ➶✩➨❚➺❬➬❝➳❖➬❱➤❫➯❣➻✑➨✬➫
ǫs
➺❃➬Ñ➳✼➨④➤➦➽♥➻✐➫❫➫ñ➻✐➱✛➻✟➫ñ➥⑨➶✩➲➾➽➾➻✐➺❬➻❬➨④➲❄➶❖➬❱➩✩➧ ➺❬➨✯➼❥➲✩➨④➺✼➨④➧❫➫ó➥④➱❣➨④➩✺➫ñ➲✩➨④➺❬➺❬➨④➽➾➨④➩✺➫◗➳✩➺✐➯❣➩✩á❣➥➭➺❬➨➭➧❫û✛➧❫➫➦➷✯➽♥➨☎➘④➯❣➲✩➺❬➯❱➽❚➸✩➻❬➨④➩✒❒❥ú☞➬
➘✯➯❱➩✩➶✩➻✐➫➦➻❬➯❣➩
ǫ = 1
➘✯➬❱➤ñ➬❱➘✬➫ñ➥④➤➦➻❬➧❫➨★➲✩➩✉➽♥➻❬➺✐➻❬➨④➲➾➼❥➲✩➻✼➩✒Ýù➬❋➳❖➬❱➧◗➶✩➨➮➳✩➤➦➯❱➳✩➤➦➻✐➥④➫ñ➥➮➥✯➺✐➨✯➘④➫➦➤➦➯❣➧ ➫✭➬Ü➫➦➻❬➼❥➲✩➨➮➳❖➬❱➤ó➤➦➬❱➳✩➳✚➯❣➤❫➫◗➬❱➲
➱✛➻❬➶✩➨Üð
1 < ǫ < +∞ ➘✢➬Ü➤ñ➬❱➘✬➫ñ➥✯➤❫➻❬➧❫➨❩➺❬➨✯➧ó➽➾➻✐➺❬➻❬➨④➲❡ß➾➶✩➻❬➥④➺❬➨④➘④➫ñ➤❫➻❬➼❥➲✩➨④➧◗➨④➫ ǫ = +∞ ➶✩➥④➘✯➤➦➻✟➫❸➺❬➨④➧◗➽➾➻✐➺❬➻✐➨✯➲❡ß♥➘④➯❣➩✩➶✩➲✩➘Ï❰
➫ñ➨④➲✩➤➦➧④❒✐✧✸➩❛➘✯➨★➼❥➲✩➻Ú➘✯➯❣➩✩➘④➨✯➤❫➩✩➨❩➺❬➨④➧◗➳✩➤➦➯❱➳✩➤➦➻✐➥④➫ñ➥④➧◗➶✩➲❛➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬✇ð❥➧➦➨④➲✩➺❬➨④➧⑨➘✯➯❣➽♥➳✇➫➦➨✯➤➦➯❱➩❥➫ó➨✯➩❛à✪➬❱➻✟➫ó➺❬➬❈➳✼➨④➤➦➽♥➻✐➫❫➫ñ➻✐➱✛➻✟➫ñ➥
➤➦➨④➺❃➬Ü➫➦➻✐➱❱➨
ǫw = ǫmur/ǫs
➨④➫
ǫs
❒
Û★➬❱➩✩➧❁➺❃➬❩➧❫➲✩➻✐➫➦➨❱ð❥➯❣➩♥➼✛➲✩➬❱➺❬➻✠✆❖➨✯➤➦➬Ñ➶✇➨➮➧❫➻❬➽♥➳✩➺❬➨Üð❱➲✩➩✩➨➭➳❖➬❱➤❫➯❣➻❖➘✢➬Ü➤ñ➬❱➘✬➫ñ➥✯➤❫➻❬➧❫➥✯➨➭➳❖➬❱➤
ǫw = 1
➨✬➫ ➶✇➨➮➶✩➻✐➥✯➺✐➨✯➘④➫➦➤➦➻✐➼✛➲✇➨
➲✩➩✩➨ó➳❖➬❱➤➦➯❱➻✛➘✯➬❱➤ñ➬Ü➘④➫ñ➥④➤➦➻✐➧➦➥✯➨ó➳❖➬❱➤
ǫw 6= 1 ➨④➫ ǫw < +∞ ð✥➫ñ➯❣➲✇➫✑➨✯➩➹á✺➬Ü➤➦➶❖➬❱➩✺➫✗➨✯➩➹➽♥➥✯➽♥➯❣➻❬➤❫➨✝➼✛➲✇➨◗➘✯➨④➧✱➳✩➤➦➯❱➳✩➤➦➻✐➥④➫➦➥✯➧
➧➦➯❱➩❥➫Ñ➨④➩✳à✪➬❱➻✐➫
■✭▲✬❨✟❪❱◆✪❳❢➁❱▲✭❑♥❪❱❙❵❽➹❳✙❨ ❳ý▲✬❙ ❴✺❪❱▼✇❑❚❨❬▲✌☞✯❙✡▲✬❨✝▲✭❑✬◆✑❍✚❨❬❘☛▼✛❭✛❏➹❨❬▲✁  ❙✛❳✪❴✛▲✭⑥✭❘☛❙✛❨❬❘❚❽♥❯✯❳ý▲✬▼
✃✒➲✩➩✇➨➹➳❖➬❱➤➦➯❱➻✑➧ñ➬Ü➩✩➧
➤➦➥④➳✼➯❱➩✩➧➦➨⑨➥④➺❬➨✯➘✬➫ñ➤❫➯❣➧❫➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➼✛➲✇➨ ✆
ǫmur = 1
☛✗➳✚➨✯➲❡➫❁➬✥➱❱➯❣➻❬➤✑➲✩➩✩➨⑨➘✯➯❱➩✩➧❫➫ñ➬❱➩✺➫ñ➨⑨➤➦➨④➺❃➬Ü➫➦➻✐➱❱➨
ǫw 6= 1 ➧❫➨✯➺✐➯❣➩➹➺❃➬☎➩✩➬Ü➫ñ➲✩➤❫➨⑨➶✩➲
➧➦➯❱➺✐➱Ü➬❱➩✺➫ó➨✬➫◗➤❫➨✯➩✺➫ñ➤❫➨✯➤ñ➬❋➶❖➬❱➩✩➧◗➺❬➬➵➘✯➬Ü➫ñ➥④á❣➯❣➤❫➻❬➨➭➶✩➨✯➧◗➳✩➬❱➤➦➯❣➻✐➧ ➶✇➻❬➥✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➻✐➼❥➲✩➨✯➧❁➧➦➻
ǫs 6= 1 ❒✟✂P➩✺➱❣➨④➤➦➧❫➨✯➽♥➨✯➩✺➫❸➲✩➩✩➨➮➳❖➬❱➤➦➯❱➻
➘✯➯❱➩✩➧❫➫➦➻✐➫ñ➲✇➥✯➨❈➶ÚÝß➲✩➩❀➽➾➻✐➺❬➻✐➨✯➲✕➶✩➻❬➥④➺❬➨④➘④➫ñ➤❫➻❬➼❥➲✩➨Ñ➧➦➨④➤ñ➬❝➘④➯❣➩✩➧❫➻❬➶✩➥④➤➦➥✯➨❋➘✯➯❣➽♥➽♥➨➵➧❫➻❬➽♥➳✩➺❬➨❩➧❫➻✗➨④➺❬➺✐➨➵➺✐➻❬➽♥➻✐➫➦➨★➲✩➩ü➽♥➻❬➺✐➻❬➨④➲❛➶✩➨
➽ ✌✯➽♥➨❩➘✯➯❣➩✩➧ ➫✭➬❱➩✺➫➦➨➵➶✇➻❬➥✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➻✐➼❥➲✩➨❱❒
ú❜➨➵à✪➬❱➻✟➫❸➼❥➲✩➨❈➺✐➨➵➽❈➲✩➤➭➬❱➻✐➫❸➲✩➩✇➨❋➤❫➥✯➳✚➯❣➩✩➧➦➨❋➥✯➺✐➨✯➘④➫➦➤➦➯❣➧ ➫✭➬Ü➫➦➻❬➼❥➲✩➨Ñ➽♥➯❡➶✩➻✠✆❖➨❩➺ýÝÞ➻❬➩✺➫➦➨✯➤ñ➬Ü➘④➫ñ➻✐➯❣➩
◆❲❘☛◆ý❪❱❨❬▲
➨✯➩✺➫ñ➤❫➨
❴✛▲✬❙❣❶
⑥ ❺✇❪❱■❦❭✛▲✭❑
➶✩➲é➧ û❡➧ ➫ñ➷④➽➾➨Ü❒☞Û★➬❱➩✩➧❩➺❬➬❝á❣➥✯➯❱➽➾➥✬➫ñ➤➦➻✐➨❈➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨➹➳✩➬❱➤➦➯❣➻✗➳✩➺❃➬Ü➩✩➨❱ð✼➺❃➬❝➤❫➥✯➳✚➯❣➩✩➧➦➨➹➶✇➲ ➽❈➲✩➤❩ø✉➺❃➬➾➳✩➤➦➥④➧➦➨✯➩✇➘✯➨
➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨◗➳✩➬❱➤❫➫➦➻❬➘✯➲✇➺❬➨❁➶✩➨◗➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨
eα
➧❫➻✐➫ñ➲✇➥✯➨◗➨④➩
r
➨④➧❫➫✸➥④➼❥➲✩➻✐➱Ü➬❱➺✐➨✯➩✺➫ñ➨óø☎➺ýÝÞ➻❬➩✺➫ñ➥④➤➦➻✐➨✯➲✩➤❢➶✩➲❚➧ û❡➧ ➫ñ➷④➽➾➨❸ø☎➺❦Ýß➻✐➩✺➫ñ➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩
➬✢➱❣➨④➘➾➲✩➩✇➨➹➳❖➬❱➤❫➫➦➻❬➘④➲✩➺❬➨❚➶✇➨♥➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨ −eα(ǫw − 1)/(ǫw + 1) ðÚ➧❫û✛➽➾➥✬➫ñ➤❫➻❬➼❥➲✩➨❄➶✩➨➹➺❃➬✉➳✇➤➦➨✯➽♥➻❬➷④➤➦➨➹➳❖➬Ü➤❩➤ñ➬❱➳✩➳✚➯❣➤ ➫
➬❱➲é➽❚➲✩➤❈✃✒➯❣➩é➳❖➬❱➤❫➺❬➨❚➶✩➨➹➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨❄➻✐➽❝➬❱á❱➨❱❒✼ú✝ÝÞ➻❬➩✺➫➦➨✯➤ñ➬Ü➘④➫ñ➻✐➯❣➩✷➫ñ➯Ü➫✭➬❱➺✐➨
(eαeγ/ǫs)vw
➨✯➩✺➫ñ➤❫➨➹➶✩➨✯➲✛ßé➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✯➧Ñ➨✯➧ ➫
➬❱➺✐➯❣➤➦➧⑨➺❬➬❚➧➦➯❣➽♥➽➾➨❩➶✇➨➵➺❦Ýß➻✐➩✺➫ñ➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩ ✆ ✂ ✂✭❒ ✏ ☛ó➨✬➫➮➶✇➨➵➺❦Ýß➻✐➩✺➫ñ➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩✉➱✛➻❬➬❄➺✐➨✯➧⑨➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨④➧➮➻✐➽❝➬❱á❱➨✯➧★✃
vw(r, r
′) =
1
|r− r′| −
(
ǫw − 1
ǫw + 1
)
1
|r− r′∗|
✆ ✂ ✂✭❒✢❏ ☛
➳✚➯❣➲✩➤
x
➨④➫
x′ > 0
ð✇➯✄✂
r′∗
➨✯➧ ➫❸➺❬➨★➧ û✛➽➾➥✬➫ñ➤➦➻✐➼❥➲✩➨❩➶✩➨
r′
➳❖➬❱➤ó➤ñ➬❱➳✩➳✚➯❣➤ ➫❸➬❱➲✕➽❚➲✩➤◗➨✬➫⑨➩✩➯❣➲✇➧⑨➩✩➯❱➫ñ➨④➤➦➯❣➩✇➧⑨➶❖➬❱➩✩➧⑨➺❬➬
➧➦➲✇➻✐➫ñ➨❄✃
∆ =
ǫw − 1
ǫw + 1
✆ ✂ ✂✭❒ ☛ ☛
ú☞➬★➶✩➨✯➲✛ß✇➻✐➷✯➽♥➨◗➘✯➯❱➩❥➫➦➤➦➻✐➸✩➲✇➫ñ➻✐➯❣➩➹➬❱➲➹➧❫➨✯➘④➯❣➩✩➶❄➽➾➨④➽❚➸✩➤❫➨◗➶✩➨ ✆ ✂ ✂✭❒✢❏ ☛✗➨✯➧ ➫✸➨✯➩➹à✪➬❱➻✟➫✱➲✩➩✩➨ó➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻❬➯❱➩➹ø☎➫ñ➤❫➯❣➻❬➧✗➘✯➯❣➤❫➳✩➧
➼❥➲✩➻ýð✛➳❖➬❱➤❫➘✯➨❩➼❥➲✒ÝÞ➯❣➩❛➶✩➥④➘✯➤➦➻✟➫◗➺✐➨☎➽❚➲✩➤ ➳❖➬❱➤◗➺❬➬❋➤❫➥✯➳✚➯❣➩✩➧➦➨❩➺✐➻❬➩✩➥✯➬❱➻❬➤❫➨❱ð✺➧❫➨❩➤➦➥✯➨Ïß❡➳✩➤➦➻✐➽➾➨➮➘✯➯❣➽♥➽➾➨➮➲✩➩✩➨★➻✐➩✺➫ñ➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩❝ø
➶✩➨④➲❡ß✂➘✯➯❣➤❫➳✩➧✯❒✡ú❜➨Ñ➳✚➯❱➫ñ➨④➩❥➫➦➻❬➨④➺
vw
➱❣➥✯➤❫➻✝✆❖➨Ñ➺✐➲✩➻❜➬❱➲✩➧❫➧➦➻❜➺❦Ýß➥④➼✛➲✩➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✕➶✩➨➵➢✗➯❣➻✐➧➦➧➦➯❱➩✎✃
∆rvw(r, r
′) = −4πδ(r− r′) ✆ ✂ ✂✭❒ ✞✥➪ ☛
➽➾➬❱➻❬➧➭➺❬➨④➧☎➘✯➯❱➩✩➶✩➻✐➫➦➻❬➯❣➩✇➧★➬❱➲❡ß❀➺✐➻❬➽♥➻✐➫ñ➨④➧❸➧➦➯❣➩✺➫❩➶✩➻✠✒Ú➥④➤➦➨④➩❥➫➦➨✯➧★➶✇➨❚➘✯➨④➺❬➺❬➨④➧☎➘④➯❣➩✩➘✯➨④➤➦➩❖➬Ü➩❥➫
vc
❒ÚÛ❋Ýù➬❱➳✇➤➦➷✯➧❩➺❬➬➾➧ û❡➽♥➥④➫➦➤➦➻✐➨
➶✩➲❞➳✩➤❫➯❣➸✩➺✐➷✯➽♥➨❱ð❁➯❣➩❞➳✼➨④➲✇➫❛➥④➘✯➤➦➻✐➤➦➨
vw(r, r
′)
➘✯➯❣➽♥➽➾➨
vw(x, x
′,y − y′) ❒◗➢❢➯❣➲✩➤❛➲✩➩✩➨ü➳❖➬❱➤➦➯❱➻☎➧➦➻✐➽➾➳✇➺❬➨✂➯❣➲
➶✩➻✐➥✯➺❬➨④➘④➫➦➤➦➻❬➼❥➲✩➨ ✆
ǫw
✆❖➩✇➻☞☛✬ð
vw
➶✇➯❣➻✐➫◗➱❱➥✯➤❫➻✝✆❖➨④➤➵✃
vw(x, x
′,y− y′) ➘✯➯❣➩✺➫➦➻❬➩❥➲✩➨Ñ➨✯➩ x = 0 ✆ ✂ ✂✭❒ ✞✑✞✥➬ ☛
ǫw
∂vw
∂x
(0−, x′,y − y′) = ∂vw
∂x
(0+, x′,y− y′) ✆ ✂ ✂✭❒ ✞✑✞✢➸ ☛
vw(r, r
′)→ 0 ➼❥➲❖➬❱➩✩➶ |r| → ∞ ✆ ✂ ✂✭❒ ✞ ✞✢➘✙☛
➨④➫❈➳✼➯❱➲✩➤❋➺✐➨➾➘✯➬❱➧❈➶ÚÝß➲✩➩ ➽❚➲✩➤➵➘✯➯❣➩✩➶✇➲✩➘④➫➦➨✯➲✩➤ ✆
ǫw = +∞ ☛✬ð☞➧❫➨✯➲✩➺✐➨❝➺❃➬✕➘✯➯❱➩✩➶✩➻✐➫➦➻❬➯❣➩ ✆ ✂ ✂✭❒ ✞ ✞✢➸ ☛❩➨✯➧❫➫❈➤➦➨④➽➾➳✇➺❃➬❱➘④➥✯➨
➳❖➬❱➤❩✃
vw(x ≤ 0, x′,y − y′; ǫw = +∞) = 0 ✆ ✂ ✂✭❒ ✞✽➚ ☛
ú❜➨✯➧★➳✩➤❫➯❣➳✩➤❫➻❬➥④➫➦➥✯➧➮➥✯➺❬➨④➘④➫➦➤➦➯❣➧ ➫✭➬Ü➫➦➻❬➼❥➲✩➨✯➧➮➶✩➲✳➽❚➲✩➤➭➧➦➨❈➽❝➬❱➩✇➻✐à✻➨✯➧ ➫ñ➨④➩❥➫☎➬❱➲✩➧❫➧➦➻✗➧➦➲✩➤★➺❦Ýß➥④➩✩➨✯➤❫á❣➻❬➨➵➶✒Ý
❙❡▼Ú▲➭❍✇❪❱■Ï◆❦❳❿⑥✬❙✛❨❬▲
➶✩➯❣➩✇➩✩➥✯➨Ü❒✇÷❢➯❣➲✇➫⑨➶✒Ýß➬❱➸✚➯❣➤➦➶Úð❡➲✩➩✇➨★➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❬➨➭➶✩➨★➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨
eα
➨✯➩
r
➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱á❱➻✐➫ ➬✢➱❣➨✯➘❩➺❦Ýß➻✐➽❝➬Üá❣➨❸➼✛➲ÚÝß➨④➺❬➺❬➨➮➘✯➤❫➥✯➨★➳❖➬Ü➤
➻❬➩✑✥❖➲✩➨✯➩✇➘✯➨Ñ➧➦➲✩➤❸➺✐➨❩➽❚➲✩➤❸➧➦➨④➺❬➯❣➩✕➲✩➩✩➨Ñ➥④➩✩➨✯➤❫á❣➻❬➨❄✃
−1
2
∆e2α
2ǫsx
✆ ✂ ✂✭❒ ✞✣✜ ☛
ú❜➨❚à✪➬❱➘④➫➦➨✯➲✩➤
1/2
➱✛➻✐➨✯➩✺➫❩➶✩➲✳à✪➬❱➻✟➫★➼❥➲✒ÝÞ➲✩➩✩➨❄➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨➹➻❬➽➾➬❱á❣➨➵➨✯➧ ➫Ñ➻❬➩✩➶✩➲✇➻✐➫ñ➨❈➳❖➬❱➤★➺❬➬❝➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❬➨❋➼❥➲✩➻✱➺❃➬➾➘✯➤➦➥④➨❄➨④➫
➩✒ÝÞ➨✯➧ ➫☎➶✩➯❱➩✩➘Ñ➳❖➬❱➧ ✆✇ß❡➨❱❒
✧✸➩✩➧➦➲✇➻✐➫ñ➨Üð❖➺❃➬❈➳✩➬❱➤➦➯❣➻Ú➳✼➨④➲✇➫➭➬❱➲✩➧❫➧➦➻☞➬❱á❣➻✐➤◗➧➦➲✇➤⑨➺❬➨❄✥❖➲✩➻✐➶✩➨❩➘✯➯❱➲✩➺❬➯❣➽❈➸✩➻❬➨④➩✉➼❥➲❖➬❱➩✩➶✂➲✩➩✩➨❩➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨Ñ➨✯➧ ➫➭➶✩➥✯➳✚➯❣➧➦➥④➨➵ø❄➧➦➬
➧➦➲✇➤❫à✪➬❱➘④➨★➨④➫⑨➼❥➲✩➨☎➺❃➬❋➳✩➬❱➤➦➯❣➻✚➨✯➧ ➫⑨➨✯➩✇➧➦➲✩➻✟➫ñ➨★➻✐➧➦➯❣➺✐➥✯➨➵✃✇➨✯➺✐➺❬➨➭➨✯➧ ➫❸➬❱➺❬➯❱➤➦➧❁➶✩➻✐➫➦➨☎➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➥✯➨Ü❒ ✞✇➬❚➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨➮➧➦➲✩➤ à✪➬❱➘✯➻✐➼❥➲✩➨★➨✯➧ ➫
➲✩➩✂➳❖➬❱➤➦➬❱➽➾➷✬➫ñ➤❫➨❩➨✬ß✛➫ñ➥④➤➦➻❬➨④➲✩➤❸➳✼➯❱➲✩➤⑨➺❬➨❩➧ û❡➧ ➫ñ➷④➽➾➨Ü❒
✂
➲❖➬❱➩✩➶❄➺❬➬☎➳❖➬❱➤❫➯❣➻✩➨✯➧ ➫✝➘✯➯❣➩✇➶✩➲✩➘④➫➦➤➦➻✐➘✯➨❱ð❱➨✯➺❬➺✐➨◗➳✚➨✯➲✇➫ ✌✬➫ñ➤➦➨⑨➳✚➯❣➤ ➫ñ➥✯➨❸ø★➲✇➩♥➘④➨✯➤ ➫✭➬❱➻✐➩➹➳✼➯❱➫➦➨✯➩✺➫ñ➻✐➨✯➺✩➳✩➬❱➤✱➲✩➩❄á❣➥④➩✩➥✯➤➦➬Ü➫ñ➨④➲✩➤
➨✬ß✛➫➦➥✯➤➦➻✐➨✯➲✩➤④❒❜òó➨✬➫➦➫ñ➨❈➩✩➯❱➫ñ➻✐➯❣➩ü➩ÚÝù➬❝➶✇➨❚➧➦➨④➩✩➧❩➼❥➲✩➨❚➧➦➻✗➯❣➩✳➬❱➶✇➽➾➨✬➫☎➺❦Ýß➨Ïß✇➻✐➧❫➫➦➨✯➩✩➘④➨❚➲✩➩✩➨➹➬Ü➲✇➫ñ➤❫➨❈➳❖➬❱➤❫➯❣➻❢➘✯➯❣➩✩➶✇➲✩➘④➫➦➤➦➻❬➘④➨
➳✚➯❣➤❫➫➦➥✯➨➹ø✉➲✩➩✳➳✚➯❱➫➦➨✯➩✺➫ñ➻✐➨✯➺❢➶✩➨➹➤➦➥✬à✻➥✯➤➦➨④➩✩➘✯➨Ü❒❜ú❜➨❚➧❫û✛➧ ➫ñ➷✯➽♥➨➹➘✯➯❱➲✩➺❬➯❣➽❈➸✩➻❬➨④➩ü➨✯➧ ➫➵➬❱➺❬➯❱➤➦➧☎➧❫➯❣➲✩➽♥➻❬➧☎➬❱➲✳➘✭❮❖➬❱➽♥➳✷➥✯➺✐➨✯➘Ï❰
➫ñ➤❫➯❣➧❫➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➼❥➲✩➨☎➨Ïß❡➫➦➥✯➤❫➻❬➨✯➲✇➤◗➘✯➤❫➥✯➥★➨④➩✉➧➦➯❣➩❛➧❫➨✯➻✐➩✉➨④➫ó➺❃➬❋➶✇➻✝✒✼➥✯➤➦➨④➩✩➘✯➨☎➶✩➨★➳✚➯❱➫ñ➨④➩❥➫➦➻❬➨④➺✼➨④➩❥➫➦➤➦➨★➺✐➨✯➧ ➶✩➨✯➲❡ß❝➘✯➯❱➩✩➶✩➲✩➘✬➫ñ➨✯➲✇➤➦➧
➨✯➧ ➫➭➲✩➩❀➳✩➬❱➤ñ➬❱➽♥➷④➫➦➤➦➨❩➨Ïß❡➫➦➥✯➤❫➻❬➨✯➲✇➤➭➳✚➯❣➲✩➤⑨➺✐➨❩➧❫û✛➧❫➫➦➷✯➽♥➨❱❒
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T = 1/kBβ
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eiejvc(ri − rj) ð✩➯✄✂ vc(ri − rj) = 1/|ri − rj| ✆✪➘④à❲❒ ✂ ✂✭❒ ✏✫☛✬❒
✞❡➻ó➶✇➨✯➲❡ß ➳❖➬❱➤❫➫➦➻❬➘④➲✩➺❬➨④➧❋➳✚➯❣➤❫➫➦➨✯➩✺➫➹➶✩➨④➧❚➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✯➧➹➯❱➳✩➳✼➯❱➧➦➥✯➨④➧✯ð✱➺❦Ýß➥④➩✩➨✯➤❫á❣➻❬➨♥➘✯➯❱➲✩➺❬➯❣➽❈➸✩➻❬➨④➩✩➩✩➨
eiejvc(ri − rj)
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➧➦➯❱➩❥➫✗➶✩➨④➧☞à✻➨④➤➦➽♥➻❬➯❣➩✇➧✯ð✢➺✐➨❁➧ û✛➧❫➫ñ➷④➽➾➨❁➩✒ÝÞ➻❬➽♥➳✩➺❬➯❱➧➦➨✱➳❖➬Ü➧✤✞ÞÛ★ú ❍❡❏ ✠❦❒✽Û★➬❱➩✩➧☞➺❬➬❸➩✩➬Ü➫ñ➲✩➤❫➨❱ð✽➺❬➨④➧❜➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❬➨④➧☞➥✯➺❬➥④➽➾➨④➩✺➫✭➬❱➻✐➤➦➨✯➧
➶✩➨ ➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✎➩✇➥✯á✺➬Ü➫➦➻✐➱❱➨ ➧❫➯❣➩✺➫ü➺✐➨✯➧✕➥✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➯❱➩✩➧✯ð❸➼❥➲✩➻Ñ➧➦➯❣➩✺➫❀➸✩➻❬➨④➩ ➶✇➨✯➧❀à✻➨④➤➦➽♥➻❬➯❣➩✇➧✯❒⑨ú❜➨ ➽➾➯✛➶✩➷✯➺✐➨✳➶✩➨é➳✩➺❃➬Ü➧➦➽➾➬
➘✯➯❱➲✩➺❬➯❣➽❈➸✩➻❬➨④➩ ➼❥➲❖➬❱➩✺➫ñ➻✐➼❥➲✩➨❝à✻➯❣➤❫➽➾➥➾➶✩➨❝➳❖➬Ü➤❫➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨✯➧❋➳✼➯❣➩✇➘④➫ñ➲✇➨✯➺❬➺✐➨✯➧❋➩✩➨✉➳✩➤❫➥✯➧➦➨④➩✺➫ñ➨❛➶✩➯❣➩✇➘✉➳❖➬❱➧❚➺❬➬❀➳❖➬☛➫ñ❮✩➯❣➺✐➯❣á❣➻✐➨❱ð
➩✩➯❣➩✂➤➦➥✯➬❱➺❬➻✐➧❫➫➦➨❱ð✇➶ÚÝß➨✕✒Ú➯❣➩✇➶✩➤➦➨④➽➾➨④➩❥➫✯❒
✞❡➻✑➶✇➨✯➲❡ßü➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❬➨④➧➮➯❱➩❥➫☎➶✩➨✯➧☎➘✭❮❖➬❱➤➦á❱➨✯➧★➶✩➨❋➽✖✌④➽➾➨❋➧➦➻✐á❣➩✩➨❱ð✡➨④➺❬➺❬➨④➧☎➧❫➨❈➤➦➨④➳✼➯❱➲✩➧➦➧❫➨✯➩✺➫✢❒❜ú❜➨❋➳✼➯❱➫➦➨✯➩✺➫ñ➻✐➨✯➺❢➘✯➯❣➲✛❰
➺❬➯❱➽❚➸✩➻❬➨④➩ ➥✬➫✭➬❱➩✺➫✉ø ➺❬➯❣➩✇á❣➲✩➨✂➳✼➯❣➤ ➫ñ➥④➨❱ð❁➘✯➨④➫❫➫ñ➨✷➤❫➥✯➳✩➲✇➺❬➧➦➻✐➯❣➩ ➤➦➨ ✄❫➨✬➫➦➫➦➨✯➤ñ➬Ü➻✐➫✉➺✐➨✯➧♥➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❬➨④➧➾➶✇➨✷➽✖✌④➽➾➨✂➧➦➻✐á❣➩✩➨❀ø
➺ýÝÞ➻❬➩✟✆❖➩✩➻✩➺✐➨✯➧✸➲✩➩✩➨④➧ ➶✇➨✯➧ ➬❱➲✇➫ñ➤❫➨✯➧❁➨④➫❁➺❬➨⑨➧ û✛➧❫➫ñ➷④➽➾➨➭➨✬ß❡➳✩➺✐➯❣➧➦➨④➤ñ➬❱➻✟➫✢ð❣➧❫➻✡➩✒Ýß➻✐➩✺➫ñ➨✯➤ ➱❣➨④➩❖➬❱➻✐➫❁➳❖➬Ü➧❁➺❦Ýß➨✕✒Ú➨✬➫❁➶✒Ýß➥④➘✯➤➦➬❱➩✒❒✛òó➨✯➺✐➲✩➻✟❰
➘✯➻✗➨✯➧ ➫Ñ➳✩➤➦➻✐➩✩➘✯➻✐➳❖➬❱➺❬➨④➽➾➨④➩✺➫☎➶✆☎éø➾➺❃➬❝➺✐➯❣➩✩á❣➲✩➨❋➳✼➯❱➤❫➫ñ➥④➨❚➶✩➨❚➺❦Ýß➻✐➩✺➫ñ➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩❀➨④➫❩➳✇➤➦➥✯➧❫➨✯➩✺➫ñ➨❄➶✩➨④➧❩➘✢➬❱➤➦➬❱➘④➫➦➥✯➤❫➻❬➧❫➫➦➻❬➼❥➲✩➨④➧
  ✁ ✂☎✄✆✁
➧➦➲✇➳✩➳✩➺❬➥④➽➾➨④➩✺➫✭➬❱➻✐➤➦➨✯➧❋➶✩➲ à✪➬❱➻✟➫➵➼✛➲✇➨✉➺❬➨♥➳✼➯Ü➫ñ➨✯➩✺➫➦➻❬➨✯➺❁➘✯➯❱➲✩➺❬➯❣➽❈➸✩➻❬➨④➩✎➨④➧❫➫❚➧❫➯❣➺❬➲❡➫ñ➻❬➯❱➩✎➶✩➨❝➺ýÝÞ➥✯➼❥➲❖➬Ü➫➦➻❬➯❣➩ ➶✩➨❛➢❢➯❣➻❬➧❫➧➦➯❣➩✒❒
þ➮➩✇➨✉➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❬➨➾➶✩➨❛➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✉➶✩➯❱➩✩➩✩➥✯➨✕➬☛➫➦➫ñ➻✐➤➦➨➾➨✯➩ ➧➦➯❱➩ ➱❣➯❣➻✐➧➦➻❬➩✩➬❱á❣➨❝➶✇➨✯➧➹➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✯➧➹➶✇➨✉➧➦➻✐á❣➩✩➨✯➧➹➯❱➳✩➳✼➯❱➧➦➥✯➧❈➼✛➲✇➻
➥✯➘④➤ñ➬❱➩✺➫➦➨✯➩✺➫☎➺❦Ýß➻✐➩✺➫ñ➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩✕➬✢➱❱➨✯➘➵➶✩➨✯➧❸➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨✯➧⑨➥✯➺✐➯❣➻❬á❱➩✩➥✯➨④➧✯❒
➢✗➯❣➲✇➤⑨➶✩➨✯➧⑨➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬❱➧óà✻➯❱➤➦➽♥➥✯➧ó➶✇➨❩➶✩➻✝✒✼➥✯➤❫➨✯➩✺➫ñ➨④➧⑨➨✯➧➦➳✚➷✯➘④➨✯➧➭➶✩➨❩➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨❱ð✇➶✩➯❣➩✺➫⑨➺❃➬❋➘✭❮❖➬❱➤➦á❱➨❩➩✩➨④➫❫➫ñ➨★➫ñ➯Ü➫✭➬❱➺✐➨☎➨✯➧ ➫
  ➬Ü➧➦➧➦➨ ☛ ✂⑨à✪➬Ü➻❬➸✩➺✐➨❱ð❣✧❸❒❥ú❜➻✐➨✯➸❄➨④➫ ✁✇❒ßú✸❒✺ú❜➨✯➸✚➯ ✁❸➻✟➫ ☛❸➯❣➩✺➫✝➽♥➯❣➩✺➫ñ➤➦➥⑨➼❥➲✩➨❸➺❬➬★➳✩➤➦➻✐➧➦➨⑨➨✯➩♥➘✯➯❱➽➾➳✇➫➦➨⑨➶✩➨❸➘✯➨✬➫✝➨ ✒✼➨④➫❁➶✒ÝÞ➥✯➘✯➤➦➬❱➩
➳✚➨✯➤➦➽♥➨④➫➮➶✩➨➵➽➾➯❱➩❥➫➦➤➦➨④➤➮➼❥➲✩➨❋➺❬➨Ñ➳✩➺❃➬Ü➧➦➽➾➬❄➘④➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸✩➻✐➨✯➩✂➩✒Ýß➨Ïß❡➳✩➺❬➯❣➧❫➨❈➳❖➬Ü➧✶✆✻➘④à❲❒ ✞ßú☞ú ★❣➚✡✠ ☛⑨➨④➫➮➼✛➲ÚÝß➻✐➺❢➤❫➨ ✄❫➨✬➫➦➫ñ➨❋ø➾➧➦➬
à✻➤➦➯❱➩❥➫➦➻❬➷④➤➦➨Ñ➧➦➯❣➩❀➥④➱❱➨✯➩✺➫ñ➲✩➨④➺✑➨Ïß✇➘④➷✯➧➮➶✩➨❋➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨Üð
■ñ❏➦❪❱❨ ❳❬❑✯❪❱▼❖◆❁❨✟❪ ⑥✭❘☛▼✚❴❱❳✙◆❦❳ý❘☛▼ ❴
✥
❏✬❨❬▲ ⑥✬◆✪■ñ❘☛▼Ú▲✬❙❡◆✪■❫❪❱❨ ❳✙◆❲❏➹▲✬▼ü❑✥❘☛▼✷❑✥▲✬❳✙▼
ð
➸✩➻✐➨✯➩✕➘✯➯❣➩✇➩✛➲✇➨❋➨④➩❀➥④➺❬➨✯➘✬➫ñ➤❫➯❣➧❫➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➼✛➲✇➨➵➽➾➬❱➘④➤➦➯❣➧❫➘✯➯❣➳✩➻✐➼❥➲✩➨❱❒
➢✗➯❣➲✇➤❋➲✩➩✎➽➾➯✛➶✩➷④➺❬➨➹➧➦➻✐➽➾➳✇➺❬➻✝✆✩➥❚➶✩➨♥➳✩➺❃➬❱➧❫➽❝➬❛➤❫➥✯➨✯➺❦ð❜➺❬➨❄➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬✕ø✂➲✩➩✇➨➾➘④➯❣➽➾➳✚➯❣➧➦➬❱➩✺➫ñ➨❱ð❜➘④➯❣➩✩➧ ➫ñ➻✐➫➦➲✩➥♥➶✒Ýß➲✇➩✩➨
➧➦➨④➲✩➺❬➨✕➨④➧➦➳✚➷✯➘✯➨✂➶✩➨✕➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✕➽➾➯❱➸✩➻❬➺✐➨❝➶❖➬❱➩✇➧♥➲✇➩ à✻➯❣➩✇➶ ➘④➯❣➩✺➫ñ➻❬➩❥➲➏➩✩➨④➲✇➫ñ➤➦➬❱➺❬➻✐➧ñ➬❱➩✺➫✞✝ ➳❖➬❱➤➹➨Ïß✇➨④➽➾➳✇➺❬➨❱ð✸➶✇➨✯➧❄➻❬➯❣➩✇➧
➶❖➬❱➩✇➧➮➲✩➩✇➨❋➽♥➨✯➤➭➶✩➨Ñà✻➨✯➤➦➽♥➻❬➯❱➩✩➧◗à✻➯❣➤❫➫➦➨✯➽♥➨✯➩✺➫➭➶✩➥✯á❱➥✯➩✩➥④➤➦➥✯➧☎➯❣➲❀➶✇➨✯➧☎➥④➺❬➨④➘④➫ñ➤❫➯❣➩✩➧➭➶❖➬❱➩✩➧➭➲✩➩❀➘✯➯❣➩✩➶✇➲✩➘④➫➦➨✯➲✩➤✟✝❛➘④➨④➫➦➫➦➨
➧❫➫ñ➬❱➸✩➻✐➺❬➻✐➫➦➥★➬♥➬❱➲✩➧❫➧➦➻❜➥④➫➦➥Ñ➶✩➥✯➽♥➯❣➩✺➫ñ➤❫➥✯➨ ✞ßú▼✄✴★✑✏✡✠❦❒
✘ ✄➭➯❣➲✩➧❈➧➦➬✢➱❣➯❣➩✩➧❈➶✩➯❣➩✩➘➾➼✛➲ÚÝùøü➺❦Ýß➥④➼❥➲✩➻❬➺✐➻❬➸✩➤❫➨❱ð✒➲✩➩ ✥❖➲✩➻❬➶✇➨➾➘④➯❣➲✩➺❬➯❱➽❚➸✩➻❬➨④➩✎➧④Ýß➯❱➤➦á✺➬❱➩✇➻❬➧➦➨♥➶✩➨♥➫ñ➨✯➺✐➺❬➨❄➧➦➯❱➤❫➫ñ➨➾➼❥➲✩➨
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➬❱➲é➽❚➲✩➤❩➨✬➫➵➶✩➨❄➺❬➯❣➩✩á❱➲✩➨✯➲✩➤
L
➳✼➨④➤➦➳✚➨✯➩✩➶✩➻✐➘✯➲✩➺❬➬❱➻❬➤❫➨✯➽♥➨✯➩✺➫✢❒ ✒★➩éà✪➬Ü➻✐➫★➫➦➨✯➩✩➶✩➤❫➨
L
➱❣➨④➤➦➧➵➺ýÝÞ➻❬➩✜✆✩➩✩➻ ✆✻➳✼➯❣➲✇➤❩➲✩➩✎➧ û✛➧ ❰
➫ñ➷④➽➾➨❩➘④➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸✩➻✐➨✯➩❛➘✯➨④➺❃➬➹➧✯ÝÞ➨✯➩✺➫➦➨✯➩✩➶❀➳❖➬❱➤⑨➤ñ➬Ü➳✩➳✼➯❱➤❫➫➭➬❱➲❡ß❛➺❬➯❣➩✩á❱➲✩➨✯➲✩➤❫➧⑨➶✒ÝÞ➥✯➘✯➤➦➬❱➩ ☛◗➶✩➨❩➫ñ➨④➺❬➺✐➨★➧➦➯❣➤ ➫ñ➨Ñ➼❥➲✒ÝÞ➯❣➩❀➳✚➨✯➲❡➫
➧➦➲✇➳✩➳✼➯❱➧➦➨✯➤➭➺❬➨❩➧ û✛➧❫➫ñ➷④➽➾➨Ñ➨④➩
x ≥ L ➘✯➯❣➽♥➽♥➨★➥④➫ñ➬❱➩✺➫➮➶✩➬❱➩✩➧❸➲✩➩✩➨Ñ➳✩❮❖➬Ü➧➦➨➵❮✩➯❣➽♥➯❣á❣➷✯➩✇➨❱❒
☎ ➺ýÝÞ➥✯➼❥➲✩➻❬➺✐➻❬➸✩➤❫➨❱ðÜ➺❃➬❩➧➦➯❣➽♥➽♥➨⑨➶✩➨✯➧✝à✻➯❣➤➦➘④➨✯➧✝➧✯ÝÞ➨✬ß❡➨④➤➦í✢➬Ü➩❥➫ó➧➦➲✩➤✝➺✐➨✯➧✝➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❬➨④➧✸➘✯➯❣➩✺➫➦➨✯➩❥➲✩➨✯➧ ➶❖➬❱➩✩➧❁➺❃➬❩➸✚➯ ✏❬➫➦➨❱ðÜ➨✯➩
➶✩➨④➧➦➘✯➤❫➻❬➳✇➫➦➻❬➯❣➩➵➨✯➲✇➺❬➥✯➤❫➻❬➨④➩✩➩✩➨❱ð✽➨④➧❫➫✱➩❥➲✩➺✐➺❬➨Ü❒✽Û❈Ýù➬Ü➳✩➤➦➷④➧✑➺❬➨✝➳✩➤❫➻❬➩✩➘④➻❬➳✚➨✝➶✩➨ó➺❦Ýù➬❱➘✬➫ñ➻✐➯❣➩Ñ➨④➫✗➶✩➨ ➺❬➬➭➤❫➥✢➬❱➘✬➫ñ➻✐➯❣➩✒ð✥➺❬➨④➧✗➳✩➬❱➤❫➫➦➻❬➘✯➲✇➺❬➨✯➧
➶✩➲❀➳✩➺❃➬❱➧❫➽❝➬➹➧❫➲✩➸✩➻❬➧❫➧➦➨④➩❥➫★➶✩➨❋➺❬➬♥➳✩➬❱➤❫➫➭➶✩➲❀➽❚➲✩➤➭➲✩➩✩➨Ñà✻➯❣➤➦➘④➨❋➳❖➬Ü➤➮➲✩➩✇➻✐➫ñ➥➵➶✩➨➵➧➦➲✩➤ à✪➬❱➘✯➨Üð✼➳✇➤➦➯ ✄❫➨✬➫ñ➥✯➨➵➧➦➨④➺❬➯❣➩
x
ð✡➼✛➲✇➻
✞✾✵✮✣✍✬ ✚☞☛✍✖✛✭✱✭✸✣✍✵✡✚✟✰✲✬✮✖✴✦✧✖✛✬✮✭ ✚❋✺✱✭✸✬✡✻✓✺✸✬✮✭✸✖ ✩✫✖✾✬✮✺▼✖✾✵■❏ ✷✹✒✧✺☎❏ ✷✹✒✳✭✱✖✴✒✳✵✲✺✱✖✾✭✌☛✍✖✛✵✮✒✳✭✟✩✡✦✧✬✡✚✱✒✳✖✾✬✮✭❉✚☎✻✽✣✏✬✡✻☞☛✮✖✛✚ ✗✙✖✢✚✱✒✳❄✍✵✮✖★✚ ✣✍✩✮✩✫✣✏✚✱❃✛✚
Lì✑➻❬á❣➲✇➤➦➨ ✂ ✂✭❒ù➚❡✃✔③✝➯❱➺❬➲✩➽♥➨★➶✩➲✂➧❫û✛➧❫➫➦➷✯➽♥➨❋➧❫➲✩➤❸➺❬➨④➼✛➲✇➨✯➺❜➯❣➩❛à✪➬❱➻✟➫❸➲✩➩✕➸✩➻❬➺❬➬❱➩❛➶✩➨❩à✻➯❣➤➦➘④➨✯➧
➱Ü➬❱➲✇➫
kBT
∑
α ρα(0)
❒✗➢✑➬Ü➤❚➶✩➥ ✆✩➩✩➻✐➫➦➻❬➯❣➩✎➺❃➬✂à✻➯❱➤➦➘✯➨➾➳❖➬❱➤❋➲✩➩✩➻✐➫➦➥❝➶✩➨❝➧➦➲✩➤ à✪➬❱➘✯➨Üð✑➨✬ß❡➨④➤➦➘✯➥④➨❛➳❖➬❱➤❚➺✐➨✯➧❋➳❖➬❱➤❫➫➦➻❬➘④➲✩➺❬➨④➧
➨✬ß✛➫➦➥✯➤➦➻✐➨✯➲✩➤❫➨✯➧☎ø♥➺❬➬♥➸✚➯ ✏❬➫➦➨Ñ➧➦➲✩➤➭➺❬➨④➧➭➳✩➬❱➤❫➫➦➻❬➘✯➲✇➺❬➨✯➧❸➘④➯❣➩✺➫ñ➨✯➩❥➲✩➨④➧★➶❖➬❱➩✇➧☎➺❃➬➹➸✚➯ ✏❬➫➦➨❱ð❖➳✩➤❫➯ ✄❫➨④➫➦➥✯➨❋➧➦➨✯➺✐➯❣➩
x
➨✯➧ ➫ −P ➯✄✂
P
➨④➧❫➫➭➺❃➬➹➳✩➤❫➨✯➧➦➧❫➻❬➯❣➩✕➶✩➲✦✥❖➲✩➻✐➶✩➨Ñ❮✩➯❣➽♥➯❣á❣➷④➩✩➨❱❒ ✒★➩✂➨✯➩✂➶✩➥✯➶✇➲✩➻✐➫❸➺✐➨★➫ñ❮✩➥④➯❣➤➦➷④➽➾➨Ñ➶✩➨Ñ➘✯➯❱➩❥➫ñ➬❱➘④➫➵✃
P =
∑
α
kBTρα(0)
➳✚➯❣➲✩➤⑨➲✩➩✂➧❫û✛➧❫➫➦➷✯➽♥➨❋➘④➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸✩➻✐➨✯➩❛➘✯➺❬➬❱➧➦➧❫➻❬➼❥➲✩➨
➬❱➲✕➘✯➯❣➩✺➫ñ➬❱➘④➫➭➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨➵➳❖➬❱➤❫➯❣➻✒➧➦➻✐➽➾➳✇➺❬➨★➩✩➯❱➩❀➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➥④➨
✆ ✂ ✂✭❒ ✞ ✏✫☛
òó➨❋➫➦❮✩➥✯➯❣➤❫➷✯➽♥➨❈➬❄➲✩➩✩➨❋➘✯➯❣➩✇➧➦➥✯➼❥➲✩➨④➩✩➘✯➨❈➶✩➻❬➤❫➨✯➘④➫➦➨❋➳✚➯❣➲✩➤➭➲✩➩❀➧❫û✛➧❫➫➦➷✯➽♥➨❈➨✯➩❀➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻✐➯❣➩✎✃✡➺✐➨✯➧❸➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫➦➥✯➧☎➬❱➲
➩✩➻✟➱❣➨✢➬Ü➲✳➶✩➨❈➺❬➬➾➳❖➬❱➤❫➯❣➻❢➧➦➯❣➩✺➫★à✻➯❣➤❫➘✯➥④➽➾➨④➩❥➫☎➶✩➻✝✒✼➥✯➤❫➨✯➩✺➫ñ➨④➧❩➶✩➨✯➧☎➶✩➨✯➩✩➧❫➻✐➫➦➥✯➧★➺✐➯❣➻❬➩✂➶✩➨❚➺❬➬➾➳❖➬❱➤❫➯❣➻ý❒ ✧✸➩✳➨ ✒✼➨④➫✯ð✒➬❱➲ü➧➦➨✯➻✐➩
➶✩➲ ✥❖➲✩➻❬➶✇➨❱ð✛➺❃➬Ñ➳✩➤➦➨④➧➦➧➦➻✐➯❣➩❝➳✚➨✯➲❡➫◗➧➦➨➮➶✩➥✯➘④➯❣➽♥➳✼➯❣➧❫➨✯➤❁➨✯➩✉➳✇➤➦➨✯➧❫➧➦➻✐➯❣➩❝➘④➻❬➩✩➥✬➫ñ➻❬➼❥➲✩➨➭➨④➫ó➳✩➤➦➨④➧➦➧❫➻❬➯❣➩➾➽➾➯❣➺✐➥✯➘④➲✩➺❃➬❱➻✐➤➦➨❩✃
P =
Pc+Pm
➯✄✂
Pc =
∑
α kBTρ
B
α
➨✬➫
Pm 6= 0 ➨④➩❋á❣➥④➩✩➥✯➤➦➬❱➺✺➳✚➯❣➲✩➤❜➲✩➩➵➧❫û✛➧❫➫➦➷✯➽♥➨ ➨④➩❋➻✐➩✺➫ñ➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩ ✆✻➧➦➯❣➩➵➧➦➻✐á❣➩✩➨✸➨④➧❫➫
à✻➯❣➩✩➘✬➫ñ➻✐➯❣➩❈➶✩➲❈➘✢➬❱➤➦➬❱➘④➫➦➷✯➤➦➨ó➤➦➥✯➳✇➲✩➺❬➧❫➻✐à❖➯❣➲❚➬Ü➫➦➫➦➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻✐à✇➶✩➨✯➧✑➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻❬➯❱➩✩➧❊☛Ï❒ ✒★➩❚➨④➩➹➶✩➥✯➶✇➲✩➻✐➫
∑
α ρα(0) 6=
∑
α ρ
B
α
❒
⑤
❨✐⑨❚❪❄❴✛❘☛▼ ⑥ ❹✢❘☛■ ⑥✭❏ ❽❝▲✬▼❖◆❢❙✛▼Ú▲☎❳✙▼✔❺❖❘❚❽❝❘➦❭✛❏✬▼Ú❏✬❳✙◆P❏➮❴✺❪❱▼✇❑➭❨❬▲✭❑✸❍✚■ñ❘✖❼✝❨ù❑☎❴✛▲★❴✛▲✬▼✇❑✬❳✙◆❲❏☎❪❱❙r➁❱❘☛❳❬❑✬❳✙▼✚❪✥❭✛▲➮❴
✥
❙✛▼Ú▲✸❍✇❪❱■✭❘☛❳
❒
➢✗➯❱➲✩➤ ➲✇➩❝➧❫û✛➧ ➫ñ➷✯➽♥➨☎➘④➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸✩➻✐➨✯➩♥➶✩➻❬➺✐➲✩➥⑨➯❣➩❝➳✚➨✯➲❡➫ó➽♥➯❣➩✺➫ñ➤❫➨✯➤✝➼❥➲✩➨
Pm < 0
✆✛✞ÞÛ✚✘Ñú ● ☛ ✏✙✠☞☛⑨✃❥➘✯➨④➫❫➫ñ➨➭➻❬➩✩➥④á✺➬❱➺✐➻✐➫ñ➥
➫ñ➤➦➬❱➶✩➲✩➻✟➫❢➺ýÝÞ➨✬ß❡➻❬➧ ➫ñ➨✯➩✇➘✯➨ó➶ÚÝß➻✐➩❥➫➦➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩✩➧❢➨ ✒✼➨✯➘✬➫ñ➻✟➱❣➨✯➧✗á❣➺❬➯❱➸❖➬❱➺❬➨④➽➾➨④➩✺➫✑➬☛➫➦➫ñ➤➦➬❱➘④➫➦➻✐➱❱➨✯➧❢➨✯➩✺➫ñ➤❫➨ó➺❬➨④➧✗➳✩➬❱➤❫➫➦➻❬➘✯➲✇➺❬➨✯➧✗➬❱➲❋➧➦➨✯➻✐➩
➶✩➲✦✥❖➲✩➻✐➶✩➨❱❒ ✒★➩✂➳✼➨④➲✇➫➭➨✯➩✂➶✩➥✯➶✇➲✩➻❬➤❫➨♥✃
∑
α
ρα(0) <
∑
α
ρBα
➳✼➯❱➲✩➤⑨➲✩➩✂➧❫û✛➧❫➫➦➷✯➽♥➨❋➘④➯❣➲✩➺❬➯❱➽❚➸✩➻❬➨④➩❛➶✩➻❬➺✐➲✩➥ ✆ ✂ ✂✭❒ ✞✣❍ ☛
✒★➩❄➳✼➨④➲✇➫✝➻❬➩✺➫ñ➨④➤➦➳✩➤❫➥④➫➦➨✯➤✝➘✯➨⑨➤❫➥✯➧➦➲✇➺✐➫✭➬☛➫✝➨✯➩❄➘✯➯❣➩✇➧❫➫✭➬☛➫✭➬❱➩✺➫❁➼❥➲✩➨❸➶❖➬❱➩✩➧✸➲✩➩♥➧❫û✛➧ ➫ñ➷✯➽♥➨❸➘✯➯❣➲✇➺❬➯❣➽❚➸✇➻❬➨✯➩❈➯✄✂❄➺❬➨✯➧✸➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨④➧
➧➦➯❱➩❥➫ ➽♥➯❣➸✩➻❬➺✐➨✯➧④ð❣➲✩➩✩➨➭➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❬➨⑨➶✇➯❣➩✩➩✩➥④➨☎➧✯ÝÞ➨✯➩✺➫➦➯❣➲✩➤➦➨➭á❣➺✐➯❣➸❖➬❱➺✐➨✯➽♥➨✯➩✺➫✝➶✒ÝÞ➲✩➩❝➩❥➲❖➬❱á❱➨➮➶✩➨➭➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨✯➧✸➶✩➨➭➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨
➫ñ➯Ü➫✭➬❱➺✐➨❛➯❣➳✩➳✚➯❣➧➦➥④➨❱ð✝➘✯➨✂➼❥➲✩➻❸➨✯➧❫➫♥à✪➬✢➱❣➯❣➤➦➬❱➸✩➺✐➨✂➥④➩✩➨✯➤❫á❣➥④➫➦➻❬➼❥➲✩➨④➽➾➨④➩❥➫➾➨④➫♥➘④➨❀á✺➬Ü➻❬➩➏➥✯➩✩➨④➤➦á❣➥✬➫ñ➻✐➼✛➲✇➨❀➶✩➥④➳✼➨④➩✩➶↔➶✇➨❀➺❬➬
à✻➯❣➤❫➽➾➨❩➶✩➲❀➩❥➲❖➬❱á❣➨➵➶✩➨➵➳✼➯❣➺❬➬❱➤➦➻✐➧ñ➬Ü➫➦➻❬➯❣➩Ú❒✩òó➨➵➩❥➲❖➬❱á❣➨➵➨✯➧ ➫➮à✻➯❣➤ ➫ñ➨④➽➾➨④➩❥➫➭➘④➯❣➩✺➫ñ➤ñ➬Ü➻❬➩✺➫➭➳❖➬❱➤❸➺❃➬➹➳✩➤❫➥✯➧➦➨④➩✩➘✯➨❋➶✒ÝÞ➲✩➩ü➽❚➲✇➤
➻❬➽♥➳✚➥✯➩✩➥✬➫ñ➤ñ➬Ü➸✩➺❬➨★➨✬➫ ✆ ✂ ✂✭❒ ✞✣❍ ☛ó➽♥➯❣➩✺➫ñ➤❫➨❩➼❥➲✩➨Ñ➘✯➨✯➘④➻☞➶✩➻❬➽♥➻❬➩❥➲✩➨★➺✐➨❩á✺➬❱➻✐➩❛➨✯➩ü➥④➩✩➨✯➤❫á❣➻❬➨Ü❒
✍❋✧❖✜♥✄❁✆✟✮❢✔❢✌✷♦❢✧✩✠✽✞✚✖◗✄❢✖✪✤✛❤✻✌❡✹❱✣✢✠Ü✖✪✿✒✮☞✌
✂
➲❖➬❱➩✩➶➇➺✐➨✎➽❚➲✇➤ü➨✯➧ ➫✳➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➥ ➬✢➱❣➨④➘ ➲✩➩✩➨ ➶✇➨✯➩✩➧❫➻✐➫ñ➥ ➧➦➲✩➤ à✪➬❱➘✯➻✐➼✛➲✇➨
σ0
➨④➫ü➧ñ➬❱➩✩➧ü➤➦➥✯➳✚➯❣➩✩➧❫➨ ➥✯➺✐➨✯➘④➫➦➤➦➯❣➧ ➫✭➬☛❰
➫ñ➻✐➼❥➲✩➨❱ð✝➻❬➺⑨à✪➬❱➲❡➫❝➤➦➬ ✄❫➯❣➲✇➫➦➨✯➤➾➬❱➲➉➧➦➨④➘✯➯❣➩✇➶➉➽➾➨④➽❚➸✩➤❫➨❀➶✩➨ ✆ ✂ ✂✭❒ ✞ ✏✫☛❄➲✩➩ ➫ñ➨✯➤❫➽➾➨ −2πσ20
ð✝➯❣➳✩➳✚➯❣➧❫➥ü➶✩➨❀➺❃➬✳à✻➯❣➤➦➘④➨
σEsubi par σ(0).ux
➧➦➲✩➸✩➻✐➨Ñ➳❖➬❱➤⑨➺❃➬➹➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨Ñ➨✬ß✛➫➦➥✯➤➦➻✐➨✯➲✩➤❫➨
σ
❒
✂
➲❖➬❱➩✩➶♥➺❬➨⑨➽❚➲✇➤✝➬➵➶✩➨④➧ ➳✇➤➦➯❣➳✩➤❫➻❬➥✬➫ñ➥✯➧✸➥④➺❬➨④➘④➫ñ➤❫➯❣➧❫➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➼❥➲✩➨✯➧✝➶✩➨⑨➫Pû✛➳✼➨➭➶✩➻✐➥✯➺❬➨④➘④➫➦➤➦➻❬➼❥➲✩➨Üð❣➘✢➬Ü➤ñ➬❱➘✬➫ñ➥✯➤❫➻❬➧❫➥✯➨✯➧❁➳❖➬❱➤✸➲✇➩✩➨
➘✯➯❱➩✩➧❫➫ñ➬❱➩✺➫ñ➨★➶✩➻✐➥✯➺✐➨✯➘④➫➦➤➦➻✐➼✛➲✇➨☎➤➦➨④➺❃➬Ü➫➦➻✐➱❱➨
ǫw
ð✛➻❬➺❖à✪➬❱➲✇➫◗➬❱➲✩➧➦➧❫➻Ú➳✩➤❫➨✯➩✩➶✇➤➦➨❩➨✯➩❝➘✯➯❣➽♥➳✇➫ñ➨➮➺❬➨④➧óà✻➯❣➤➦➘④➨✯➧ ➶✩➲✩➨✯➧❸➬Ü➲❡ß➾➻❬➽➾➬❱á❣➨✯➧
➨④➫ ➧➦➲✇➸✩➻❬➨④➧ ➳❖➬Ü➤ ➺✐➨✯➧✝➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❬➨④➧✝➶✩➲r✥❖➲✇➻❬➶✩➨Ü❒❥þ➮➩✩➨➮➘✭❮❖➬❱➤➦á❱➨➮➻✐➽❝➬❱á❱➨❸➬❱á❣➻✐➫✸➫➦➯❣➲✇➫❁➶✒Ýß➬❱➸✚➯❣➤➦➶♥➧➦➲✩➤❁➺❃➬Ñ➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨⑨➼✛➲✇➻
➺❃➬❛➘④➤➦➥✯➨♥➧➦➨④➺❬➯❣➩ ➲✩➩✩➨❄à✻➯❣➤❫➘✯➨✂✃ −(e2α/4x2).(ǫw − 1)/(ǫw + 1)ux
❒✑òó➨✬➫➦➫➦➨➾➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨♥➻❬➽➾➬❱á❣➨➹➬Üá❣➻✐➫➵➬❱➲✇➧➦➧➦➻✝➧❫➲✩➤
➘✭❮❖➬❱➘④➲✩➩✩➨➵➶✩➨✯➧➮➬❱➲✇➫➦➤➦➨④➧➭➳✩➬❱➤❫➫➦➻❬➘✯➲✇➺❬➨✯➧⑨➶✇➲❀➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬❚➨④➫➭➘④➨✯➘✯➻☞➶✩➥④➘✯➤❫➻✐➫❸➲✩➩✩➨➵➻❬➩✺➫➦➨✯➤ñ➬Ü➘④➫ñ➻✐➯❣➩❛➨✯➩✺➫➦➤➦➨➵➶✩➨✯➲❡ß✂➳✩➬❱➤❫➫➦➻❬➘✯➲✇➺❬➨✯➧
  ✁ ✂☎✄✆✁
➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➥✯➨④➧◗➶✩➲✉➳✇➺❃➬❱➧❫➽❝➬❩➱✛➻❃➬❋➺✐➨➮➽❈➲✩➤ ✂✛➧➦➯❣➩❝➨✬ß❡➳✩➤➦➨④➧➦➧❫➻❬➯❣➩✉➨④➧❫➫⑨➶✇➯❣➩✩➩✩➥④➨☎➳❖➬❱➤ ➺❃➬Ñ➺❬➯❣➻✡➘④➺❃➬❱➧❫➧➦➻❬➼❥➲✩➨➮➶✩➨☎➺❦Ýß➻✐➩✺➫ñ➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩
➘✯➯❱➲✩➺❬➯❣➽❈➸✩➻❬➨④➩✩➩✩➨♥➨✯➩✺➫ñ➤❫➨❝➺❃➬✂➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨❝➻✐➽❝➬❱á❱➨♥➨✬➫❚➲✩➩✇➨❝➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨❝➶✇➲ ➳✩➺❃➬Ü➧➦➽➾➬ ✆✻➘④à❲❒❢➺❬➨♥➳✼➯❱➫➦➨✯➩✺➫ñ➻✐➨✯➺
vw
➬❱➲ ✂ ✂✭❒ ✞✮☛✬❒
òó➨✯➧Ñ➻✐➩❥➫➦➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩✩➧➮➱❡➻❬➬✉➺❬➨④➧★➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✯➧Ñ➻❬➩✇➶✩➲✩➻✐➫➦➨✯➧★➧❫➲✩➤❩➺❬➨❈➽❚➲✩➤✯ð✼➨✬ß✛➫ñ➥④➤➦➻✐➨✯➲✩➤❫➨✯➧➵➬❱➲é➧❫û✛➧❫➫➦➷✯➽♥➨❱ð❜➧❫➨➹➤➦➥✯➳✚➨✯➤❫➘✯➲✇➫➦➨✯➩✺➫
➧➦➲✇➤➭➺✐➨❩➸✩➻❬➺❬➬❱➩❛➶✩➨④➧❸à✻➯❱➤➦➘✯➨④➧➮➨✬➫❸➺❬➨★➫➦❮✩➥✯➯❣➤❫➷✯➽♥➨Ñ➶✩➨Ñ➘✯➯❣➩✺➫✭➬Ü➘④➫➭➶✩➨④➱✛➻✐➨✯➩✺➫➵✃
P = kBT
∑
α
ρα(b)−
(
ǫw − 1
ǫw + 1
){∑
α
e2α
∫ +∞
b
dx ρα(x)
1
4x2
+
∑
α,γ
eαeγ
∫ +∞
b
dx dx′ dy ρ(2) Tα γ (x, x
′;y)
(
x+ x′
[(x+ x′)2 + y2]3/2
)}
✆ ✂ ✂✭❒ ✞✩★✫☛
➢✗➯❱➲✩➤❋➥✬➱✛➻✐➫ñ➨④➤Ñ➺❬➨➹➳✩➤❫➯❣➸✩➺❬➷④➽➾➨➹➶✇➨➾➺❬➬✕➶✇➻✐➱❣➨④➤➦á❣➨④➩✩➘✯➨♥➶✩➨④➧❋➻✐➩❥➫➦➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩✩➧❩➘④➺❃➬❱➧❫➧➦➻✐➼✛➲✇➨✯➧➵➶✩➨✯➧➵➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❬➨④➧➵➬✥➱❱➨✯➘♥➺❬➨④➧
➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✯➧➹➻✐➽❝➬Üá❣➨✯➧④ð❢➻✐➺❁à✪➬Ü➲✇➫❚➻✐➩❥➫➦➤➦➯✛➶✩➲✩➻✐➤➦➨♥➲✩➩ ➘✯➯✛➨✯➲✩➤❈➶✩➲✩➤❚➨④➽➾➳ ✌✯➘✭❮❖➬Ü➩❥➫❚➺❬➨✯➧❈➳❖➬❱➤❫➫➦➻❬➘④➲✩➺❬➨④➧❋➶✩➨❛➧④Ýù➬Ü➳✩➳✩➤➦➯✛➘✭❮✩➨④➤➹ø
➽♥➯❣➻❬➩✩➧ó➶✒Ýß➲✇➩✩➨❋➶✇➻❬➧❫➫ñ➬❱➩✩➘④➨
b
➶✩➲✕➽❚➲✩➤✯❒ ✒★➩✕➤➦➨✬➫ñ➤❫➯❣➲✇➱❣➨❋➬❱➻✐➩✩➧➦➻✒➺✐➨❩➤➦➥④➧➦➲✩➺✟➫✭➬Ü➫❸➶✩➨❋ò◗➬❱➤❫➩✩➻❬➨❩➨✬➫☎òó❮❖➬❱➩ ✞ùò⑨ò ❏✌✞✢➬✫✠  ✥❒
✘ ú❜➨✯➧✕➶✩➨④➲❡ß ➳✩➤❫➯❣➳✩➤➦➻✐➥④➫➦➥✯➧✕➼❥➲✩➨é➩✩➯❣➲✩➧❀➬❱➺❬➺✐➯❣➩✩➧❝➱❱➯❣➻❬➤❛➶✩➬❱➩✩➧✕➺❃➬ ➧❫➲✩➻✐➫➦➨❱ð⑨➺ýÝÞ➥✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➯❱➩✩➨✯➲✇➫➦➤ñ➬❱➺✐➻✐➫➦➥ü➨④➫✂➺❦Ýß➨✕✒Ú➨✬➫
➶✒ÝÞ➥✯➘④➤ñ➬❱➩Úð✚➧❫➯❣➩✺➫❸à✻➯❣➩✩➶❖➬❱➽♥➨✯➩✺➫ñ➬❱➺❬➨④➧⑨➳✼➯❣➲✇➤➭➺✐➨✯➧❸➧❫û✛➧ ➫ñ➷✯➽♥➨✯➧➭➘✯➯❱➲✩➺❬➯❣➽❈➸✩➻❬➨④➩✩➧⑨➨④➫➭➧➦➯❱➩❥➫☎ø➹➺❃➬➹➸❖➬❱➧❫➨❋➶✇➨➵➺❦Ýß➨Ïß❡➻❬➧ ❰
➫➦➨✯➩✩➘④➨❚➶✩➨❈➺❬➬♥➺✐➻❬➽♥➻✐➫➦➨☎➫ñ❮✩➨④➤➦➽♥➯❡➶❡û❡➩✩➬❱➽➾➻✐➼❥➲✩➨❱❒ ✧✸➺❬➺✐➨✯➧➭➧➦➯❣➩✺➫★➻✐➩✺➫ñ➻❬➽♥➨✯➽♥➨✯➩✺➫➭➺❬➻✐➥✯➨➵ø❝➺❬➬♥➺✐➯❣➩✩á❣➲✩➨➵➳✚➯❣➤❫➫➦➥✯➨➵➶✩➨
➺❦Ýß➻✐➩❥➫➦➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩✷➘④➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸✩➻✐➨✯➩✩➩✩➨Ü❒✂✧✸➺❬➺✐➨✯➧❩➬Ü➧➦➧➦➲✇➤➦➨✯➩✺➫➵➼❥➲✒Ýßø✂➺❦Ýß➥④➼✛➲✇➻❬➺❬➻✐➸✩➤➦➨Üð✼➲✇➩❵✥✩➲✩➻❬➶✩➨➹➘④➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸✩➻✐➨✯➩✷➘④➯❣➽❄❰
➳✚➨✯➩✩➧❫➨➵➫➦➯❣➲✇➫➦➨❩➻❬➩✩❮✩➯❱➽➾➯❣á❱➥✯➩✩➥④➻✐➫ñ➥☎➶✩➨Ñ➘✭❮❖➬❱➤➦á❱➨➵➧❫➲✩➤❸➼❥➲✩➨✯➺✐➼✛➲✇➨✯➧➭➺❬➯❣➩✩á❱➲✩➨✯➲✩➤❫➧❸➽➾➻✐➘✯➤➦➯❱➧➦➘✯➯❱➳✩➻❬➼❥➲✩➨④➧✯❒
♠✥♠☛✲ ✙✒✲ ❉ ✍❋✞✚✔❢✄✗✖✙✣✽✖✻✞✼✔❢✜➹✄✝✆✟✤✛❤✻✌✛✹❱✣✥✠✽✞✼✔☞✌✛✮☞✣✢✠☛✧✩❤❦✖✙✣✥✤✕♦✸✞✚✮❢✠❝✮✗✔✧✦✑✮✗✖✪✄☞✌✳✹❣✞✚✮✗❤✻✞✩★✡✪✗✖✻✌❡✔
❵❛✞✚✮ ✪✗❤✪✌ü✹❣✞✚✮✗✹☛♣❢✌ü✌❥✣♥✤✛❤✻✌❡✹❱✣✢✠☛✞✚✔☞✌✛✮☞✣✥✠✽✧❖❤✪✖✙✣✥✤
✄➮➯❣➲✇➧☎➬✢➱❣➯❱➩✩➧➮➶✇➯❣➩✩➘Ñ➱❡➲❀➼❥➲✩➨❋➺❦Ýß➨Ïß❡➻❬➧❫➫➦➨✯➩✩➘④➨Ñ➶✩➨❋➺❬➬➹➺❬➻❬➽♥➻✐➫➦➨➮➫➦❮✩➨✯➤❫➽➾➯✛➶✇û✛➩❖➬❱➽♥➻❬➼❥➲✩➨❩➨④➧❫➫➮➻❬➩✺➫ñ➻✐➽➾➨④➽➾➨④➩❥➫◗➺❬➻❬➥④➨Ñø
➺ýÝÞ➥✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➯❱➩✩➨✯➲✇➫➦➤ñ➬❱➺✐➻✐➫➦➥☎➺❬➯✛➘✢➬Ü➺❬➨★➨④➩✂➱❱➯❣➺❬➲✩➽♥➨❩➶✩➲✂➧❫û✛➧❫➫➦➷✯➽♥➨Ñ➘✯➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸✩➻✐➨✯➩❛➘④➯❣➩✩➧➦➻✐➶✩➥✯➤❫➥➾✃∑
α
eαρ
B
α = 0
✆ ✂ ✂✭❒ ✞❭❏ ☛
òó➨✯➳✚➨✯➩✇➶❖➬❱➩✺➫✢ð✛➬❱➲➹➱❣➯❱➻❬➧➦➻✐➩❖➬❱á❣➨ó➶✒Ýß➲✇➩✩➨❸➳❖➬❱➤➦➯❱➻✇➧➦➻✐➽➾➳✇➺❬➨◗➩✩➯❱➩♥➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➥④➨❱ð✺➽ ✌✯➽♥➨◗➧➦➻❖➺✐➨◗➧❫û✛➧ ➫ñ➷✯➽♥➨❸➨✯➧ ➫ á❱➺❬➯❣➸❖➬Ü➺❬➨✯➽♥➨✯➩✺➫
➩✩➨④➲✇➫ñ➤❫➨❱ð❱➺❬➬➮➘④➯❣➩✺➫ñ➤ñ➬Ü➻❬➩✺➫ñ➨ á❣➥✯➯❣➽♥➥④➫➦➤➦➻✐➼✛➲✇➨ ➻✐➽➾➳✚➯❣➧➦➥④➨ó➳❖➬Ü➤✗➺❦Ýß➨Ïß✇➻✐➧❫➫➦➨✯➩✩➘④➨◗➶✩➨◗➺❬➬➮➳❖➬❱➤❫➯❣➻❥➳✼➨④➤❫➫➦➲✩➤➦➸✚➨◗➺❬➨④➧✑➻✐➩❥➫➦➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩✩➧
➨④➫➭➨④➩❥➫➦➤ñ➬ ✏❬➩✩➨❩➺ýÝß➬❱➳✩➳✩➬❱➤➦➻✟➫ñ➻❬➯❱➩✉➶✒ÝÞ➲✩➩❀➳✇➤➦➯ ✆❖➺❜➶✇➨➵➶✇➨✯➩✩➧❫➻✐➫ñ➥Ñ➶✩➨Ñ➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨❄✃∑
α
eαρα(x) 6= 0 ➬Ü➲✕➱❱➯❣➻❬➧❫➻❬➩❖➬Üá❣➨❩➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨➵➳❖➬❱➤➦➯❱➻✒➨✯➩✂á❣➥✯➩✇➥✯➤ñ➬Ü➺ ✆ ✂ ✂✭❒ ✞ ☛ ☛
✞❡➲✩➻✟➱❱➬Ü➩❥➫❝➺❬➨✂➧❫û✛➧❫➫➦➷✯➽♥➨✳➥④➫➦➲✩➶✩➻❬➥Üð ➻✐➺⑨à✪➬❱➲✇➫❛➬Ü➲✩➧➦➧❫➻☎➘✯➯❱➩✩➧➦➻✐➶✩➥✯➤❫➨✯➤❝➺✐➨✯➧➾➥④➱❣➨④➩✺➫ñ➲✩➨④➺❬➺❬➨④➧❛➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✯➧✉➶✇➨ü➺❃➬ ➳❖➬❱➤❫➯❣➻ý❒
✧✸➺❬➺✐➨✯➧❁➳✼➨④➲✇➱❣➨④➩❥➫✗✌✬➫ñ➤❫➨☎➻❬➩✇➶✩➲✩➻✐➫➦➨✯➧óø❈➺ýÝÞ➻❬➩✺➫ñ➥④➤➦➻✐➨✯➲✩➤✝➶✩➨➮➺❃➬❋➳✩➬❱➤➦➯❣➻✚➳❖➬❱➤❁➺❬➨④➧ó➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨④➧◗➶✩➲✉➧ û❡➧ ➫ñ➷④➽➾➨Üð ✌④➫➦➤➦➨☎➶✇➥✯➳✚➯❣➧➦➥④➨✯➧
➧➦➲✇➤➾➺❬➬✷➳❖➬❱➤➦➯❱➻⑨➯❣➲ ➳✇➤➦➯✥➱❣➨④➩✩➻❬➤♥➶✒ÝÞ➲✩➩ á❱➥✯➩✩➥④➤ñ➬Ü➫➦➨✯➲✩➤➾➬❱➲✩➼❥➲✩➨④➺➭➧❫➨✯➤➦➬❱➻✐➫❄➤❫➨✯➺❬➻✐➥❛➲✩➩↔➽❈➲✩➤➹➘✯➯❣➩✇➶✩➲✩➘④➫➦➨✯➲✩➤④❒✝✒★➩ ➩✩➯❱➫➦➨
D ➺❬➨❚➶✇➯❣➽❝➬Ü➻❬➩✩➨❋➘✯➯❣➩✺➫ñ➨④➩❖➬❱➩✺➫❋➺❬➨❚➧ û❡➧ ➫ñ➷④➽➾➨❄➨④➫ QδD ➺❬➬✉➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨➹➳✩➤➦➥④➧➦➨④➩❥➫➦➨➾➧❫➲✩➤Ñ➧➦➨④➧Ñà✻➤❫➯❣➩✺➫ñ➻✐➷✯➤➦➨④➧✯❒
✂
➲❖➬Ü➩✩➶é➯❣➩
➘✯➯❱➩✩➧➦➻✐➶✩➷✯➤❫➨❝➺ýÝÞ➨✬ß❡➻✐➧❫➫ñ➨④➩✩➘✯➨➾➶✩➨❝➳✩➬❱➤➦➯❣➻✐➧✯ð☞➶❖➬❱➩✇➧❈➺❬➨❄à✻➯❣➤❫➽❝➬❱➺✐➻❬➧❫➽➾➨❚á❱➤ñ➬❱➩✩➶✛❰P➘✢➬Ü➩✩➯❣➩✩➻✐➼✛➲✇➨➾➯✄✂✎➺❬➨♥➩✩➯❣➽❚➸✇➤➦➨➾➫➦➯❱➫✭➬Ü➺✸➶✩➨
➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨✯➧☞➶✩➨ó➘✭❮✩➬❱➼❥➲✩➨ó➨④➧➦➳✚➷✯➘✯➨ó➳✼➨④➲✇➫✑➧④Ýù➬ ✄❫➲✩➧❫➫➦➨✯➤✱➨④➩❋à✻➯❣➩✩➘✬➫ñ➻✐➯❣➩❋➶✇➨✯➧✑➘④➯❣➩✺➫ñ➤➦➬❱➻❬➩✺➫ñ➨④➧✑➨Ïß❡➫➦➥✯➤❫➻❬➨✯➲✇➤➦➨✯➧④ðÜ➻✐➺❥➩✒ÝÞû➵➬➭➳✩➺❬➲✇➧
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ø➹➘✯➨Ñ➼❥➲✩➨➵➘✯➨✯➧➭➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫ñ➥✯➧❸➩✩➨Ñ➶✩➥④➳✼➨④➩✩➶✩➨④➩❥➫☎➼❥➲✩➨Ñ➶✩➨
S − 1 ➳✚➯❱➫ñ➨④➩❥➫➦➻❬➨④➺❬➧⑨➘✭❮✩➻✐➽➾➻✐➼✛➲✇➨✯➧⑨➳✚➨✯➤❫➫➦➻❬➩✩➨④➩✺➫ñ➧✯❒
➢✗➯❣➲✇➤✗➱❣➯❱➻❬➤❢➘✯➨✯➺❬➬✇ð✥➘✯➯❱➩✩➧➦➻✐➶✩➥✯➤❫➯❣➩✩➧✑➲✇➩❚➧❫û✛➧❫➫➦➷✯➽♥➨ó➘④➯❣➲✩➺❬➯❱➽❚➸✩➻❬➨④➩❋➘④➯❣➩✺➫ñ➨④➩✛➲❈➶❖➬❱➩✩➧✗➲✩➩❚➶✩➯❣➽➾➬❱➻✐➩✩➨ D ➶✩➨❁➱❣➯❣➺✐➲✩➽♥➨
V
➨✬➫❩➩✩➯❱➫➦➯❣➩✩➧
Nα
➺❬➨❚➩✩➯❱➽❚➸✩➤➦➨❋➶✩➨❚➳❖➬Ü➤❫➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨✯➧➮➶✒Ýß➨④➧➦➳✚➷✯➘④➨
α
➶❖➬❱➩✩➧❩➲✇➩✩➨❚➘✯➯❱➩✜✆❖á❣➲✩➤➦➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✷➶✩➯❱➩✩➩✩➥✯➨➹➶✇➨❚➺ýÝÞ➨✯➩❡❰
➧➦➨④➽❚➸✩➺✐➨óá❣➤➦➬❱➩✩➶❡❰ ➘✢➬❱➩✩➯❱➩✩➻❬➼❥➲✩➨Ü❒Üú☞➬➭➘✯➯❣➩✩➶✇➻✐➫ñ➻✐➯❣➩➵➶✒Ýß➥④➺❬➨④➘④➫ñ➤❫➯❣➩✩➨④➲✇➫ñ➤➦➬❱➺❬➻✟➫ñ➥❁➺❬➯✛➘✢➬❱➺✐➨✸➧✯Ýß➬❱➳✩➳❖➬❱➤❫➨✯➩✺➫ñ➨❸ø➭➺ýÝÞ➥✯➼❥➲❖➬Ü➫➦➻❬➯❣➩➵➶✒ÝÞ➲✩➩
➳✩➺❬➬❱➩ü➶❖➬Ü➩✩➧☎➲✩➩ü➨✯➧➦➳✩➬❱➘✯➨➹ø
S
➶✩➻❬➽♥➨✯➩✩➧❫➻❬➯❣➩✇➧➭➨✬➫★➻✐➺❢➨④➧❫➫☎➳✩➤ñ➬Ü➫➦➻❬➼❥➲✩➨➵➶✒ÝÞ➻❬➩✺➫ñ➤❫➯❡➶✩➲✇➻❬➤➦➨➵➺❬➨④➧➭➱❱➨✯➘✬➫ñ➨✯➲✇➤➦➧❩➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✯➧
e =
(e1, . . .eS)
ðÚ➩✇➯❣➽❚➸✩➤❫➨✯➧★➶✩➨➹➳✩➬❱➤❫➫➦➻❬➘✯➲✇➺❬➨✯➧
N = (N1, . . .NS)
➨✬➫Ñ➳✼➯Ü➫ñ➨✯➩✺➫➦➻❬➨✯➺✐➧☎➘✭❮✩➻✐➽➾➻✐➼❥➲✩➨✯➧
µ = (µ1, . . .µS)
❒
Û★➬❱➩✇➧➭➺❬➬❈➺❬➻✐➽➾➻✟➫ñ➨❸➫ñ❮✩➨④➤➦➽♥➯❡➶❡û❡➩✩➬❱➽➾➻✐➼❥➲✩➨❱ð✛➺❬➨④➧⑨➶✩➨✯➩✩➧❫➻✐➫➦➥✯➧➭➬❱➲❛➧➦➨④➻❬➩✕➶✩➲ ✥❖➲✩➻✐➶✩➨❩➧➦➯❱➩❥➫
ρBα = limV→∞
<Nα>
V
❒✩ú☞➬
➘✯➯❱➩✩➶✩➻✐➫➦➻❬➯❣➩❀➶✒ÝÞ➥✯➺❬➨④➘④➫➦➤➦➯❣➩✩➨④➲✇➫ñ➤➦➬❱➺❬➻✟➫ñ➥➵➳✼➨④➲✇➫★➧❫➨❚➤➦➥④➥✯➘④➤➦➻❬➤❫➨
limV→∞ < N > .e / V = 0
❒ ☎➡➺ýÝÞ➥✯➼❥➲✩➻✐➺❬➻❬➸✇➤➦➨❩➫ñ❮✩➨④➤ ❰
➽♥➯❡➶✇û✛➩❖➬Ü➽➾➻✐➼✛➲✇➨❱ð❱➺✐➨ó➱❣➨④➘④➫➦➨✯➲✩➤❁➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫➦➥❸➨✯➧❫➫❁➶✩➯❱➩✩➘❸➘✯➯❣➩✺➫ñ➨④➩❥➲➾➶❖➬Ü➩✩➧✝➺ýÝÞ❮❥û✛➳✚➨✯➤❫➳✩➺❃➬❱➩❄➯❣➤ ➫ñ❮✩➯❱á❣➯❣➩❖➬❱➺✇➬❱➲➹➱❣➨④➘④➫ñ➨④➲✩➤
e
❒
Û☎➥④➘✯➯❣➽♥➳✼➯❱➧➦➯❣➩✩➧❸➺✐➨✯➧⑨➱❣➨④➘④➫ñ➨④➲✩➤➦➧➭➨✯➩❀➲✩➩✩➨Ñ➘✯➯❱➽➾➳✚➯❣➧ñ➬Ü➩❥➫➦➨❩➳❖➬❱➤➦➬❱➺❬➺✐➷✯➺❬➨➮➨④➫➭➲✩➩✩➨Ñ➘④➯❣➽➾➳✚➯❣➧➦➬❱➩✺➫ñ➨Ñ➯❣➤❫➫➦❮✩➯❣á❣➯❱➩❖➬❱➺❬➨★ø
e
❒
{
µ = µ′ + µ′′ e|e|
N = N′ +N ′′ e|e|
✆ ✂ ✂✭❒ ➚■✜ ☛
➯✄✂
µ′′ = (µ.e)/|e| ➨✬➫ N ′′ = (N.e)/|e| ❒◗Û★➬❱➩✇➧✂➺❬➬ á❣➤ñ➬Ü➩✩➶✩➨✷à✻➯❣➩✩➘✬➫ñ➻✐➯❣➩❞➶✩➨é➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➫➦➻❬➯❣➩Úð ➺✐➨✷à✪➬❱➘④➫➦➨✯➲✩➤
exp [β
∑
α µαNα]
➳✚➨✯➲✇➫✉➧✯ÝÞ➥✯➘✯➤❫➻❬➤❫➨
exp [β (µ′.N′ + µ′′.N ′′)]
❒óú❢➬ ➘✯➯❣➩✇➶✩➻✐➫➦➻❬➯❣➩ ➶✒Ýß➥④➺❬➨④➘④➫ñ➤❫➯❣➩✩➨④➲✇➫ñ➤➦➬❱➺❬➻✟➫ñ➥✂➧➦➻✟❰
á❣➩✩➻✠✆❖➨❈➼❥➲✒Ýßø✉➺ýÝÞ➥✯➼❥➲✩➻✐➺❬➻✐➸✩➤➦➨Ñ➺❬➨④➧☎➘④➯❣➩✜✆❖á❣➲✇➤ñ➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✩➧➮➺❬➨④➧☎➳✩➺✐➲✩➧★➳✩➤❫➯❣➸❖➬❱➸✩➺✐➨✯➧➮➧➦➨✯➤❫➯❣➩✺➫★➫ñ➨④➺❬➺✐➨✯➧☎➼❥➲✩➨
< N ′′ > /V
➨④➧❫➫
➩❥➲✩➺ý❒ ✒★➩ ➳✼➨④➲✇➫➹➨④➩ ➶✩➥✯➶✩➲✇➻❬➤➦➨ ✆✪➘④à❲❒✤✞ ✁❣➬Ü➩✐❏❡❍ ✠ ☛➵➼❥➲✩➨❛➘ÜÝß➨④➧❫➫❄➺❃➬✂➳✩➤➦➯ ✄❫➨✯➘④➫➦➻❬➯❣➩
µ′′ ∝ ∑α µαeα ➼❥➲✩➻ ➩✒Ýß➨④➧❫➫❄➳❖➬Ü➧
➳✚➨✯➤❫➫➦➻❬➩✩➨④➩✺➫ñ➨ó➳✚➯❣➲✩➤✗➺❬➨④➧✗➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫ñ➥④➧
❪❱❙❈❑✥▲✬❳✙▼✉❴❱❙✁  ❙✛❳✪❴✛▲
❒ ✄➭➥✢➬❱➩✇➽➾➯❣➻✐➩✩➧✯ð✽➧❫➲✩➻✐➱Ü➬❱➩✺➫✱➺✐➨❁➫Pû✛➳✚➨◗➶✩➨ ➳❖➬❱➤➦➯❱➻❬➧✯ð✽➺❬➬➮➳✩➤❫➯ ✄❫➨✯➘Ï❰
➫ñ➻✐➯❣➩
µ′′
➳✼➨④➲✇➫❸➬✢➱❣➯❣➻✐➤◗➲✩➩✕➤ ☎❱➺❬➨☎➳✇❮❥û✛➧❫➻❬➼❥➲✩➨Ñ➶❖➬❱➩✩➧⑨➺✐➨★➶✩➥✬➫✭➬❱➻✐➺Ú➶✩➲❛➧ û❡➧ ➫ñ➷④➽➾➨
❪❱❙✦➁❱❘☛❳❬❑✬❳✙▼✚❪✥❭✛▲Ñ❴✛▲➮❑✥▲✭❑❅❹Ï■ñ❘☛▼❖◆❦❳ ✆✬■ñ▲✭❑
❒
✂
➲❖➬❱➩✩➶➾➺❬➨④➧ ➳❖➬Ü➤➦➯❣➻✐➧ ➧❫➯❣➩✺➫ó➘④➯❣➩✩➶✩➲✩➘✬➫ñ➤❫➻❬➘✯➨④➧✯ð❡➯❣➩❝➧④Ýù➬Ü➫❫➫ñ➨④➩✩➶❛øÑ➘✯➨☎➼❥➲✩➨
µ′′
➳✩➲✩➻❬➧❫➧➦➨➭➘✯➯❣➩✺➫➦➤ ☎❣➺✐➨✯➤❁➨✯➩❝à✪➬❱➻✟➫✝➺❃➬Ñ➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨
  ✁ ✂☎✄✆✁
➫ñ➯Ü➫✭➬❱➺✐➨❚➘✯➯❣➩✇➘✯➨✯➩✺➫➦➤➦➥✯➨♥➶❖➬❱➩✇➧❩➺❃➬✉➶✩➯❣➲✇➸✩➺❬➨➹➘④➯❣➲✩➘✭❮✩➨Ü❒☞➢✑➬❱➤❩➘④➯❣➩✺➫ñ➤➦➨❄➼❥➲❖➬❱➩✇➶✎➺✐➨✯➧★➳❖➬Ü➤➦➯❣➻✐➧❩➧➦➯❣➩✺➫Ñ➶✩➻✐➥✯➺❬➨④➘④➫➦➤➦➻❬➼❥➲✩➨④➧ ✆✪➨✬➫
➩✩➯❣➩✂➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➥✯➨④➧❊☛Ïð✼➻✐➺✒➩✩➨➵➳✼➨④➲✇➫❸û✂➬✥➱❱➯❣➻❬➤❸➶✩➨Ñ➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨➵➩✩➨④➫❫➫ñ➨➵➧➦➲✩➤➭➺❬➨④➧⑨à✻➤➦➯❣➩✺➫ñ➻✐➷✯➤❫➨✯➧❸➨④➫
µ′′
➩✒Ýß➬♥➳✇➺❬➲✩➧➭➬❱➲✩➘④➲✩➩ü➤ ☎❣➺❬➨
➳✩❮✺û✛➧➦➻✐➼✛➲✇➨❱❒ ✒★➩❋➨✯➩❚➶✩➥④➶✩➲✩➻✟➫✑➼❥➲✩➨
❍❖❘☛❙❡■ ❙❡▼❩❍✚❨✟❪☛❑ ❽♥❪❦⑥✭❘☛❙❡❨❬❘❚❽♥❯✯❳ý▲✬▼
 
❴✺❪❱▼✇❑ó❨❬▲ ❹✢❘☛■▲❽♥❪❱❨ ❳❬❑ ❽❝▲✑❭❱■❫❪❱▼✚❴ ✆❤⑥➦❪❱▼Ú❘☛▼❖❳ ☞✯❙❖▲
 
▲✬◆✚❍❖❘☛❙✛■☎❴✛▲✭❑✸❍✇❪❱■✭❘☛❳❬❑⑨❑✬❳❢❽☎❍✚❨❬▲✭❑☎❘☛❙❛❴❱❳ý❏✬❨❬▲ ⑥✬◆✪■✬❳ ☞✯❙❖▲✭❑➭▼Ú❘☛▼✇⑥ ❺✇❪❱■❦❭✛❏✭▲✭❑
 
❨✟❪ ⑥✭❘❚❽♥❯✯❳✙▼✚❪❱❳❬❑✥❘☛▼✉❨ ❳✙▼Ú❏➦❪❱❳✙■ñ▲
∑
α µαeα
▼Ú▲
✁
❘☛❙❖▲❈❪❱❙❋⑥✬❙✛▼✳■✄✂☛❨❬▲❚▲✬◆☞❍❖▲✬❙✛◆✆☎✬◆❦■ñ▲➀⑥✭❘☛▼✇❑✬❳✪❴✛❏✬■ñ❏✭▲❁⑥✭❘❚❽➀❽❝▲❩❙✛▼❝❍✇❪❱■❫❪■❽ ✆✬◆❦■ñ▲Ñ❨ ❳✪❯✯■ñ▲❈❴✛▲➂➁☛❪❱■Ï❳ý▲✬■✞✝
➴
➲✇➫➦➤➦➨④➽➾➨④➩❥➫ ➶✩➻✟➫✢ð✺➳✚➯❣➲✩➤✝➲✩➩✩➨➮➳❖➬❱➤➦➯❱➻❖➧➦➻❬➽♥➳✩➺✐➨⑨➯❣➲➾➶✇➻❬➥✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➻✐➼❥➲✩➨❱ð
µ
➨④➧❫➫ ➶✩➥ ✆✩➩✩➻ÚøÑ➲✩➩♥➱❣➨✯➘✬➫ñ➨④➲✩➤ó➘④➯❣➺❬➻✐➩✩➥✢➬❱➻✐➤➦➨
ø
e
➳✇➤➦➷✯➧ ✂✸➘✯➨❛➱❣➨④➘④➫➦➨✯➲✩➤♥➨✯➧ ➫❄➶✩➨✕➺❃➬üà✻➯❣➤❫➽➾➨
te
➯✄✂
t
➨④➧❫➫♥➲✩➩➏➤❫➥✯➨✯➺⑨➼❥➲✩➨④➺❬➘④➯❣➩✩➼❥➲✩➨ ✆✪➼❥➲✩➻⑨➬✳➺❬➨④➧➹➶✩➻❬➽♥➨✯➩✇➧➦➻❬➯❱➩✩➧
➶✩➲❀➤ñ➬❱➳✩➳✚➯❣➤ ➫❸➶✒Ýß➲✇➩ü➳✚➯❱➫ñ➨④➩❥➫➦➻❬➨④➺❜➘✭❮✩➻❬➽♥➻❬➼❥➲✩➨Ñ➳❖➬❱➤❸➲✩➩✇➨❋➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨ ☛✬❒✚ú✸Ýù➬❱➶✇➶✩➻✐➫➦➻❬➯❣➩✕➳✚➯❣➧➦➧❫➻❬➸✩➺✐➨❩➶✒Ýß➲✇➩❀➱❣➨④➘④➫➦➨✯➲✩➤
te
➬❱➲
➱❣➨④➘④➫➦➨✯➲✩➤✝➶✩➨④➧✸➳✼➯❱➫➦➨✯➩✺➫ñ➻✐➨✯➺✐➧✱➘✭❮✩➻❬➽♥➻❬➼❥➲✩➨④➧
µ
ð❱➤❫➨④➱✛➻❬➨④➩❥➫❁ø❩➬ ✄❫➯❣➲✇➫ñ➨④➤✸➲✩➩➹➳✚➯❱➫ñ➨④➩❥➫➦➻❬➨④➺✇➥✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➯❱➧❫➫✭➬☛➫ñ➻❬➼❥➲✩➨⑨➶✩➬❱➩✩➧✸➺ýÝÞ➥✯➩✇➨✯➤ ❰
á❣➻✐➨♥➶✇➨➾➘✭❮❖➬Ü➼✛➲✇➨❝➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨➹➨④➫❋➶❖➬❱➩✩➧Ñ➫ñ➯❣➲❡➫❈➺❦Ýß➨④➧➦➳❖➬❱➘④➨ ✂☞➯❣➩ ➤➦➨✬➫ñ➤➦➯❱➲✇➱❣➨➾➺❃ø❛➺❬➨➹à✪➬❱➻✟➫❋➼❥➲✩➨♥➺❬➨④➧❋➳✚➯❱➫➦➨✯➩✺➫ñ➻✐➨✯➺❬➧❩➧❫➯❣➩✺➫
➶✩➥✕✆❖➩✩➻❬➧Ñø❛➲✩➩✇➨➹➘✯➯❣➩✩➧ ➫✭➬❱➩✺➫➦➨♥➳✇➤➦➷✯➧④❒☞Û★➬❱➩✩➧Ñ➺✐➨❈à✻➯❣➤➦➽➾➬❱➺✐➻❬➧➦➽♥➨➵á❣➤ñ➬❱➩✇➶❡❰P➘✯➬❱➩✩➯❣➩✩➻✐➼❥➲✩➨❱ð✼➺❬➨✯➧❩➳✚➯❱➫➦➨✯➩✺➫ñ➻✐➨✯➺❬➧☎➘✭❮✩➻❬➽♥➻❬➼❥➲✩➨④➧
➻❬➩✺➫➦➨✯➤❫➱✛➻✐➨✯➩✩➩✩➨④➩✺➫ ➱✛➻❃➬Ñ➺❬➨④➧✸à✻➲✩á✺➬❱➘④➻✐➫ñ➥④➧
zα = e
βµα/ (2πλα)
3/2 ❒❡ú☞➬Ñ➶✩➥✯á❱➥✯➩✩➥④➤➦➨✯➧❫➘✯➨④➩✩➘✯➨❩➧❫➲✩➤ ➺✐➨✯➧✝➳✚➯❱➫ñ➨④➩❥➫➦➻❬➨④➺❬➧✝➘✭❮✩➻✟❰
➽♥➻❬➼❥➲✩➨✯➧✸➳✚➨✯➲❡➫ ✌✬➫ñ➤❫➨➭➲❡➫ñ➻❬➺✐➻❬➧❫➥✯➨◗➳✚➯❣➲✩➤✝➻❬➽♥➳✚➯❣➧➦➨④➤✱➺❃➬★➘④➯❣➩✩➶✩➻✟➫ñ➻❬➯❱➩♥➧❫➲✩➻✐➱Ü➬❱➩✺➫➦➨❱ð✺➧ñ➬Ü➩✩➧✝➻❬➩✩➘④➻❬➶✩➨④➩✩➘✯➨❸➳✚➯❣➲✩➤✸➺❃➬★➳✇❮❥û✛➧❫➻❬➼❥➲✩➨
➶❖➬❱➩✇➧➭➺✐➨❩➘✢➬❱➧❸➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨➵➳❖➬❱➤❫➯❣➻✒➧❫➻❬➽♥➳✩➺❬➨★➯❱➲✂➶✇➻❬➥✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➻✐➼❥➲✩➨➹✃∑
α
eαzα = 0
✆ ✂ ✂✭❒ ➚ ✍ ☛
✧✸➩❞➨ ✒✼➨④➫✯ðó➥④➫ñ➬❱➩✺➫❛➶✩➯❣➩✇➩✩➥✷➲✩➩➉➱❱➨✯➘④➫➦➨✯➲✩➤
µ0
ð ➨✯➩❞➘④➯❣➩✩➧➦➻✐➶✩➥✯➤➦➬❱➩✺➫✉➺❬➬✎➫ñ➤➦➬❱➩✩➧❫à✻➯❱➤➦➽➾➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩
µ → µ0 + te
ðó➺❬➬
à✻➯❣➩✩➘✬➫ñ➻✐➯❣➩
f(t) =
∑
α eαzα(µα(t))
➱❱➬Ü➤➦➻❬➨❝➘✯➯❣➩✺➫ñ➻✐➩ ☎✩➽➾➨④➩✺➫➾➶✇➨ −∞ ø +∞ ➺✐➯❣➤➦➧❫➼❥➲✩➨ t ➶✩➥④➘✯➤❫➻✐➫ R ➨✬➫♥➻❬➺
➨✬ß❡➻✐➧❫➫ñ➨➾➶✩➯❣➩✩➘➾➲✩➩✩➨♥➘✯➯❣➽❈➸✩➻❬➩❖➬Ü➻❬➧➦➯❱➩✎➳✩❮✺û✛➧➦➻✐➼❥➲✩➨✯➽♥➨✯➩✺➫➹➥④➼✛➲✇➻✐➱Ü➬❱➺❬➨④➩✺➫ñ➨➾ø
µ0
➤❫➥✢➬❱➺✐➻❬➧ñ➬Ü➩❥➫❋➺❃➬✕➘✯➯❱➩✩➶✩➻✐➫➦➻❬➯❣➩ ✆ ✂ ✂✭❒ù➚ ✍ ☛✬❒
òó➨④➫❫➫ñ➨Ñ➘✯➯❱➩❥➱❱➨✯➩✺➫ñ➻✐➯❣➩ü➧④Ýù➬✢➱❱➥✯➤➦➨④➤ñ➬♥➲✇➫ñ➻✐➺❬➨★➳✚➯❣➲✩➤❸➺❃➬❚➧❫➻❬➽♥➳✩➺❬➻✐➘✯➻✟➫ñ➥☎➶✇➨➵➺❬➬❚➽➾➥✬➫ñ❮✩➯✛➶✩➨❩➽♥➻❬➧❫➨❩➨✯➩ ✄❫➨✯➲✂➶❖➬❱➩✩➧❸➺❃➬❚➧❫➲✩➻✐➫➦➨❱❒
✄➮➯❣➲✇➧✱➱❣➨✯➤❫➤➦➯❣➩✇➧❁➘④➯❣➽♥➽➾➨④➩❥➫✱➶❖➬❱➩✩➧✸➺✐➨◗➘✢➬❱➧✝➶✒ÝÞ➲✩➩❄➽❚➲✩➤✑➘✯➯❣➩✩➶✇➲✩➘④➫➦➨✯➲✩➤④ð✺➯❣➩❄➳✼➨④➲✇➫✸á❣➥④➩✩➥✯➤➦➬❱➺❬➻✐➧➦➨✯➤ ✆ ✂ ✂✭❒ù➚ ✍ ☛✗➬❱➳✩➤➦➷④➧
➬✢➱❣➯❣➻✐➤★➨✬ß✛➫➦➤ñ➬❱➻✟➫★➶✩➨④➧➵➳✚➯❱➫➦➨✯➩✺➫ñ➻✐➨✯➺❬➧➮➘✭❮✩➻❬➽♥➻❬➼❥➲✩➨④➧✯ð✼➺❃➬❝➘④➯❣➩✺➫ñ➤➦➻✐➸✩➲✇➫➦➻❬➯❣➩✷➶✇➲✩➨❄➬❱➲✳➳✚➯❱➫ñ➨④➩❥➫➦➻❬➨④➺✑➥✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➯❱➧❫➫✭➬☛➫ñ➻❬➼❥➲✩➨❈➘✯➤➦➥④➥
➳❖➬❱➤⑨➺❦Ýß➨Ïß✛➫ñ➥✯➤❫➻❬➨④➲✩➤✯❒
♠✥♠☛✲ ✙✒✲ ✙ ●✠✟ ✌❥✣➾✄✝✆✶✤❡✹❣✠✽✧❖✔➉✌✺✣♥✠ ✟✪✌✼❤✻✌✛✜❄✄❢✌✳✜④✞ ★ ★ ✌
ú✸Ýß➨✕✒Ú➨✬➫⑨➶✒ÝÞ➥✯➘✯➤➦➬❱➩✉➧④Ýù➬✢➱❣➷④➤➦➨✚✌✬➫ñ➤➦➨➮➲✩➩✩➨★➳✇➤➦➯❣➳✩➤❫➻❬➥✬➫ñ➥➭➤➦➻❬➘✭❮✇➨☎➶✩➨★➘④➯❣➩✩➧❫➥✯➼❥➲✩➨✯➩✇➘✯➨❩➳✚➯❣➲✩➤ó➺✐➨✯➧ ➧❫û✛➧❫➫➦➷✯➽♥➨✯➧◗➘④➯❣➲✩➺❬➯❱➽❄❰
➸✩➻✐➨✯➩✩➧④❒ ✒★➩✉➳✚➨✯➲✇➫ó➽➾➯❱➩❥➫➦➤➦➨④➤ ➼❥➲✒ÝÞ➻❬➺✚➻❬➽♥➳✼➯❱➧➦➨❸➲✩➩❛➘✯➨④➤❫➫ñ➬❱➻❬➩➾➩✩➯❣➽❚➸✩➤❫➨➮➶✇➨★➘✯➯❣➩✺➫➦➤ñ➬❱➻✐➩❥➫➦➨✯➧ ➨✬ß✇➬❱➘④➫➦➨✯➧⑨➬Ü➲❡ß♥à✻➯❣➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩✇➧
➶✩➨♥➘✯➯❣➤❫➤➦➥④➺❃➬Ü➫➦➻❬➯❣➩é➶✩➲✎➧❫û✛➧❫➫➦➷✯➽♥➨❱ð❢➧➦➯❣➲✩➧➵➺❃➬✉à✻➯❣➤❫➽➾➨❄➶✩➨♥➤➦➷④á❣➺❬➨④➧❋➶✇➨➾➧❫➯❣➽➾➽♥➨❱❒❜òó➨✯➧❈➤❫➷✯á❣➺✐➨✯➧④ð❢➽ ✌✯➽♥➨❄➧➦➻✝➨✯➺✐➺❬➨④➧❩➩✩➨
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cnuage(r; 0) =
∑
α
eγρ
(2) T
α γ (r, 0)/ρα
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∫
dr′Sc(r, r′) = 0
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Sc(r, r
′) =< Cˆ(r)Cˆ(r′) > −
< Cˆ(r) >< Cˆ(r′) >
ð
Cˆ(r)
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Cˆ(r) =
∑
i eαiδ(r−
ri)
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∫
D
dr′
∫
D
dr vw(r, r0)Sc(r, r
′) = 1
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➤➦➥④á❣➲✩➺❬➬❱➤➦➻✐➧➦➥✯➨ ø➏➘✯➯❣➲✇➤❫➫ñ➨ ➶✩➻✐➧❫➫✭➬Ü➩✩➘✯➨ ☛✬ð❸ìó❒➭òó➯❣➤❫➩❥➲➇➬ ➽♥➯❣➩✺➫ñ➤❫➥é➼✛➲✇➨✎➺✐➨✯➧✕➘✯➯❣➤❫➤➦➥④➺❃➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✩➧❛➶✇➨✎➳❖➬Ü➤❫➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨✯➧✕➶✩➥Ï❰
➘✯➤❫➯❣➻❬➧❫➧➦➨④➩❥➫➵➨✕✒Ú➨④➘④➫ñ➻✟➱❣➨④➽➾➨④➩❥➫❋➬❱➺✐á❣➥✯➸✇➤➦➻❬➼❥➲✩➨④➽➾➨④➩✺➫Ñø❛á❣➤ñ➬❱➩✇➶✩➨➹➶✩➻❬➧ ➫✭➬❱➩✇➘✯➨❱❒☞➢✗➬❱➤❩➺❃➬✉➽♥➥④➫➦❮✩➯✛➶✩➨➹➶✩➨➹➺ýÝÞ➻❬➩✺➫➦➥✯á❣➤➦➬❱➺❬➨❋➶✩➨
➘✭❮✩➨④➽➾➻✐➩✒ð✇➨✬➫❸➼✛➲✩➬❱➩✩➶✕➯❣➩✕➘✯➯❣➩✇➧➦➻❬➶✇➷✯➤➦➨❩➺✐➨✯➧◗➧ ➫✭➬Ü➫➦➻❬➧ ➫ñ➻❬➼❥➲✩➨④➧◗➼❥➲❖➬❱➩✺➫ñ➻✐➼❥➲✩➨✯➧④ð❖➺❬➨✯➧⑨➘✭❮✇➨✯➽♥➻❬➩✩➧◗➼❥➲✩➻Ú➶✩➥✯➘④➤➦➻✐➱❱➨✯➩✺➫➭➺❬➨④➧⑨➳❖➬❱➤ ❰
➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨✯➧✸➼❥➲❖➬❱➩✺➫➦➻❬➼❥➲✩➨✯➧✝➩✩➨❸➧❫➯❣➩✺➫ ➨④➩♥à✪➬Ü➻✐➫✸➳❖➬Ü➧✝à✻➨④➤➦➽♥➥✯➧✸➽➾➬❱➻❬➧✑➳❖➬❱➤❫➫➦➨✯➩✺➫❁➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨❸➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❬➨ó➳✼➯❣➲✇➤✝➬❱➸✼➯❱➲✇➫ñ➻✐➤✱➧➦➲✩➤✝➺❬➬
➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨★➬✢➱❣➨④➘❩➺❃➬❱➼❥➲✩➨④➺❬➺❬➨➭➨✯➺✐➺❬➨➮➨✯➧❫➫◗➥✯➘✭❮❖➬❱➩✇á❣➥✯➨Ü❒✡þ➮➩✩➨★➸✚➯❣➲✩➘④➺❬➨★➤❫➨✯➳✩➤❫➥✯➧❫➨✯➩✺➫ñ➨➵➬❱➺✐➯❣➤➦➧ ➺ýÝÞ➨✯➩✩➧❫➨✯➽❚➸✩➺✐➨☎➶✩➨④➧⑨➘✭❮✩➨✯➽♥➻❬➩✇➧
➶✩➨④➧❝➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨✯➧➹➥✯➘✭❮✩➬❱➩✩á❣➥④➨✯➧✉➶❖➬Ü➩✩➧➾➲✇➩↔➽ ✌✯➽♥➨✂➘✬û✛➘✯➺❬➨Ü❒❁Û★➬❱➩✩➧➾➺ýÝÞ➨✯➧➦➳✩➬❱➘✯➨✂➶✩➨✯➧➾➸✼➯❱➲✩➘✯➺✐➨✯➧✯ð✸➺✐➨✯➧ ✥❖➲✩➘✬➫ñ➲❖➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✇➧
➶✩➨❄➳✚➯❣➧➦➻✟➫ñ➻❬➯❱➩✷➧➦➯❣➩✺➫❋ø❛➺ýÝÞ➯❣➤➦➻✐á❣➻❬➩✇➨❈➶✒ÝÞ➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻✐➯❣➩✩➧❩➶✩➲é➫Pû✛➳✼➨❄➶✩➻✐➳✆☎❣➺✐➨✬❰ ➶✩➻❬➳✝☎❣➺❬➨Üð❖➨✯➩
1/r3
ø✕á❱➤ñ➬❱➩✩➶✇➨♥➶✇➻❬➧❫➫ñ➬❱➩✩➘④➨
✆✪➘✬à❲❒✤✞ßòó➯❣➤ ☛❡❍❱➘✏✠ ☛✬❒
✂
➲❖➬❱➩✩➶✎➯❣➩ ➘✭❮✩➨④➤➦➘✭❮✩➨✕ø✂➥④➫ñ➬❱➸✩➺❬➻✐➤Ñ➺❃➬✕➘✯➯❣➤❫➤➦➨✯➧❫➳✼➯❱➩✩➶❖➬❱➩✩➘④➨✉➳✚➯❣➲✩➤❈➺✐➨✯➧➵➘✯➯❣➤❫➤➦➥④➺❃➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✩➧➵➶✩➨➾➳❖➬❱➤ ❰
➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨✯➧ ✆✪➘✬à❲❒ ✞ßòó➯❣➤ ☛❡❍❱➸✘✠ ☛✬ð✡➺❃➬❄➧❫û✛➽♥➥④➫➦➤➦➻❬➨➵➧➦➳✇❮✩➥✯➤❫➻❬➼❥➲✩➨❈➶✇➨✯➧☎➻✐➩✺➫ñ➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩✇➧➮➨✬➫☎➶✩➨④➧✰✥❖➲✇➘④➫ñ➲✩➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✩➧➭➼✛➲✩➬❱➩✺➫ñ➻❬➼❥➲✩➨④➧
 
➬❱➧❫➧➦➲✩➤❫➨✯➩✺➫Ñ➼❥➲✩➨➹➺❬➨④➧☎➘✯➯❱➤➦➤➦➥④➺❃➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✇➧➮➶✩➥④➘✯➤❫➯❣➻❬➧❫➧➦➨✯➩✺➫➵➬❱➲✳➽♥➯❣➻✐➩✩➧➮➨④➩
1/r5
✂☎✆❖➩❖➬❱➺✐➨✯➽♥➨✯➩✺➫★➺❦Ýß❮❖➬Ü➤➦➽♥➯❣➩✩➻❬➘④➻✐➫➦➥➵➶✇➲✳➳✼➯Ü❰
➫ñ➨④➩✺➫ñ➻❬➨④➺✝➘✯➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸✩➻✐➨✯➩✎➬❱➩✩➩❥➲✩➺✐➨➾➺✐➨➾➘④➯❡➨✕✔➾➘④➻❬➨④➩❥➫❈➶✩➨❝➘④➨④➫❫➫ñ➨❝➶✇➨✯➤➦➩✇➻❬➷✯➤❫➨➾➶✇➥✯➘✯➤❫➯❣➻❬➧❫➧ñ➬❱➩✇➘✯➨✉➨✬➫❚ìó❒✗òó➯❣➤❫➩❥➲ ➘✯➯❣➩✇➘✯➺❬➲❡➫
➼❥➲✩➨
❨❬▲✭❑✇⑥✭❘☛■Ï■ñ❏✬❨✟❪❱◆❦❳ý❘☛▼✇❑➾❑✬◆ ❪❱◆✪❳ ☞✯❙✡▲✭❑ü❴✛▲❋❍✇❪❱■Ï◆❦❳❿⑥✬❙✛❨❬▲✭❑❀❴✛❏ ⑥✬■ñ❘☛❳❬❑✭❑✥▲✬▼❖◆❈▲✬▼ 1/r6 ☎✷❭❱■❫❪❱▼✚❴✛▲❀❴❱❳❬❑✬◆ ❪❱▼ ⑥✭▲❋❍❖❘☛❙❡■❛❙✛▼
  ❙❡❳✪❴✛▲➀⑥✭❘☛❙✛❨❬❘❚❽♥❯✯❳ý▲✬▼ ☞✯❙✇❪❱▼❖◆❦❳ ☞✯❙❖▲
❒
♠✥♠☛✲✖✩☞✲ ❉ ❊ ❅☞✜④✣ ✟ ★✎✌❡✜✳✹✺❤✻✧❖✜✢✜✯✖❦✿✒✮☞✌✛✜✷✧❖✮➡✘✚✞✚✖❦✜✯✖❦✔☞✧✍✌✡✌↔✄✝✆✟✮✗✔☞✌↔♦❢✧✩✠✽✞✚✖❝✍➮✹❣✞✼✔❢✜✯✤✛✿✒✮☞✌✛✔✗✹❣✌✛✜ ✄❢✌✛✜✳✠ ✟✆✌✚❤✻✌✛✜
✄☞✌✳✜✯✞✩★ ★✎✌
òó➯❣➩✩➧❫➻❬➶✩➥④➤➦➯❣➩✩➧☎➲✩➩✳➧❫û✛➧❫➫➦➷✯➽♥➨➹➘✯➯❣➲✇➺❬➯❣➽❚➸✇➻❬➨✯➩❀ø➾➫➦➤➦➯❣➻✐➧☎➶✩➻✐➽➾➨④➩✩➧➦➻✐➯❣➩✩➧✯ð✡➘④➯❣➩✩➶✩➲✩➘✬➫ñ➨④➲✩➤✯ð✒➯✛➘✯➘④➲✩➳❖➬❱➩✺➫❩➲✇➩✳➶✩➨✯➽♥➻✟❰
➨✯➧❫➳❖➬❱➘④➨◗➺❬➻✐➽➾➻✟➫ñ➥✱➳❖➬Ü➤✑➲✩➩✩➨ ➳❖➬❱➤❫➯❣➻❥➧➦➻❬➽♥➳✩➺✐➨❱❒
✂
➲❖➬❱➩✩➶❈➺❃➬❸➶✩➻❬➧ ➫✭➬❱➩✩➘④➨◗ø➭➺❃➬➮➳✩➬❱➤➦➯❣➻❥➨④➧❫➫✱á❱➤ñ➬❱➩✩➶✇➨ó➶✩➨✬➱❱➬Ü➩❥➫✑➺❃➬➭➺❬➯❣➩✩á❱➲✩➨✯➲✩➤
➶✒ÝÞ➥✯➘④➤ñ➬❱➩✒ð✡➺✐➨✯➧❸➳✩➤➦➯❱➳✩➤➦➻✐➥④➫ñ➥④➧❸➧❫➫✭➬☛➫ñ➻❬➧ ➫ñ➻✐➼✛➲✇➨✯➧⑨➫ñ➨④➩✩➶✩➨✯➩✺➫➭➱❣➨④➤➦➧➭➺❬➨✯➧❸➳✩➤❫➯❣➳✩➤❫➻❬➥④➫➦➥✯➧❸➶✒ÝÞ➲✩➩✂➧❫û✛➧❫➫➦➷✯➽♥➨❈❮✩➯❣➽♥➯❣á❣➷④➩✩➨✁☎✥❒✐✧✸➩
➘✯➨❝➼✛➲✇➻◗➘✯➯❣➩✇➘✯➨✯➤❫➩✩➨❛➺❃➬✕à✻➯❣➩✩➘✬➫ñ➻❬➯❱➩ ➶✩➨✉➧ ➫ñ➤➦➲✇➘④➫ñ➲✇➤➦➨
S(r, r′)
ð✑➯❱➩ ➧➦➲✩➳✇➳✼➯❣➧❫➨❛➧➦➨④➲✩➺❬➨④➽➾➨④➩❥➫❄➼❥➲✩➨❝➘✯➨④➫❫➫ñ➨❛➶✩➨④➤➦➩✩➻✐➷✯➤❫➨
➫ñ➨④➩✩➶✕➱❣➨✯➤❫➧➮➧➦➬❄➱Ü➬❱➺✐➨✯➲✩➤❸➬Ü➲✂➧❫➨✯➻✐➩❀➶✩➲✦✥❖➲✩➻✐➶✩➨❩➧➦➲✟✔➾➧➦➬❱➽♥➽➾➨④➩❥➫❸➱✛➻✐➫➦➨❩➶✩➨Ñ➫ñ➨✯➺✐➺❬➨★➧❫➯❣➤❫➫➦➨Ñ➼✛➲✇➨
∫ ∞
0
dx′
∫ ∞
0
dx dy |x| |Sc (x,y|x′,y′)− SBc (x− x′,y− y′)| <∞
✆ ✂ ✂✭❒✢✜■✜ ☛
➢✑➬Ü➤❈➧❫û✛➽♥➥④➫➦➤➦➻❬➨Üð☞➯❣➩ ➧➦➬❱➻✐➫➵➼❥➲✩➨✉➺❦Ýß➯❣➩ ➳✚➨✯➲✇➫❋➥✯➘④➤➦➻❬➤❫➨
Sc(x,y|x′,y′) = Sc(x,y − y′|x′) ❒ ✧✸➩ ➲✇➫➦➻❬➺❬➻✐➧ñ➬❱➩✺➫Ñ➺❬➬
➤➦➷④á❣➺❬➨➵➶✒ÝÞ➥✯➺✐➨✯➘④➫➦➤➦➯❣➩✇➨✯➲✇➫➦➤ñ➬❱➺✐➻✐➫ñ➥ ✆ ✂ ✂✭❒ ➚■★ ☛❸➳✚➯❣➲✩➤
Sc(x,y|x′,y′) ➨④➫☎➺❃➬♥➤➦➷✯á❱➺❬➨➵➶✩➨❚➧➦➯❱➽➾➽♥➨Ñ➶✩➨❄ò◗➬❱➤❫➩✩➻❬➨➵➨④➫❩òó❮❖➬❱➩
➳✚➯❣➲✩➤
SBc (x− x′,y− y′)
ð✩➯❣➩✂➳✼➨④➲✇➫➮➬❱➺❬➯❱➤➦➧◗➽♥➯❣➩✺➫ñ➤❫➨✯➤ ✆✛✞ß❐ü➬❱➤❤❏❡❏ ✠ ☛☎✃
∫ ∞
0
dx′
∫ ∞
0
dx [Sc(x,y|x′)− SBc (x− x′,y)] ∼ −
1
8π2β
.
1
|y|3 quand |y| → ∞
✆ ✂ ✂✭❒✤✜ ✍ ☛
➢✗➯❱➲✩➤❸➲✩➩✕➧❫û✛➧❫➫➦➷✯➽♥➨❋➘④➺❃➬❱➧❫➧➦➻❬➼❥➲✩➨Üð✩➶✒Ýß➬❱➳✩➤❫➷✯➧❸➺❃➬❚➧❫➨✯➘④➫➦➻❬➯❣➩✂➳✩➤❫➥✯➘✯➥④➶✩➨✯➩✺➫➦➨❱ð✡➯❣➩✂➧✯Ýß➬Ü➫➦➫➦➨✯➩✩➶❀ø➹➘✯➨❩➼❥➲✩➨
SBc (x− x′,y)
➬❱➻✟➫✝➲✩➩✩➨➭➶✩➥✯➘④➤➦➯❣➻✐➧➦➧ñ➬Ü➩✩➘✯➨➭➳✩➺❬➲✇➧❁➤➦➬❱➳✩➻✐➶✩➨❸➼✛➲✇➨➭➫➦➯❣➲✇➫ñ➨❸➳✩➲✇➻❬➧➦➧➦➬❱➩✩➘④➨➮➶✩➨➭➺❃➬❩➶✩➻✐➧❫➫ñ➬❱➩✩➘✯➨❸➨④➩❥➫➦➤➦➨➭➶✩➨✯➲✛ß♥➳❖➬❱➤❫➫➦➻❬➘④➲✩➺❬➨④➧✯❒ ✒★➩
✂ ✦✧✖✢✚✝✆✙✚❈✺✸✥✾✜❀✖✴✖✛✚❋✺ ✚❋✬✡✩✮✩ ✣✲✚❋❃ ☛✮✣✏✜❀✣✍❄✍✥✛✵✮✖✴✗✙✥✛✚☎✦✳✖✪✗✙❃✾✩ ✷✹✭✱✺
✞✽✺✱✣✏✬ ✆❈✣✍✬✮✭❉✚☎✗✙❃✛✵✮✣✹✺✸❃✾✖✛✚☎✷ ☛✏✖✛✻ ✬✮✵✝✖✽✿✙✩✫✣✏✚✸✷✹✵✲✺
B
 ➨✯➩❛➶✇➥✯➶✩➲✩➻✟➫◗➼❥➲✩➨★➘ÜÝß➨④➧❫➫⑨➺❬➬❋à✻➯❣➩✩➘✬➫ñ➻✐➯❣➩❝➶✩➨☎➧❫➫ñ➤❫➲✩➘④➫➦➲✩➤➦➨☎➶✩➨★➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨★➧ ➫✭➬Ü➫➦➻❬➼❥➲✩➨
Sc(r, r
′)
➼✛➲✇➻Ú➶✩➯❣➻✟➫ó➳✇➤➦➥✯➧❫➨✯➩✺➫ñ➨④➤❸➲✩➩
➘✯➯❱➽➾➳✚➯❣➤❫➫➦➨✯➽♥➨✯➩✺➫➭➬❱➺✐á❣➥✯➸✩➤❫➻❬➼❥➲✩➨★➺✐➨❩➺❬➯❣➩✇á♥➶✇➲❀➽❚➲✇➤✯❒ ✂P➺❜➨④➧❫➫➭➶✩➯❣➩✩➘Ñ➩❖➬☛➫ñ➲✩➤❫➨✯➺❜➶✒ÝÞ➥✯➘④➤➦➻❬➤❫➨❄✃
Sc(x,y|x′) ∼ f(x, x
′)
|y|3 quand |y| → ∞
✆ ✂ ✂✭❒✤✜ ✏ ☛
➨④➫➭➯❣➩✕➧➦➬❱➻✐➫➭➬❱➺✐➯❣➤➦➧⑨➶ÚÝù➬❱➳✇➤➦➷✯➧ ✆ ✂ ✂✭❒✤✜ ✍ ☛ó➼❥➲✩➨➵➘✯➨④➫❫➫ñ➨❩à✻➯❣➩✩➘✬➫ñ➻✐➯❣➩
f(x, x′)
➧➦➲✩➻✟➫➭➺❃➬❚➤➦➷④á❣➺❬➨❩➶✇➨➵➧❫➯❣➽♥➽➾➨➹✃
∫ ∞
0
dx
∫ ∞
0
dx′f(x, x′) = − 1
8π2β
✆ ✂ ✂✭❒✢✜❡❍ ☛
òó➨④➫❫➫ñ➨❸➤➦➷④á❣➺❬➨ó➶✩➨❸➧➦➯❣➽♥➽➾➨◗➬❩➬❱➲✩➧➦➧❫➻❖➥④➫➦➥➭➶✇➥✯➤➦➻✟➱❣➥④➨⑨➳❖➬❱➤ ☎ ❒ ✁❣➬Ü➩✩➘✯➯✥➱✛➻❬➘④➻✩➨✯➩♥➲✇➫ñ➻✐➺❬➻✐➧ñ➬❱➩✺➫✱➺❬➬☎➫ñ❮✩➥④➯❣➤➦➻✐➨◗➶✩➨⑨➺❬➬★➤➦➥✯➳✚➯❣➩✩➧❫➨
➺❬➻✐➩✩➥✢➬Ü➻❬➤➦➨Ü❒ ✒❩➩✳➧➦➬❱➻✐➫★➶✩➯❣➩✩➘➹➼❥➲✩➨
❨❬▲✭❑r⑥✭❘☛■✬■ñ❏✬❨✟❪❱◆✪❳ý❘☛▼✇❑❄❴✛▲r⑥ ❺✇❪❱■❦❭✛▲✭❑❄❴✛❏ ⑥✬■ñ❘☛❳❬❑✭❑✥▲✬▼❖◆ó❑✥▲✬❙✛❨❬▲ ❽❝▲✬▼❖◆❸❪❱❨Þ❭✛❏✯❯✯■Ï❳ ☞✯❙✡▲ ❽❝▲✬▼❖◆
❨❬▲❄❨❬❘☛▼✛❭✷❴
✥
❙✛▼Ú▲★❍✇❪❱■ñ❘☛❳ ❑✬❳❢❽☎❍✚❨❬▲
❒✡✧✱➫➵➶✩➨❄➳✩➺✐➲✩➧Ñ➯❣➩✎➘④➯❣➩✩➩❖➬✑✏❬➫Ñ➲✩➩✩➨❄➤❫➨✯➺❃➬☛➫ñ➻❬➯❱➩✳á❣➺❬➯❣➸✩➬❱➺❬➨❋➼✛➲✇➨➾➺✐➨➹➘✯➯✛➨ ✔♥➘✯➻✐➨✯➩✺➫➵➶✩➨
➘✯➨❛➘④➯❣➽♥➳✼➯❣➤ ➫ñ➨④➽➾➨④➩❥➫❚➬❱➺❬á❱➥✯➸✩➤❫➻❬➼❥➲✩➨❝➶✇➯❣➻✐➫❋➱❣➥✯➤❫➻✝✆❖➨④➤✯❒
✂
➲✩➬❱➩✩➶➏➺❬➨➾➽❚➲✩➤❚➬✷➲✇➩✩➨❛➤➦➥④➳✼➯❣➩✇➧➦➨❛➥✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➻✐➼❥➲✩➨✉➶✩➨❝➫Pû✛➳✚➨
➶✩➻✐➥✯➺❬➨④➘④➫➦➤➦➻❬➼❥➲✩➨➾➬✢➱❣➨④➘✉➲✩➩✩➨➾➘✯➯❣➩✩➧ ➫✭➬❱➩✺➫➦➨✉➤➦➨④➺❃➬Ü➫➦➻✐➱❣➨
ǫw
ð☞➺❬➨♥➘✯➯❣➽♥➳✚➯❣➤❫➫➦➨✯➽♥➨✯➩✺➫ ✆ ✂ ✂✭❒✤✜ ✏ ☛❩➨✯➧ ➫❈➫ñ➯❱➲ ✄❫➯❣➲✩➤❫➧❋➱❣➥④➤➦➻✠✆❖➥❝➨✬➫
➺❃➬➾➤➦➷✯á❱➺❬➨➹➶✩➨➹➧❫➯❣➽➾➽♥➨ ✆ ✂ ✂✭❒✤✜❡❍ ☛➮➨④➧❫➫➵➤➦➨④➧➦➳✚➨✯➘✬➫ñ➥✯➨♥➬✢➱❣➨④➘❄➲✩➩✳à✪➬❱➘④➫➦➨✯➲✩➤❩➽❚➲✇➺✐➫ñ➻✐➳✩➺❬➻✐➘✢➬Ü➫➦➻✐à
ǫw
➶✩➬❱➩✩➧❩➺❬➨❈➽➾➨④➽❚➸✩➤➦➨❈➶✩➨
➶✩➤❫➯❣➻✐➫➦➨ ✞ ✁❣➬❱➩✟❏✺➚Ü➸✘✠❦❒
✒★➩➾➳✚➨✯➲✇➫✝➻✐➩✺➫ñ➨✯➤❫➳✩➤➦➥✬➫ñ➨④➤❁➘④➨✯➧❁➤➦➥④➧➦➲✩➺✟➫✭➬Ü➫➦➧✸➶✩➨❸➺❃➬❩➽❝➬Ü➩✩➻❬➷④➤➦➨◗➧❫➲✩➻✐➱Ü➬❱➩✺➫ñ➨Ñ✃❣➺❬➬★➳✩➤➦➥④➧➦➨④➩✩➘✯➨➮➶✒Ýß➲✇➩✩➨❸➳❖➬❱➤➦➯❱➻✩➶✩➥④à✻➯❱➤➦➽♥➨
➺❬➨④➧➹➩❥➲❖➬❱á❣➨④➧♥➶✇➨✂➳✚➯❣➺❬➬❱➤➦➻✐➧ñ➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✎➨✯➩ ➧➦➯❣➩ ➱❣➯❱➻❬➧➦➻✐➩❖➬❱á❣➨❛➨✬➫❄➺ýÝÞ➨✯➩✩➧❫➨✯➽❚➸✇➺❬➨❛➘✯➯❱➩✩➧❫➫➦➻✐➫ñ➲✇➥❛➳❖➬❱➤➹➲✩➩✩➨✕➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨✕➨④➫♥➧❫➯❣➩
➩❥➲❖➬❱á❣➨❀➶✩➨ü➳✚➯❣➺❬➬❱➤➦➻✐➧ñ➬Ü➫➦➻❬➯❣➩ à✻➯❣➤❫➽➾➨✂➲✩➩➉➶✇➻❬➳✝☎❣➺❬➨✕➩✩➯❣➩↔➩✛➲✇➺ýð✝➳✼➯❱➲✩➤➾➲✇➩✩➨ü➳❖➬Ü➤➦➯❣➻➭➧➦➻✐➽➾➳✩➺✐➨✕➯❣➲↔➶✩➻✐➥✯➺✐➨✯➘④➫➦➤➦➻✐➼✛➲✇➨❱ð❁ø
➺ýÝÞ➯❣➤❫➻❬á❣➻✐➩✩➨☎➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨Ñ➻✐➩❥➫➦➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩✕➶✩➻✐➳✆☎❣➺✐➨✬❰ ➶✩➻❬➳✝☎❣➺❬➨❸➘④➺❃➬❱➧❫➧➦➻❬➼❥➲✩➨Ñ➨④➩
1/y3
ø➹á❣➤ñ➬Ü➩✩➶✩➨Ñ➶✩➻❬➧ ➫✭➬❱➩✇➘✯➨❱❒
✧✸➩❀➤❫➨④➱Ü➬❱➩✩➘✭❮✩➨Üð✡➳✼➯❣➲✇➤⑨➲✩➩✩➨Ñ➳❖➬❱➤❫➯❣➻Ú➘④➯❣➩✩➶✩➲✩➘✬➫ñ➤❫➻❬➘✯➨ ✆
ǫw =∞ ☛Ïð✩➺❬➨④➧⑨➘✯➯❣➤❫➤➦➥④➺❃➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✩➧ó➶✩➥✯➘④➤➦➯❣➻✐➧➦➧➦➨④➩✺➫➮➳✇➺❬➲✩➧◗➱✛➻✐➫➦➨
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ð✩ø❋➲✇➩✩➨★➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫ñ➥★➶✩➨➮➤➦➥✬à✻➥✯➤➦➨④➩✩➘✯➨ ✆✻➼❥➲✒Ýß➯❱➩✉➳✩➤➦➨④➩✩➶✩➤➦➬❈➫ñ➤➦➷④➧ó➺✐➯❣➻❬➩♥➶✩➨
➺❃➬❚➳✩➬❱➤➦➯❣➻ ☛
ρBα
✃
ρα(x) = ρ
B
αe
−Wα(x)
kBT
✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ✞✙☛
➯✄✂
Wα(x)
➨✯➧❫➫✝➺✐➨ó➫ñ➤➦➬✢➱❱➬Ü➻❬➺✛➳✼➯❣➲✇➤✸➬❱➽♥➨✯➩✩➨④➤✱➲✩➩✩➨⑨➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨⑨➶✩➨⑨➺❦Ýß➥✬➫✭➬Ü➫✑➶✩➨⑨➤➦➥✬à✻➥✯➤❫➨✯➩✩➘④➨➮ø
x
❒ ✞✇➬❱➩✩➧✱➺✐➨✯➧✝➬❱➲❡➫ñ➤➦➨④➧✱➻❬➯❱➩✩➧
➶✩➨❩➺❦Ýß➥④➺❬➨✯➘✬➫ñ➤❫➯❣➺✐û❥➫ñ➨Üð✇➳✚➯❣➲✩➤⑨➲✩➩✇➨❩➘✭❮❖➬❱➤➦á❱➨
eα
➨④➩
x
ð✩➘④➨★➫ñ➤➦➬✥➱Ü➬❱➻✐➺Ú➧❫➨✯➤ñ➬Ü➻✐➫❸➧➦➻✐➽➾➳✇➺❬➨✯➽♥➨✯➩✺➫ó➺ýÝÞ➥✯➩✩➨④➤➦á❣➻✐➨★➶✒ÝÞ➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻❬➯❱➩
➬✢➱❣➨④➘➵➺✐➨✯➧◗➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨④➧❸➼✛➲ÚÝß➨④➺❬➺❬➨➮➻❬➩✩➶✇➲✩➻✐➫ó➧➦➲✩➤⑨➺❬➬❚➳❖➬❱➤➦➯❱➻ý❒✇òó➨✯➧⑨➶✩➨④➤➦➩✩➻✐➷✯➤➦➨④➧❸➧➦➨❩➘✯➯❱➽➾➳✚➯❣➤❫➫➦➨✯➩✺➫⑨á❣➺✐➯❣➸❖➬❱➺✐➨✯➽♥➨✯➩✺➫ ➘✯➯❣➽♥➽➾➨
➲✩➩✩➨❋➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨❚➻❬➽➾➬❱á❣➨
eα(1 − ǫw)/(1 + ǫw) ➧❫û✛➽♥➥④➫➦➤➦➻❬➼❥➲✩➨❋➳❖➬❱➤➭➤ñ➬❱➳✇➳✼➯❣➤ ➫★ø➾➺❃➬❄➳❖➬❱➤➦➯❱➻✗➻❦❒ß➨Ü❒✼ø♥➲✩➩✩➨❚➶✇➻❬➧❫➫ñ➬❱➩✩➘④➨
2x
➶✩➨Ñ➺❃➬❚➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨❄❒ ✒★➩❛➫ñ➤➦➯❱➲✇➱❣➨➵➼❥➲✩➨Ñ➘✯➨④➫❫➫ñ➨➵➥✯➩✩➨④➤➦á❣➻✐➨❩➨✯➧ ➫ −(e2α/4ǫsx).(ǫw − 1)/(ǫw + 1)
✌✬❒
➢✑➬❱➤✕➬Ü➻❬➺❬➺✐➨✯➲✩➤❫➧✯ð❁➺❃➬ ➫➦❮✩➥✯➯❣➤❫➻❬➨✷➶✇➨éÛ☎➨✯➸✺û❣➨Ï❰✆☎✞✝✩➘ ✂❱➨④➺❈➳✚➯❣➲✩➤✉➺✐➨✯➧❛➥✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➯❱➺✐û❥➫ñ➨④➧❛➶✩➻❬➺✐➲✩➥✯➧✉➽♥➯❣➩✺➫ñ➤❫➨✷➼❥➲✩➨❱ð⑨➺✐➯❣➻❬➩
➶✩➨④➧★➳❖➬❱➤❫➯❣➻❬➧④ð✚➺✐➨✯➧➮➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻❬➯❱➩✩➧☎➨✕✒Ú➨④➘④➫ñ➻✟➱❣➨④➧✯ðÚ➘④➯❣➽♥➳✇➫ñ➨➵➫ñ➨✯➩❥➲✳➶✩➨❈➺ýÝÞ➨ ✒✼➨④➫➮➶✒Ýß➥④➘✯➤➦➬❱➩✳➶✆☎éø➾➫➦➯❣➲✩➧☎➺✐➨✯➧➮➻❬➯❣➩✩➧➭➶✒ÝÞ➲✩➩
➧❫û✛➧ ➫ñ➷✯➽♥➨➵➶✩➨Ñ➘✭❮❖➬❱➤➦á❱➨✯➧✯ð✡➧❫➯❣➩✺➫➮➳✚➯❣➩✩➶✇➥✯➤➦➥④➨✯➧➭➶✒ÝÞ➲✩➩✂à✪➬Ü➘④➫ñ➨④➲✩➤
e−r/ξD
➯ ✂
ξD
➨④➧❫➫➭➺❃➬➹➺❬➯❱➩✩á❣➲✩➨④➲✩➤⑨➶✒ÝÞ➥✯➘✯➤➦➬❱➩ ✃
ξD ≡
(
4π
∑
α
e2αρ
B
α
kBTǫs
)−1/2
✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ➚✫☛
✒★➩✩➧ñ➬Üá❣➨✯➤➭➨④➫ ✞✇➬❱➽➾➬❱➤ñ➬Ü➧➭➘④➯❣➩ ✄❫➨④➘④➫ñ➲✇➤➦➨✯➩✺➫★➬❱➺❬➯❣➤❫➧❸➼✛➲ÚÝùø♥➺ýÝÞ➯❣➤➦➶✩➤❫➨Ñ➺❬➨➵➳✩➺❬➲✩➧❸➸❖➬Ü➧➮➨④➩✷➺❃➬➹➘✯➯❱➩✩➧❫➫ñ➬❱➩✺➫ñ➨❈➶✇➨❋➘④➯❣➲✩➳✩➺❬➬❱á❣➨❱ð
➺❬➨★➫➦➤ñ➬✢➱Ü➬❱➻❬➺
Wα(x)
➨✯➧ ➫➮➥④➘✯➤➦➬❱➩✺➫ñ➥➵➧➦➯❣➲✩➧❸➺❬➬❈à✻➯❣➤➦➽♥➨➹✃
Wα(x) ≈ − e
2
α
4ǫsx
(
ǫw − 1
ǫw + 1
)
e−2x/ξD
✆ ✂ ✂ ✂✭❒✢✜ ☛
✑✓✦✧✖✢❏ ✷✹✒✧✺ ✰✲✬✮✖ ✻✽✖✾✺❋✺✸✖ ✻☞☛✡✷✹✭✸❄✍✖✴✒✳✜ ✷✹❄✍✖✪❅✫✣✍✬✡❄✍✖✪✖✾✵ ✜✠✟✛✜✤✖✢✺✱✖✾✜❀✩✡✚ ✰✲✬✮✖✢✦✼✷❀✩✡✷✹✭✱✺✱✒✼✻✽✬✮✦✳✖ ✰✲✬✮✒ ✦✳✷ ✻✾✭✱❃✛✖✴❏▲✣✍✬✮✭✸✵✮✒✧✺ ✬✮✵✝❏ ✷✍✻✽✺✱✖✛✬✮✭
1/2
✚✱✬✮✩✮✩✮✦✳❃✾✜❀✖✾✵✲✺❉✷✹✒✳✭✱✖ ✡✤✦✕❁ ❃✾✵✡✖✾✭✸❄✍✒✳✖
➚✑✏
✂ ✂
✂P➺❬➧➵➨✯➧ ➫ñ➻✐➽➾➨④➩❥➫❈➺❬➨④➧❈➨✯➤❫➤➦➨④➲✩➤➦➧❚➘④➯❣➽♥➽➾➻✐➧➦➨✯➧ ✆✻➳✩➤➦➯ ✆✩➺ ➶✩➨➾➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫➦➥✉➨✯➩✎à✪➬❱➻✐➫➵➩✩➯❣➩ ➲✩➩✩➻✐à✻➯❱➤➦➽♥➨♥➶✩➬❱➩✩➧❚➺✐➨➾➘✯➬❱➺❬➘④➲✩➺✝➶✩➨
➺ýÝÞ➥✯➘④➤ñ➬❱➩✕➨✬➫ñ➘✙☛◗➶✩➨Ñ➺❦Ýß➯❣➤❫➶✩➤➦➨❩➶✇➨
Γ3/2
❒ ✂P➺✐➧⑨➨✯➩✂➶✩➥✯➶✩➲✇➻❬➧➦➨④➩✺➫★➬❱➺✐➯❣➤➦➧☎✃
ρα(x) = ρ
B
α exp
{
βe2α
4ǫsx
(
εw − 1
εw + 1
)
e−2x/ξD
}[
1 +O(Γ3/2)] ✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ✍ ☛
òó➨④➫ü➬❱➤❫á❣➲✩➽♥➨✯➩✺➫✢ð⑨➳✚➯❣➲✩➤❛➼❥➲❖➬❱➺✐➻✐➫ñ➬Ü➫ñ➻✟àÑ➼✛➲ÚÝß➻✐➺❩➧➦➯❣➻✟➫✢ð⑨➺❃➬Ü➻❬➧➦➧❫➨✳➶✩➥ ✄➦ø➏➳✚➨✯➩✩➧❫➨✯➤✂➼✛➲✇➨✎➺✐➨✯➧✕➳✩➤➦➯✓✆❖➺❬➧✕➶✩➨é➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫ñ➥✎➬❱➲
➱❣➯❱➻❬➧➦➻✐➩❖➬❱á❣➨➾➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨✉➳❖➬Ü➤➦➯❣➻❁➧➦➯❣➩✺➫➹❮✩➬❱➲✇➫ñ➨④➽➾➨④➩✺➫❚➩✩➯❣➩ ➫➦➤➦➻✟➱❡➻❬➬❱➲❡ß✼❒
➴
➻✐➩✩➧➦➻❦ð❢➳✚➯❣➲✩➤
ǫw < 1
ð❢➺❬➨♥➤➦➥④➧➦➲✩➺✟➫✭➬Ü➫ ✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ✍ ☛
➽♥➯❣➩✺➫ñ➤➦➨⑨➼❥➲✩➨❸➺✐➨✯➧✸➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫ñ➥✯➧✝➶✩➯❱➻✐➱❣➨④➩✺➫ ➧④Ýù➬Ü➩✩➩❥➲✩➺❬➨④➤✝➬❱➲❄➘✯➯❣➩✺➫✭➬Ü➘④➫❁➶✩➨⑨➺❃➬★➳✩➬❱➤➦➯❣➻❦❒❡✧✸➩♥➨ ✒✼➨④➫✝➶❖➬❱➩✇➧❁➘④➨❸➘✢➬❱➧④ð✺➺ýÝÞ➻❬➽➾➬❱á❣➨
➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨➵➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❬➨☎➳✼➯❣➤ ➫ñ➨❩➲✩➩✇➨❋➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨Ñ➶✩➨Ñ➽ ✌✯➽♥➨❩➧➦➻❬á❱➩✩➨❩➨④➫➭➺ýÝÞ➥✯➩✇➨✯➤➦á❱➻❬➨❩➶✒ÝÞ➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻✐➯❣➩✕➶✒Ýß➲✇➩✩➨Ñ➘✭❮❖➬❱➤➦á❱➨❋➬✢➱❱➨✯➘
➧➦➯❱➩❀➻✐➽❝➬❱á❱➨★➨✯➧ ➫➮➶✇➯❣➩✩➘❩à✻➯❣➤❫➫➦➨✯➽♥➨✯➩✺➫❸➤➦➥④➳✩➲✩➺✐➧➦➻✐➱❱➨➵➬❱➲✂➱❱➯❣➻❬➧❫➻❬➩❖➬Üá❣➨★➶✩➨Ñ➺❃➬➹➳❖➬Ü➤➦➯❣➻❦❒
ρ(x = 0) = 0
➳✼➯❣➲✇➤⑨➲✩➩❀➳✇➺❃➬❱➧❫➽❝➬➹➬❱➲✂➘✯➯❱➩❥➫ñ➬❱➘④➫
➶✒ÝÞ➲✩➩✂➽❚➲✩➤❸ø
ǫw < 1
✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ✏✫☛
➢✗➯❱➲✩➤
ǫw > 1
ð✥➺❬➨✝➳✩➤➦➯✓✆❖➺✺➶✩➨❁➶✩➨✯➩✩➧❫➻✐➫➦➥ ➳✩➤❫➥✯➧❫➨✯➩✺➫ñ➨ ➲✩➩✩➨❁➶✩➻✐➱❱➨✯➤➦á❱➨✯➩✩➘④➨ó➬❱➲➵➘✯➯❱➩❥➫ñ➬❱➘④➫✯❒☛Û★➬❱➩✩➧❢➘✯➨❁➘✢➬❱➧☞➺❦Ýß➻✐➽❝➬❱á❱➨✱➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨
➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨❋➬♥➲✩➩✩➨➵➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨❈➶✩➨➵➧➦➻✐á❣➩✩➨➵➯❣➳✩➳✚➯❣➧➦➥❋➨④➫➮➯❣➩ü➤❫➨④➫➦➤➦➯❣➲✇➱❱➨❈➨④➩üà✪➬❱➻✐➫❸➺✐➨❋➳✇➤➦➯❣➸✩➺✐➷✯➽♥➨Ñ➶✩➨❋➺❦Ýß➨✕✒Ú➯❱➩✩➶✩➤➦➨④➽➾➨④➩✺➫
➶✩➨④➧❛➘✭❮❖➬❱➤➦á❱➨✯➧❛➘✯➺❬➬❱➧➦➧❫➻❬➼❥➲✩➨④➧❛➶✩➨✷➧➦➻✐á❣➩✩➨④➧✉➯❣➳✩➳✚➯❣➧➦➥④➧✯❒✁✒★➩❞➳✚➨✯➲✇➫✕➤❫➥✯➧❫➯❣➲✩➶✩➤❫➨✳➘✯➨✳➳✩➤❫➯❣➸✩➺❬➷④➽➾➨❀➳❖➬❱➤➾➨✬ß❡➨✯➽♥➳✩➺❬➨ü➨✯➩
➻❬➩✺➫➦➤➦➯✛➶✩➲✩➻❬➧➦➬❱➩✺➫✸➲✩➩✩➨❸➫✭➬Ü➻❬➺❬➺✐➨✢✆✩➩✩➻❬➨❸➳✚➯❣➲✩➤✸➺❬➨④➧✸➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❬➨④➧✯❒✺ú❜➨❸➘✢➬Ü➧
ǫw = 1
➩✩➨❸➳✩➤❫➥✯➧➦➨④➩✺➫ñ➨★➬Ü➲✩➘✯➲✩➩✇➨➭➶✇➨➭➘④➨✯➧❁➶✩➨✯➲✛ß
➶✩➻✠✔➾➘④➲✩➺✐➫➦➥✯➧ ➨④➫◗➧❫➨✯➽❚➸✇➺❬➨➭➶✩➯❣➩✩➘➮➳✩➺❬➲✩➧ ➧➦➻✐➽➾➳✩➺✐➨➭ø❋➫ñ➤➦➬❱➻✐➫➦➨✯➤❁➬❱➩❖➬❱➺✟û❥➫ñ➻❬➼❥➲✩➨④➽➾➨④➩✺➫✢❒☞✧✱➫◗➘❱ÝÞ➨✯➧ ➫ ✄❫➲✩➧ ➫ñ➨✯➽♥➨✯➩✺➫⑨➧❫➲✩➤ó➘④➨☎➘✯➬❱➧
➼❥➲✩➨❄➺❬➨④➧➵➳✇➤➦➨✯➽♥➻❬➷④➤➦➨④➧❩➥④➫ñ➲✇➶✩➨✯➧❋➬❱➩❖➬❱➺✟û❥➫ñ➻❬➼❥➲✩➨④➧❩➯❣➩✺➫➵➬❱➸✚➯❣➲✇➫ñ➻❦ðÚ➘④➯❣➽➾➽♥➨➹➩✩➯❣➲✇➧➵➺✐➨❈➱❣➨④➤➦➤❫➯❣➩✩➧➵➶❖➬❱➩✩➧Ñ➺❃➬✉➳✇➤➦➯✛➘✭❮❖➬❱➻❬➩✇➨
➧➦➨④➘④➫➦➻❬➯❣➩✒❒
✧✸➩♥➘④➨⑨➼❥➲✩➻✩➘✯➯❱➩✩➘✯➨④➤➦➩✩➨❸➺ýÝÞ➨ ✒✼➨④➫✱➶✒Ýß➥④➘✯➤➦➬❱➩❄➼✛➲ÚÝß➲✩➩❄➧ û❡➧ ➫ñ➷④➽➾➨❸➘✯➯❱➲✩➺❬➯❣➽❈➸✩➻❬➨④➩❈➘✯➯❱➩✩➧❫➫➦➤➦➲✩➻✟➫✸➼❥➲❖➬❱➩✩➶❄➻❬➺❡➨✯➧ ➫✝➧➦➯❣➲✩➽♥➻❬➧
ø❛➲✩➩ ➘✭❮✩➬❱➽➾➳é➨Ïß❡➫➦➥✯➤❫➻❬➨✯➲✇➤✯ð✗❐✎❒✂✘❩➯❣➲✇û✳➬✢➱Ü➬❱➻✟➫➵➬❱➲✩➳❖➬❱➤➦➬✢➱❱➬Ü➩❥➫➵➽♥➨✯➩✩➥❄➺❦Ýß➥✬➫ñ➲✩➶✩➨❄➶✒ÝÞ➲✩➩ ➳✩➺❃➬Ü➧➦➽➾➬✉➘✯➯❣➽♥➳✩➤➦➻✐➧❩➨✯➩✺➫ñ➤❫➨
➶✩➨④➲❡ß✉➥④➺❬➨④➘④➫ñ➤❫➯❡➶✇➨✯➧ ✆✻➘④à❲❒ ✞ ✘❩➯❣➲ ✞✥➪✮✠☞☛Ï❒✌✂P➺✼➬✢➱❱➬Ü➻✐➫ ➯❣➸✇➫ñ➨④➩❥➲❛➶✩➨✯➧◗➳✇➤➦➯ ✆❖➺✐➧ó➶✩➨☎➶✩➨✯➩✩➧❫➻✐➫➦➥★➨✯➩✉➘④➯❣➩✩➧❫➻❬➶✩➥④➤ñ➬❱➩✺➫⑨➶✩➨④➧◗➸✩➻✐➺❃➬❱➩✩➧
➺❬➯✛➘✢➬Ü➲❡ß➵➶✩➨óà✻➯❣➤❫➘✯➨④➧✯❒ ✞✛➯❣➩➹➬❱➳✩➳✇➤➦➯✛➘✭❮✩➨◗➧➦➻✐➽➾➳✇➺❬➻✝✆✩➥✯➨✝➘✯➯❣➩✇➧➦➻❬➶✇➥✯➤ñ➬Ü➩❥➫✱➲✩➩✩➨◗➳❖➬Ü➤➦➯❣➻✛➧➦➻✐➽➾➳✩➺✐➨✝➳✼➯❣➤ ➫✭➬❱➩✺➫✑➲✩➩✩➨◗➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫ñ➥ ➶✩➨
➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨❱ðÚ➳✼➨④➤➦➽♥➨④➫★➶✇➥ ✄➦ø❛➶✩➨❚➘④➯❣➽➾➳✇➤➦➨✯➩✇➶✩➤➦➨➹➘④➯❣➽➾➽♥➨✯➩✺➫☎➲✩➩✝✥❖➲✩➻✐➶✩➨❚➘✯➯❱➲✩➺❬➯❣➽❈➸✩➻❬➨④➩✷➳✼➨④➲✇➫❩➥④➘✯➤ñ➬Ü➩❥➫➦➨✯➤❩➺❬➬❝➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨
➨✬ß✛➫➦➥✯➤➦➻✐➨✯➲✩➤❫➨✕➳✼➯❣➤ ➫ñ➥④➨❛➳❖➬❱➤❚➲✩➩➏➘④➯❣➩✩➶✩➲✩➘✬➫ñ➨④➲✩➤✯❒
➴
➻✐➩✩➧➦➻ ➶❖➬❱➩✩➧❄➺✐➨✉➘✢➬❱➧➹➶ÚÝß➲✩➩ ➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬✷ø✷➶✩➨④➲❡ß➏➘✯➯❱➽➾➳✚➯❣➧ñ➬Ü➩❥➫➦➨✯➧④ð
➫ñ➤➦➬❱➻✐➫➦➥❸➶❖➬❱➩✩➧ ➺❃➬Ñ➺❬➻❬➽♥➻✐➫➦➨◗➶✩➲✉➘✭❮✩➬❱➽➾➳➾➽➾➯✥û❱➨✯➩✒ð✛➻❬➺✡➯❣➸✇➫➦➻❬➨④➩❥➫ ➺❃➬Ñ➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫ñ➥☎➶✇➨☎➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨
c(x)
➬❱➲♥➱❣➯❣➻✐➧➦➻✐➩❖➬❱á❣➨➭➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨
➳❖➬❱➤❫➯❣➻✒➧❫➻❬➽♥➳✩➺❬➨★➳✚➯❣➤ ➫✭➬❱➩✺➫❸➲✩➩✩➨➵➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨Ñ➧➦➲✩➤ à✪➬❱➘✯➻✐➼❥➲✩➨ −q0 ✃
c(x) =
q0
ξD
e−x/ξD
✆ ✂ ✂ ✂✭❒✢❍ ☛
➯✄✂
ξD
➨✯➧ ➫★➺❃➬♥➺❬➯❣➩✇á❣➲✩➨✯➲✇➤➮➶✒ÝÞ➥✯➘④➤ñ➬❱➩✳➶✇➨❚Û☎➨④➸❥û❱➨❱❒☞ú❜➨❈➧ û✛➧❫➫ñ➷④➽➾➨❈➘✯➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸✩➻✐➨✯➩✂➘✯➺❬➬❱➧➦➧❫➻❬➼❥➲✩➨❈➘④➯❣➩✩➧❫➻❬➶✩➥④➤➦➥❚➥④➘✯➤ñ➬Ü➩❥➫➦➨
➶✩➯❣➩✇➘❛➨✬ß❡➳✼➯❱➩✩➨✯➩✺➫ñ➻✐➨✯➺✐➺❬➨✯➽♥➨✯➩✺➫➹➺❦Ýß➨✕✒Ú➨✬➫❄➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨❛➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✕➨✬ß✛➫ñ➥④➤➦➻✐➨✯➲✩➤❫➨❱ð✱➧❫➲✩➤❄➼✛➲✇➨✯➺❬➼❥➲✩➨④➧❄➺❬➯❣➩✩á❱➲✩➨✯➲✩➤❫➧➹➶✒ÝÞ➥✯➘✯➤➦➬❱➩➏➻❬➩❡❰
➫ñ➨④➤➦➩✩➨④➧◗➬❱➲ ✥❖➲✩➻✐➶✩➨❱❒❡òó➨➭➤➦➥④➧➦➲✩➺✟➫✭➬Ü➫✝➫ñ➤➦➬❱➶✩➲✩➻✟➫✝➸✩➻❬➨④➩❝➺✐➨⑨➘✯➯❣➽♥➳✼➯❱➤❫➫ñ➨④➽➾➨④➩✺➫ ➯❱➸✩➧➦➨④➤❫➱❣➥➮➶✩➨✯➧ ➧❫û✛➧❫➫➦➷✯➽♥➨✯➧ ➘✯➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸✩➻✐➨✯➩✩➧
➨④➫➮➬❱➳✇➳✼➨④➺❬➺❬➨☎➲✩➩✩➨Ñ➥④➫➦➲✩➶✩➨➵➳✩➺❬➲✩➧⑨➤❫➥✢➬❱➺✐➻❬➧ ➫ñ➨❩➶✩➲❛➱❣➯❱➻❬➧➦➻✐➩❖➬❱á❣➨❩➶ÚÝß➲✩➩✂➘✯➯❱➩✩➶✩➲✩➘✬➫ñ➨✯➲✇➤✯❒
♠✥♠✥♠☛✲ ✄❖✲ ❉ ✦❋❤✻✧❖✜ ★ ✧é✜④❅ ★ ✤✺✣✥✠☛✖❦✿✒✮☞✌✁  ✄☞✌✛✮☞✏↔✹❣✞✩★ ♦✸✞✚✜✯✧❖✔✼✣✥✌✛✜❄✧❖✮❞✹❣✞✚✔✼✣✥✧❖✹❱✣➾✄✝✆✟✮✗✔☞✌✷♦❢✧✩✠✽✞✼✖ó✜✢✖✎★✎♦✑❤✻✌
✞❡➲✩➤➮➺❬➨➵➘✢➬❱➧➭➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨❚➳❖➬Ü➤➦➯❣➻☞➧➦➻✐➽➾➳✇➺❬➨ ☎ ❒ ✁❣➬❱➩✩➘④➯✽➱✛➻✐➘✯➻✗➬➾➯❣➸✇➫➦➨✯➩❥➲✷➘④➨✯➤❫➫ñ➬❱➻❬➩✇➧➮➶✩➨④➧★➳✩➤❫➨✯➽♥➻❬➨✯➤❫➧❸➤➦➥✯➧❫➲✩➺✐➫ñ➬Ü➫ñ➧☎➬❱➩❖➬☛❰
➺✐û❥➫➦➻❬➼❥➲✩➨✯➧❁➨✬ß✇➬❱➘✬➫ñ➧◗➳✚➯❣➲✩➤❁➶✩➨④➧◗➳✩➺❃➬Ü➧➦➽➾➬❱➧❁ø❈➲✩➩✩➨➮➘✯➯❣➽♥➳✼➯❱➧ñ➬❱➩✺➫ñ➨➭➯❣➲✉➶✇➨✯➲❡ß➾➘✯➯❱➽➾➳✚➯❣➧ñ➬Ü➩❥➫➦➨✯➧ ➧❫û✛➽➾➥✬➫ñ➤❫➻❬➼❥➲✩➨✯➧✝✆✪➶❖➬Ü➩✩➧
➘✯➨❛➘✯➬❱➧❚➺✐➨✉➳✩➺❃➬Ü➧➦➽➾➬❀➨✯➧ ➫❄➘✯➯❣➩✇➧❫➫ñ➻✟➫ñ➲✩➥❝➶✩➨❛➶✩➨✯➲✛ß ➨✯➧❫➳✼➷④➘✯➨④➧♥➶✇➨✉➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨❛➯❣➳✩➳✚➯❣➧➦➥④➨
e
➨④➫ −e ☛✬ð✑➨✯➩ ➶✩➻✐➽➾➨④➩✩➧➦➻✐➯❣➩
➶✩➨④➲❡ßé➯✄✂ ➺❬➨❚➽♥➯✛➶✩➷✯➺✐➨❚➨✯➧ ➫❋➧❫➯❣➺❬➲✇➸✩➺❬➨❚➺✐➯❣➤➦➧❫➼❥➲✩➨❄➺❃➬✉➘✯➯❱➩✩➧❫➫ñ➬❱➩✺➫ñ➨❄➶✩➨❄➘✯➯❣➲✇➳✩➺❃➬❱á❱➨❚➱❱➬Ü➲✇➫
Γ2D = βe
2 = 2
ð✒➨✬➫Ñ➨✯➩
➶✩➻✐➽➾➨④➩✩➧➦➻✐➯❣➩ ➫➦➤➦➯❣➻✐➧❈ø❀➺❃➬✕➺❬➻❬➽♥➻✐➫➦➨➹➶✩➨➾à✪➬Ü➻❬➸✩➺✐➨♥➘④➯❣➲✩➳✩➺❬➬❱á❣➨ ✆✪➘✬à❲❒✤✞ ✁❣➬❱➩✐❏✺➚Ü➬✡✠ ☛✬❒✗Û★➬❱➩✩➧❚➘④➨❝➶✩➨④➤➦➩✩➻✐➨✯➤❋➘✢➬❱➧④ð✗➳✚➯❣➲✩➤❋➲✩➩
➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬❄ø➾➶✩➨④➲❡ß❀➘✯➯❣➽♥➳✼➯❱➧ñ➬❱➩✺➫ñ➨④➧☎➧ û❡➽♥➥④➫➦➤➦➻✐➼✛➲✇➨❱ð✡➺❃➬❄➽➾➥✬➫ñ❮✩➯✛➶✩➨➵➲✇➫ñ➻✐➺❬➻✐➧➦➥✯➨❩➨④➧❫➫☎➘✯➨✯➺✐➺❬➨Ñ➶✩➨❋➺ýÝß➬❱➳✩➳✩➤❫➯✥ß❡➻✐➽❝➬Ü➫➦➻❬➯❣➩❝➶✩➨
Û☎➨④➸❥û❱➨❈➨✬➫ ☎✞✝✩➘ ✂❱➨④➺☞➯✄✂❀➺✐➨✯➧◗à✻➯❣➩✇➘④➫ñ➻✐➯❣➩✩➧⑨➶✩➨Ñ➘④➯❣➤➦➤❫➥✯➺❃➬☛➫ñ➻❬➯❱➩✉➱❣➥✯➤❫➻✝✆❖➨④➩✺➫➮➶✇➨✯➧➭➥✯➼❥➲❖➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✩➧❸➻✐➩❥➫➦➥✯á❣➤➦➬❱➺❬➨④➧◗➶✩➲✕➫Pû✛➳✼➨♥✃
hαβ(r1, r2) = −βe2ǫαβvc(r2, r1)− βe2
∑
γ
∫
x3>0
dr3 hαγ(r1, r3)ργ(r3)ǫγβvc(r2, r3)
✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ★✫☛
 ì✑➻✐á❣➲✩➤➦➨ ✂ ✂ ✂✭❒ ✞❣✃ó➢✝➤❫➯ ✆❖➺★➶✇➨✳➶✩➨✯➩✩➧❫➻✐➫➦➥✳➳✼➯❣➲✇➤❛➲✩➩ ➳✩➺❃➬❱➧❫➽❝➬✎➧❫û✛➽➾➥✬➫ñ➤❫➻❬➼❥➲✩➨❱ð à✪➬❱➻❬➸✩➺✐➨✯➽♥➨✯➩✺➫✉➘④➯❣➲✩➳✩➺✐➥✳ø ➶✩➨✯➲✛ß
➘✯➯❱➽➾➳✚➯❣➧ñ➬Ü➩❥➫➦➨✯➧➭➬❱➲✕➘✯➯❱➩❥➫ñ➬❱➘④➫➭➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨➵➳❖➬❱➤❫➯❣➻✒➧❫➻❬➽♥➳✩➺❬➨
➯✄✂
ǫαβ = +1
➧➦➻
α = β
➨④➫ −1 ➧➦➻ α 6= β ❒✁✒★➩❞➘✢➬❱➺✐➘✯➲✩➺✐➨✳➬❱➺❬➯❱➤➦➧✉➺❬➬ à✻➯❣➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩↔➶✩➨é➘✯➯❣➤❫➤➦➥✯➺❬➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩↔➨④➩
➥✯➘④➤➦➻✟➱❱➬Ü➩❥➫➵➼❥➲✒Ýßø✂➺❦Ýß➯❱➤➦➶✩➤❫➨➹➺❬➨➹➳✩➺✐➲✩➧Ñ➸❖➬❱➧Ñ➺❃➬❛➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫ñ➥❄➶✩➨❄➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❬➨④➧❩➨✯➧ ➫❈➘④➯❣➩✩➧❫➫ñ➬❱➩✺➫ñ➨♥➶❖➬❱➩✩➧Ñ➺✐➨✯➧Ñ➶✩➨✯➲✛ß ➶✩➨✯➽♥➻✟❰
➨✯➧❫➳❖➬❱➘④➨✯➧
x ≥ 0 ➨④➫ x ≤ 0 ð ➥④á✺➬❱➺✐➨✯➧❛ø ρBα
➨✬➫
0
➤➦➨④➧➦➳✚➨✯➘✬➫ñ➻✐➱❱➨✯➽♥➨✯➩✺➫✢❒⑨òó➨④➫➦➫➦➨✷à✻➯❣➩✩➘✬➫ñ➻❬➯❱➩➉➶✩➨✷➘④➯❣➤➦➤❫➥✯➺❃➬☛➫ñ➻❬➯❱➩
➨✯➧ ➫❝➲❡➫ñ➻❬➺✐➻❬➧❫➥✯➨❛➶❖➬❱➩✇➧➾➺❬➬é➳✇➤➦➨✯➽♥➻❬➷④➤➦➨✕➥✯➼❥➲❖➬☛➫ñ➻❬➯❱➩ ☎✛✘☛✡ ➳✼➯❱➲✩➤➾➯❱➸✇➫ñ➨④➩✩➻❬➤➹➺❬➬ ➳✩➤❫➨✯➽♥➻❬➷④➤➦➨❛➘✯➯❱➤➦➤➦➨④➘④➫➦➻❬➯❣➩↔➬❱➲ ➳✇➤➦➯ ✆❖➺
➶✩➨❛➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫ñ➥Ü❒✝➢✗➯❣➲✩➤➹➲✇➩ ➳✇➺❃➬❱➧❫➽❝➬✷ø✳➶✩➨④➲❡ß➏➘④➯❣➽➾➳✚➯❣➧➦➬❱➩✺➫ñ➨✯➧➹➧ û✛➽➾➥✬➫ñ➤➦➻✐➼❥➲✩➨❱ð✱➯❱➩ ➻✐➩✺➫ñ➤➦➯✛➶✩➲✩➻✟➫❚➺❬➬✷➘✯➯❣➽❚➸✇➻❬➩❖➬❱➻✐➧➦➯❣➩
➬❱➩✺➫ñ➻✐➧❫û✛➽♥➥④➫ñ➤❫➻❬➼❥➲✩➨
hA = h++ − h+− = h−− − h−+ ❒✗ú☞➬✕➧❫û✛➽♥➥④➫ñ➤❫➻❬➨♥➶✩➨♥➘✭❮❖➬❱➤➦á❱➨➾➶✩➲✎➧❫û✛➧❫➫➦➷✯➽♥➨❝➻✐➽➾➳✚➯❣➧➦➨
➼❥➲✩➨❝➺✐➨❄➘✭❮❖➬❱➽♥➳ ➥✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➯❱➧❫➫✭➬☛➫ñ➻❬➼❥➲✩➨♥➨✯➧ ➫❚➩❥➲✩➺❁➨✯➩ ➫ñ➯❣➲✇➫❋➳✚➯❣➻❬➩✺➫➵➶✩➲ ➳✇➺❃➬❱➧❫➽❝➬✕➧➦➻✐➽➾➳✩➺✐➻✝✆✡➬Ü➩❥➫★➺❃➬✕➤➦➥✯➧❫➯❣➺❬➲❡➫ñ➻❬➯❱➩✎➶✩➨④➧
➥✯➼❥➲❖➬☛➫ñ➻❬➯❱➩✩➧✉➯❣➸✇➫➦➨✯➩❥➲✩➧④❒⑨ú☞➬ ➳✩➤➦➨④➽➾➻✐➷✯➤➦➨❀➥✯➼❥➲❖➬Ü➫➦➻❬➯❣➩ ☎✛✘ ✡❚ð◗ø ➺❦Ýß➯❱➤➦➶✩➤❫➨ü➶✩➯❣➽♥➻❬➩✩➬❱➩✺➫✉➶❖➬❱➩✇➧✉➺❃➬ ➘④➯❣➩✩➧ ➫✭➬❱➩✺➫ñ➨ü➶✩➨
➘✯➯❱➲✩➳✩➺❃➬Üá❣➨❩➨✯➧ ➫☎➬Ü➺❬➯❣➤❫➧❩✃
∇ρα(x1) = βe
2ρ2
∫
x2>0
dr2F (r1 − r2)hA (r1, r2) ✆ ✂ ✂ ✂✭❒✢❏ ☛
➯✄✂✕➺❃➬❚à✻➯❣➤❫➘✯➨
e2F
➨✯➧❫➫➭➺❬➬➹à✻➯❱➤➦➘✯➨❩➥④➺❬➨④➘④➫ñ➤❫➯❣➧❫➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➼❥➲✩➨
e2F (r1 − r2) = e2 (r1 − r2) /|r1 − r2|3 ❒
✧✸➩✷➩✩➯❱➫ñ➬❱➩✺➫
ρB
➺❃➬❄➶✩➨✯➩✩➧❫➻✐➫➦➥❈➘✯➯❱➽➾➽❚➲✇➩✩➨❈ø♥➺ýÝÞ➻❬➩✜✆✩➩✩➻❜➶✩➨✯➧☎➶✩➨✯➲❡ß❀➨④➧➦➳✚➷✯➘✯➨④➧❩➶✩➨❈➳✩➬❱➤❫➫➦➻❬➘✯➲✇➺❬➨✯➧❸➨✬➫
κ
➺ýÝÞ➻❬➩✺➱❱➨✯➤➦➧❫➨
➶✩➨❀➺❃➬✎➺✐➯❣➩✩á❣➲✇➨✯➲✩➤♥➶✒ÝÞ➥✯➘✯➤➦➬❱➩❞➶✩➨üÛ☎➨✯➸✺û❣➨
κ = [8πβe2ρB]
1/2 ð ➺✐➨✯➧♥➳✩➤➦➯ ✆✩➺❬➧❝➶✇➨ü➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫ñ➥ü➧❫➯❣➩✺➫❛➶✩➯❣➩✇➩✩➥✯➧➾➨✯➩
➶✩➻✐➽➾➨④➩✩➧➦➻✐➯❣➩✉➫ñ➤❫➯❣➻❬➧⑨➳❖➬Ü➤❩✃
ρ± = ρ
B +
κ3
16π
[(
1
2(κx)3
+
1
(κx)2
+
1
2κx
)
e−2κx − 1
κx
K2(2κx)
]
✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ☛ ☛
➯✄✂
K2
➨✯➧ ➫☎➲✇➩✩➨❩à✻➯❣➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩❛➶✇➨ ☎ ➨✯➧➦➧❫➨✯➺❦❒✼ú❜➨Ñ➳✩➤❫➯ ✆❖➺✒➶✩➨Ñ➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫ñ➥Ñ➶✩➨④➧➮➳❖➬Ü➤❫➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨✯➧⑨➨④➧❫➫➮➬❱➺❬➯❱➤➦➧★✃
➴
➲✂➘✯➯❣➩✺➫ñ➬❱➘④➫✯ð❖➺❃➬➹➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫➦➥Ñ➨✯➧❫➫➭➶✩➯❱➩✩➩✩➥✯➨➵➬❱➲✂➳✩➤❫➨✯➽♥➻❬➨✯➤ó➯❣➤➦➶✩➤❫➨Ñ➨✯➩
Γ3/2
➳❖➬❱➤❩✃
ρ(0) = ρ− κ
3
48π
✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ✞✥➪ ☛
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á❣➥④➩✩➥✯➻✟➫ñ➥Ñ➶✩➨✯➧❸➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫ñ➥④➧✯ð✡➼❥➲✩➻❜➶✩➻❬➧❫➳❖➬❱➤➦➬ ✏❬➫⑨➨Ïß❡➳✼➯❣➩✇➨✯➩✺➫ñ➻✐➨✯➺❬➺✐➨✯➽♥➨✯➩✺➫⑨➱✛➻✐➫➦➨❩➧➦➲✩➤❸➼❥➲✩➨✯➺✐➼❥➲✩➨✯➧➮➺❬➯❣➩✩á❱➲✩➨✯➲✩➤❫➧⑨➶✒ÝÞ➥✯➘✯➤➦➬❱➩✂➶✩➨
➺❃➬❚➳✩➬❱➤➦➯❣➻❦❒
✂ ✂
ì✑➻✐á❣➲✩➤➦➨ ✂ ✂ ✂✭❒ù➚❡✃❖➢✸➤➦➯✓✆❖➺❜➶✩➨Ñ➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫➦➥Ñ➳✼➯❣➲✇➤➭➲✇➩❀➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬➹ø➹➲✩➩✩➨Ñ➘✯➯❱➽➾➳✚➯❣➧ñ➬Ü➩❥➫➦➨➵➬❱➲❀➘④➯❣➩✺➫✭➬❱➘✬➫➭➶✒Ýß➲✇➩✩➨Ñ➳❖➬❱➤➦➯❱➻
➤➦➥④➳✩➲✩➺✐➧➦➻✐➱❱➨❱❒✛ú☞➬❩➘✯➯❣➲✩➤❫➸✼➨➭➨✯➩♥➫ñ➤➦➬❱➻✐➫✸➳✇➺❬➨✯➻✐➩❄➘✯➯❣➤❫➤➦➨✯➧❫➳✼➯❱➩✩➶✉øÑ➲✩➩❝➳✇➺❃➬❱➧❫➽❝➬❩➬✢➱❣➨④➘
Γ = 0.5
➨④➫
ǫw = 0.5
✂✺➘④➨✯➺✐➺❬➨
➨✯➩✕➫ñ➤➦➬❱➻✐➫◗➽➾➻✶ß❡➫➦➨❱ð❖ø
Γ = 0.5
➨④➫
ǫw = 0
❒
✧✸➩✩➧➦➲✩➻✟➫ñ➨Üð ☎ ❒ ✁❣➬❱➩✇➘✯➯✥➱✛➻❬➘✯➻☞➽♥➯❣➩✺➫ñ➤❫➨➵➼❥➲✩➨❋➺❬➨④➧➭à✻➯❣➩✇➘④➫ñ➻✐➯❣➩✩➧❸➶✩➨➵➘✯➯❣➤❫➤➦➥④➺❃➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✂ø➾➶✇➨✯➲❡ß❀➘✯➯❱➤➦➳✩➧➭➳✩➤➦➥④➧➦➨④➩❥➫➦➨✯➩✺➫Ñ➺❬➨
➺❬➯❱➩✩á❄➶✩➨Ñ➺❃➬➹➳❖➬❱➤❫➯❣➻❜➲✩➩✩➨➵➶✩➥✯➘④➤➦➯❣➻✐➧➦➧➦➬❱➩✩➘✯➨❋➬❱➺✐á❣➥✯➸✩➤❫➻❬➼❥➲✩➨❩➶✩➲✂➫Pû✛➳✼➨
e−κ(x1+x2)/|y1 2|3 ➼❥➲❖➬❱➩✩➶ |y1 2| → ∞ ❒✚òó➨
➘✯➯❱➽➾➳✚➯❣➤❫➫➦➨✯➽♥➨✯➩✺➫❩➬Ü➧❫û✛➽➾➳❡➫ñ➯❱➫➦➻❬➼❥➲✩➨❈➱❱➥✯➤➦➻✠✆❖➨➹➸✩➻✐➨✯➩✳➺❃➬♥➤➦➷④á❣➺❬➨❚➶✇➨➹➧➦➯❣➽♥➽➾➨ ✆ ✂ ✂✭❒✢✜❡❍ ☛Ï❒ ●➭➨④➧❫➫ñ➨➹➨④➩✩➘✯➯❱➤➦➨❄ø✉➳✩➤❫➨✯➩✩➶✩➤❫➨
➨✯➩♥➘✯➯❱➽➾➳✇➫➦➨❸➲✩➩✩➨❸➶✩➻❬➧❫➧❫û✛➽♥➥④➫ñ➤❫➻❬➨⑨➶❖➬Ü➩✩➧✝➺❃➬❩➘✯➯❣➽♥➳✚➯❣➧➦➻✟➫ñ➻❬➯❱➩❚➶✒ÝÞ➲✩➩➾➧ û✛➧❫➫ñ➷④➽➾➨➮øÑ➳✩➺❬➲✩➧❫➻❬➨④➲✩➤➦➧✸➘④➯❣➽➾➳✚➯❣➧➦➬❱➩✺➫ñ➨✯➧✝➨✬➫ ➲✇➩✩➨
➥④➱❱➨✯➩✺➫ñ➲✇➨✯➺❬➺✐➨Ñ➤➦➥✯➳✚➯❣➩✩➧❫➨❋➶✇➻❬➥✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➻✐➼❥➲✩➨❩➶✩➨Ñ➺❃➬❚➳❖➬Ü➤➦➯❣➻❦❒
♠✥♠✥♠☛✲ ✄❖✲ ✙ ✦❋❤✻✧❖✜ ★ ✧  ✎✮✗✔☞✌✳✹❣✞✩★ ♦✸✞✚✜✯✧❖✔✚✣✥✌✷✌✺✣♥♦✗✧✩✠✽✞✚✖◗✹❣✧✩✠✽✧❖✹❱✣✢✤✛✠☛✖✪✜✯✤❥✌❀♦❢✧✩✠
ǫw ≤ 1
✒★➩♥➧➦➬❱➻✐➫✑➼❥➲✒Ýß➲✇➩♥➽❈➲✩➤✱➘✢➬Ü➤ñ➬❱➘✬➫ñ➥✯➤❫➻❬➧❫➥⑨➳❖➬❱➤
ǫw > 1
➤❫➥✯➳✚➯❣➩✩➶♥➬✢➱❣➨✯➘❸➲✩➩✇➨⑨➘✭❮❖➬❱➤➦á❱➨◗➻❬➽➾➬❱á❣➨ ➶✩➨⑨➧➦➻✐á❣➩✩➨◗➯❣➳✇➳✼➯❣➧❫➥⑨ø
➘✯➨④➺❬➺✐➨❁➶✇➨ó➺❃➬⑨➳❖➬Ü➤❫➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨✝➼✛➲✇➻❡➺❬➬➭➘④➤➦➥✯➨ÜðÜ➳✚➯❣➧➦➬❱➩✺➫ ✆✪ø➭➫ñ➤❫➯❣➻❬➧☞➶✩➻✐➽➾➨④➩✩➧➦➻✐➯❣➩✩➧❍☛❜➲✇➩❈➳✩➤❫➯❣➸✩➺❬➷④➽➾➨✝➶✒ÝÞ➨ ✒✼➯❣➩✩➶✇➤➦➨✯➽♥➨✯➩✺➫✑➶✒Ýß➲✇➩✩➨
➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨➹➬✢➱❣➨✯➘❄➧❫➯❣➩é➻❬➽➾➬❱á❣➨❱❒Úò☎ÝÞ➨✯➧❫➫➵➶✩➯❱➩✩➘➹➳✼➯❱➲✩➤❩➺❬➨❚➘✯➬❱➧
ǫw < 1
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1/y3
➼❥➲✩➻❜➱❣➥④➤➦➻✝✆✩➨➵➺❬➬♥➤❫➷✯á❣➺✐➨❩➶✩➨➵➧➦➯❣➽♥➽➾➨
✆ ✂ ✂✭❒✢✜■❍ ☛★☛Ï❒✒➢✗➯❱➲✩➤❩➯❣➸✇➫➦➨✯➩✩➻✐➤★➲✩➩✩➨➹➧❫➯❣➺❬➲✇➫➦➻❬➯❣➩ü➨✬ß❡➳✩➺❬➻✐➘✯➻✟➫ñ➨❱ð✚➻❬➺❢➘✯➯❱➩✩➧➦➻✐➶✩➷✯➤❫➨➹➺❬➨✯➧❩➶✇➻❬➧❫➫ñ➬❱➩✩➘④➨✯➧
x ≫ e2/kBT ➬❱➲é➶✩➨✯➺❬ø
➶✩➨④➧➦➼❥➲✩➨✯➺✐➺❬➨④➧◗➯❣➩❛➳✚➨✯➲✇➫⑨➺✐➻❬➩✩➥✯➬❱➤➦➻✐➧➦➨④➤❁➺✐➨➮à✪➬❱➘✬➫ñ➨④➲✩➤◗➶✩➨ ☎ ➯❣➺✐➫✍☛✯➽➾➬❱➩✩➩❝➘④➯❣➩✺➫ñ➨④➩❖➬❱➩✺➫⑨➺ýÝÞ➻❬➩✺➫➦➨✯➤ñ➬Ü➘④➫ñ➻✐➯❣➩❝➶ÚÝß➲✩➩✇➨★➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❬➨
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x≫ ξD = (4πe2ρB/ǫskBT )−1/2 ≫ e2/kBT ✃
ρ(x)− ρB ≈ −ρB 3
√
3
8
(
1− ǫw
1 + ǫw
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Γ3/2 ln(Γ)e−x/ξD
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➫ñ➤❫➯❣➧❫➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➼❥➲✩➨❛➶✩➥ ✆✩➩✩➻◗➨✯➩ ✆ ✂ ✂✭❒✤❏ ☛✬❒✸ú❜➨❛➳✩➤❫➨✯➽♥➻❬➨④➤❈➫ñ➨④➤➦➽♥➨❛➶✩➨ ✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ✞✽➚ ☛❋➨④➧❫➫❄➺ýÝÞ➥✯➩✇➨✯➤➦á❱➻❬➨✉➘④➻❬➩✩➥✬➫ñ➻❬➼❥➲✩➨✉➫➦➯❱➫✭➬Ü➺❬➨❱❒✑ú❜➨
➧➦➨④➘✯➯❣➩✇➶ ➤➦➨④➳✩➤➦➥④➧➦➨✯➩✺➫➦➨✉➺❃➬✕➧➦➯❣➽♥➽♥➨♥➶✇➨✯➧❈➻✐➩✺➫ñ➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩✇➧Ñ➫➦➯❱➫✭➬Ü➺❬➨✯➧Ñ➨④➩❥➫➦➤➦➨➾➶✩➨✯➲❡ß✎➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨④➧✯ð☞➫ñ➨✯➩✩➬❱➩✺➫❚➘✯➯❱➽➾➳✇➫➦➨❄➶✩➨
➺ýÝÞ➻❬➩✺➫➦➨✯➤ñ➬Ü➘④➫ñ➻✐➯❣➩❈➘④➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸✩➻✐➨✯➩✩➩✩➨ó➨④➫✸➶✩➨⑨➺❦Ýß➻✐➩✺➫ñ➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩❋➱❡➻❬➬☎➺❃➬➮➤➦➥✯➳✩➬❱➤❫➫➦➻✐➫ñ➻✐➯❣➩❚➶✩➨⑨➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨⑨➻✐➩✩➶✩➲✩➻✟➫ñ➨ ➧➦➲✩➤✸➺❬➬☎➳❖➬❱➤❫➯❣➻ý❒
ú❜➨◗➫ñ➤❫➯❣➻❬➧❫➻❬➷✯➽♥➨✝➫ñ➨✯➤❫➽➾➨ó➘✯➯❣➤❫➤➦➨✯➧❫➳✼➯❱➩✩➶❝ø★➺❬➬☎➧➦➯❱➽➾➽♥➨ó➶✩➨④➧✝➥✯➩✩➨④➤➦á❣➻✐➨✯➧✸➶✒ÝÞ➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻✐➯❣➩❚➶✩➨④➧✸➳❖➬❱➤❫➫➦➻❬➘④➲✩➺❬➨④➧✸➬✢➱❣➨✯➘❸➺✐➨✯➲✩➤❫➧
➻❬➽➾➬❱á❣➨④➧✯❒☞òó➯❱➽➾➽♥➨❄➧➦➻❬á❱➩❖➬❱➺❬➥➹➳✇➤➦➥✯➘④➥✯➶✩➨④➽➾➽♥➨✯➩✺➫✯ð❢➨④➩ ➽♥➥✯➘✯➬❱➩✩➻❬➼❥➲✩➨❄➘④➺❃➬❱➧❫➧➦➻❬➼❥➲✩➨Üð☞➳✼➯❣➲✇➤➵➥✬➱✛➻✐➫ñ➨④➤Ñ➶✩➨✯➧➵➳✩➤➦➯❱➸✩➺❬➷④➽➾➨④➧
➶✒ÝÞ➨ ✒✼➯❣➩✩➶✩➤❫➨✯➽♥➨✯➩✺➫★➶✇➨✯➧☎➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨④➧★➶✩➨❋➧➦➻❬á❱➩✩➨✯➧➭➯❣➳✩➳✚➯❣➧➦➥④➧✯ð✚➻❬➺❜à✪➬❱➲✇➫☎➬❱➲✩➧❫➧➦➻❢➘✯➯❣➩✇➧➦➻❬➶✇➥✯➤➦➨④➤☎➼❥➲✩➨❋➺❬➨✯➧➭➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨✯➧➭➯❣➩✺➫
➲✩➩✩➨★➫ñ➬❱➻❬➺✐➺❬➨✗✆❖➩✩➻✐➨❩➨④➫❸➻❬➩✺➫➦➤➦➯✛➶✩➲✩➻❬➤❫➨☎➲✩➩✕➳✚➯❱➫ñ➨④➩✺➫ñ➻❬➨④➺✒➶✩➨❩➘✏✎➵➲✇➤⑨➶✩➲✩➤⑨➨✯➩✺➫➦➤➦➨❩➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨✯➧ ✆
VSD
☛ó➨④➫➭➬✢➱❱➨✯➘Ñ➺❃➬❈➳✩➬❱➤➦➯❣➻
✆
vSD
☛✬❒✚òó➨❋➶✩➨✯➤❫➩✩➻❬➨④➤❸➫➦➨✯➤❫➽➾➨Ñ➩✒ÝÞ➨✯➧ ➫☎➱✛➤ñ➬❱➻✐➽➾➨④➩✺➫➮➩✇➥✯➘✯➨④➧➦➧➦➬❱➻❬➤❫➨❋➼❥➲✩➨❋➼✛➲✩➬❱➩✩➶
ǫw > 1
ð❖➘❱ÝÞ➨✯➧ ➫❫❰❲ø✽❰P➶✩➻✐➤➦➨Ñ➼❥➲❖➬❱➩✩➶❀➲✩➩✩➨
➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨❋➨✬➫★➧➦➯❱➩✷➻❬➽➾➬❱á❣➨Ñ➳✚➯❣➤❫➫➦➨✯➩✺➫★➶✩➨④➧☎➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨④➧★➶✩➨❚➧❫➻❬á❣➩✩➨④➧☎➯❣➳✇➳✼➯❣➧❫➥✯➧❋✃✼➻✐➺☞➫➦➤ñ➬❱➶✇➲✩➻✐➫➮➺❬➨Ñà✪➬❱➻✐➫➭➼❥➲✩➨❚➺✐➨✯➧➮➳❖➬❱➤ ❰
➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨✯➧➮➩✩➨❚➳✚➨✯➲✇➱❱➨✯➩✺➫Ñ➧✯Ýß➬❱➳✩➳✩➤❫➯❡➘✭❮✇➨✯➤❩➶✩➨❚➽♥➯❣➻✐➩✩➧➮➶✇➨
b
➶✇➨❚➺❃➬♥➳❖➬❱➤➦➯❱➻❀✆✻➻ý❒Þ➨❱❒
vSD = 0
➧❫➻
x > b
➨✬➫
vSD = ∞
➧➦➻✐➩✩➯❣➩✒ð❖➨✬➫☎➶✇➨➵➽ ✌✯➽♥➨
VSD(r− r′) ➨✯➧ ➫☎➩❥➲✩➺☞➧❫➻ |r− r′| ➨④➧❫➫➮➳✩➺❬➲✩➧❸á❣➤➦➬❱➩✩➶✩➨➵➼❥➲✒ÝÞ➲✩➩✩➨❈➶✇➻❬➧❫➫ñ➬❱➩✩➘④➨ σ ➨④➫➮➻❬➩✟✆❖➩✩➻❬➨
➧➦➻✐➩✩➯❣➩ ☛Ï❒✟✧✸➩✕➽➾➥④➘✢➬❱➩✇➻❬➼❥➲✩➨❩➘✯➺❬➬❱➧➦➧❫➻❬➼❥➲✩➨Üð✇➺ýÝÞ➻❬➩✺➫➦➥✯á❣➤➦➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩❝➧❫➲✩➤⑨➺❬➨④➧⑨➼✛➲✩➬❱➩✺➫ñ➻✐➫➦➥✯➧⑨➶✩➨❩➽♥➯❣➲✇➱❱➨✯➽♥➨✯➩✺➫❸➨✯➧ ➫❸➻❬➽♥➽➾➥④➶✩➻❃➬☛➫ñ➨
➨④➫✝à✻➯❣➲✇➤➦➩✩➻✟➫✸➳✼➯❱➲✩➤✸➲✩➩✩➨❸➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨◗➲✩➩❄➫ñ➨✯➤❫➽➾➨
1/ (2πλ2α)
3/2 ➯✄✂
λα = ~
√
β/mα
➨✯➧❫➫❁➺❬➬★➺❬➯❣➩✩á❱➲✩➨✯➲✩➤✸➶ÚÝß➯❣➩✇➶✩➨
➫ñ❮✇➨✯➤➦➽♥➻❬➼❥➲✩➨❩➶✇➨➵➶✇➨ ☎ ➤➦➯❣á❣➺✐➻❬➨
✁
❒
òó➨④➫❸❮❖➬Ü➽➾➻✐➺✐➫ñ➯❱➩✩➻❬➨④➩➾➘④➯❣➩✺➫ñ➻❬➨④➩✺➫⑨➲✩➩✕➳✼➯Ü➫ñ➨✯➩✺➫➦➻❬➨✯➺✼➘✯➯❣➲✇➺❬➯❣➽❚➸✇➻❬➨✯➩❝ø❚➲✩➩❛➘✯➯❱➤➦➳✩➧⑨➨✬➫⑨➲✩➩✕➳✼➯Ü➫ñ➨✯➩✺➫➦➻❬➨✯➺✚➘✯➯❱➲✩➺❬➯❣➽❈➸✩➻❬➨④➩
ø❛➶✩➨✯➲✛ß ➘✯➯❣➤❫➳✩➧✯ð✒➫➦➯❣➲✩➧❩➶✩➨④➲❡ß✎ø❛➺❬➯❣➩✩á❱➲✩➨➹➳✼➯❱➤❫➫ñ➥④➨ ✆✪➳❖➬Ü➤❩➤ñ➬❱➳✩➳✚➯❣➤ ➫➵ø✕➺❬➬✉➶✩➻❬➧ ➫✭➬❱➩✇➘✯➨♥ø❛➺❃➬✉➳❖➬❱➤❫➯❣➻✱➳✚➯❣➲✩➤❩➺✐➨➹➳✩➤➦➨Ï❰
➽♥➻❬➨✯➤❸➨✬➫★ø♥➺❃➬➹➶✩➻❬➧ ➫✭➬❱➩✇➘✯➨❈➨④➩✺➫ñ➤➦➨❋➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❬➨④➧❸➳✼➯❣➲✇➤➮➺✐➨➵➧❫➨✯➘④➯❣➩✩➶ ☛Ï❒Úþ➭➩ü➶✩➥✬➱❣➨✯➺✐➯❣➳✩➳✚➨✯➽♥➨✯➩✺➫★➸✇➤➦➲✇➫☎➶✩➨❋➺❬➬♥á❱➤ñ➬❱➩✩➶✇➨
à✻➯❣➩✩➘✬➫ñ➻✐➯❣➩✎➶✇➨❝➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✟➫ñ➻❬➯❱➩ ➨④➩ á❣➤➦➬❱➳✩❮✩➨④➧❈➶✩➨✉❐ü➬✢û❣➨✯➤❈á❣➥✯➩✩➥④➤➦➨④➤ñ➬❱➻✟➫❈➶✩➨④➧❋➫➦➨✯➤➦➽♥➨✯➧❋➶✩➻✐➱❱➨✯➤❫á❣➨✯➩✺➫ñ➧❋➶❖➬❱➩✩➧❋➺❃➬✕➺❬➻✐➽➾➻✟➫ñ➨
➫ñ❮✇➨✯➤➦➽♥➯✛➶✇û✛➩❖➬❱➽♥➻❬➼❥➲✩➨❩➶✩➨❩➱❣➯❱➺❬➲✩➽♥➨❩➻❬➩✜✆✩➩✩➻ýð❡➶✆☎✩➧➭ø♥➺❬➬❚➺❬➯❣➩✇á❣➲✩➨❩➳✚➯❣➤❫➫➦➥✯➨❩➶✩➨Ñ➺ýÝÞ➻❬➩✺➫➦➨✯➤ñ➬Ü➘④➫ñ➻✐➯❣➩❛➘✯➯❱➲✩➺❬➯❣➽❈➸✩➻❬➨④➩✩➩✩➨❱❒
✞
~
✚✛❁ ✒✧✵✲✺✱✭✸✣✙✗✙✬✮✒✧✺☎✒✳✻✾✒ ✬✮✵✮✒✼✰✲✬✮✖✾✜❀✖✾✵✲✺ ✗✮✷✍✵✡✚ ✦✼✷✤✗✮✒ ☛ ✒✼✚❋✒✳✣✍✵✝✗✙✖✪✦❂❁ ✖★✚❋✩✡✷✏✻✽✖✪✗✙✖★✚ ✩ ☛✡✷✍✚✱✖✛✚
✂ ✂
➢✗➯❣➲✇➤☎➱❣➯❣➻✐➤☎➘④➨✯➺❃➬❡ð✼➘④➯❣➩✩➧➦➻✐➶✩➥✯➤❫➯❣➩✩➧★➲✇➩✇✥❖➲✩➻✐➶✩➨❚➘✯➯❱➲✩➺❬➯❣➽❈➸✩➻❬➨④➩ü➺❬➯❱➻❬➩✂➶✩➨❈➫ñ➯❱➲✇➫ñ➨➵à✻➤➦➯❣➩✺➫ñ➻✐➷✯➤❫➨❱ð✚➻ý❒Þ➨❱❒✚➲✩➩✳➧❫û✛➧❫➫➦➷✯➽♥➨
➶✩➻✟➫ ➻✐➩✜✆❖➩✩➻❦ð❣➯✄✂➾➧➦➨✯➲✇➺❬➨➭➻❬➩✺➫ñ➨④➤❫➱✛➻❬➨④➩❥➫❁➺❦Ýß➻✐➩❥➫➦➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩♥øÑ➶✩➨✯➲❡ß➾➘④➯❣➤➦➳✩➧④❒✛ú❢➬➵á❣➤ñ➬Ü➩✩➶✩➨⑨à✻➯❣➩✩➘✬➫ñ➻❬➯❱➩➾➶✩➨➭➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✟➫ñ➻❬➯❱➩♥➳✚➨✯➲❡➫
➧➦➨Ñ➽♥➨④➫❫➫ñ➤➦➨Ñá❣➥④➩✩➥✯➤❫➻❬➼❥➲✩➨④➽➾➨④➩❥➫➭➧❫➯❣➲✩➧❸➺❃➬❚à✻➯❣➤❫➽➾➨❚✃
Ξ =
∞∑
N=0
1
N !
∫
dr1 . . .drN
N∏
i=1
zeff (i)
N∏
i<j
e−βeiejv(i,j)
✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ✞✣✜ ☛
➯✄✂
v(i, j)
➤➦➨④➳✩➤➦➥④➧➦➨✯➩✺➫➦➨➵➫➦➯❣➲✇➫ñ➨Ñ➺❦Ýß➻✐➩❥➫➦➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩❛ø➹➶✩➨④➲❡ß✕➘④➯❣➤➦➳✩➧❸➨✬➫
zeff (i)
➘④➯❣➩✺➫ñ➻❬➨④➩✺➫⑨➫ñ➯❣➲✩➧❸➺✐➨✯➧◗➫ñ➨④➤➦➽♥➨✯➧➭ø➹➲✩➩
➘✯➯❱➤➦➳✩➧④❒✩ú☞➬❋➶✩➥④➘✯➯❣➽♥➳✚➯❣➧➦➻✟➫ñ➻❬➯❱➩➾➨④➩✉á❣➤ñ➬Ü➳✩❮✩➨✯➧ó➶✩➨❩❐ü➬✢û❱➨✯➤◗➧④Ýß➯❣➸❡➫ñ➻❬➨④➩✺➫◗➨✯➩❝➥✯➘✯➤❫➻✐➱Ü➬❱➩✺➫
e−βeaebv(a,b) = fab+1
❒✑✧✸➩
➶✩➥✬➱❣➨✯➺✐➯❣➳✩➳❖➬Ü➩❥➫ó➫ñ➯❣➲✩➧ó➺❬➨✯➧ ➳✩➤➦➯✛➶✩➲✩➻✟➫ñ➧ ➶✩➨
(fab +1)
ð❡➯❱➩✉➯❣➸✇➫➦➻❬➨✯➩✺➫ó➺❃➬❈á❣➤➦➬❱➩✩➶✩➨➭à✻➯❣➩✩➘✬➫ñ➻❬➯❱➩✉➶✩➨★➳❖➬Ü➤❫➫ñ➻✟➫ñ➻✐➯❣➩➾➧❫➯❣➲✩➧◗➺❬➬
à✻➯❣➤❫➽➾➨✝➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨❁➧➦➯❣➽♥➽♥➨✸➶✩➨ á❱➤ñ➬❱➳✩❮✇➨✯➧❢➯✄✂❈➶✩➨④➲❡ß➵➳✚➯❣➻❬➩✺➫ñ➧☞➳✚➨✯➲✇➱❱➨✯➩✺➫✤✌✬➫ñ➤➦➨❁➤➦➨④➺❬➻✐➥✯➧❜➳❖➬❱➤❢➬❱➲❋➳✩➺❬➲✇➧❢➲✇➩❈➺❬➻✐➨✯➩
fab
❒✽➢✗➯❱➲✩➤
➺❬➨❁➳✚➯❱➫ñ➨④➩❥➫➦➻❬➨④➺✛➘④➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸✩➻✐➨✯➩Ñ➼❥➲✩➻❡➶✇➥✯➘✯➤❫➯ ✏❬➫✗➨✯➩
1/r
ð✥➲✩➩✩➨ ➘✯➯❣➩✺➫ñ➤❫➻❬➸✩➲❡➫ñ➻❬➯❱➩❋➧❫➻❬➽♥➳✩➺❬➨✝➨✯➩
∫
drb (e
−βeaebv(ra,rb)−1)
➨✯➧ ➫➭➶✩➻✐➱❱➨✯➤➦á❱➨✯➩✺➫ñ➨➵➼❥➲❖➬❱➩✩➶✂➺ýÝÞ➻❬➩✺➫ñ➥④á❣➤ñ➬☛➫ñ➻❬➯❱➩✉➧➦➨❩à✪➬❱➻✟➫❸➧➦➲✩➤❸➲✩➩✕➱❣➯❣➺✐➲✩➽♥➨★➻❬➩✜✆✩➩✩➻ý❒
þ➮➩✩➨❋➤➦➨④➧➦➧➦➯❱➽➾➽➾➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✂➳❖➬❱➤❫➫➦➻❬➨④➺❬➺❬➨❩➶✇➨❈➘✯➨④➤❫➫ñ➬❱➻❬➩✩➧➭á❣➤➦➬❱➳✩❮✩➨④➧✯ð✚➶✩➲ü➫Pû✛➳✼➨❋➶✩➨❈➘④➨✯➺✐➺❬➨Ñ➻❬➩✺➫ñ➤❫➯❡➶✇➲✩➻✐➫➦➨➵➳✩➬❱➤★❐✂➨✯➨✯➤❫➯❣➩
✆✪➘✬à❲❒ ✞ß❐❀➨✯➨✎✏■❏✫✠ ☛➭ð✇➳✚➨✯➤❫➽➾➨✬➫◗➶✒ÝÞ➯❣➸✇➫➦➨✯➩✩➻✐➤◗➶✩➨④➧⑨➘✯➯❣➩✺➫ñ➤❫➻❬➸✩➲❡➫ñ➻❬➯❱➩✩➧ ✆❖➩✇➻❬➨✯➧◗ø❈➺❃➬❈➺✐➻❬➽♥➻✐➫➦➨◗➫ñ❮✩➨④➤➦➽♥➯❡➶✇û✛➩❖➬Ü➽➾➻✐➼✛➲✇➨❱❒✇òó➨④➫➦➫➦➨
➤➦➨④➧➦➧❫➯❣➽➾➽➾➬Ü➫➦➻❬➯❣➩❛➨Ïß✩➬Ü➘④➫ñ➨➵➳✚➨✯➤➦➽♥➨④➫❸➨④➩❀➨✕✒Ú➨✬➫☎➶ÚÝß➻✐➩❥➫➦➤➦➯✛➶✩➲✩➻✐➤➦➨★➧ û❡➧ ➫ñ➥④➽❝➬Ü➫➦➻❬➼❥➲✩➨④➽➾➨④➩❥➫➮➺ýÝÞ➨ ✒✼➨④➫❸➶ÚÝß➥④➘✯➤ñ➬Ü➩❀➨④➩❥➫➦➤➦➨➵➺❬➨④➧
➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨✯➧➭➨④➫➮➨✯➩✩á❣➨④➩✩➶✩➤❫➨❚➲✩➩✩➨❋➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻❬➯❱➩ü➨ ✒✼➨✯➘✬➫ñ➻✟➱❣➨❈➨④➩✺➫ñ➤➦➨❋➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❬➨④➧➮➶✇➨❈➘✯➯❱➲✩➤❫➫➦➨❈➳✚➯❣➤❫➫➦➥✯➨❱❒✼ú✸Ýß➻✐➶✩➥✯➨➵➨✯➧ ➫
➶✒ÝÞ➥✯➘④➤➦➻❬➤❫➨
fab
➘✯➯❣➽♥➽♥➨☎➺❃➬❋➧➦➯❣➽♥➽➾➨➮➶✩➨❩➶✩➨④➲❡ß❛➺✐➻❃➬❱➻✐➧➦➯❣➩✩➧
e−βeaebv(a,b) − 1 + βeaebv(a, b) ➨✬➫ −βeaebv(a, b)
➳✩➲✩➻✐➧◗➶✩➨❩➤❫➨✯➧➦➧❫➯❣➽♥➽➾➨④➤ ➫ñ➯❱➲✩➧⑨➺❬➨④➧◗á❣➤ñ➬Ü➳✩❮✩➨✯➧⑨➨④➩❛➘✭❮❖➬ ✏❬➩✩➨❩➶✩➨★➺✐➻❃➬❱➻✐➧➦➯❣➩✩➧ −βeaebv(a, b) ❒✩ú☞➬❚➧➦➯❱➽➾➽♥➨☎➶✩➨➮➫ñ➯❣➲✇➫➦➨✯➧
➺❬➨④➧⑨➘✭❮❖➬ ✏❬➩✩➨✯➧➭➨✯➩✺➫ñ➤❫➨Ñ➶✩➨✯➲❡ß✂➳✚➯❣➻✐➩❥➫➦➧⑨➨✯➧ ➫➮➥④á✺➬❱➺✐➨Ñø✕✃
F c c = −βeaeb
{
v(ra, rb) +
∞∑
N=1
∫ N∏
i=1
(∑
αi
βe2αizαidri
)
v(ra, r1) v(r1, r2) . . . v(rN , rb)
}
✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ✞✎✍ ☛
Û★➬❱➩✩➧❁➲✩➩❄➧❫û✛➧ ➫ñ➷✯➽♥➨➭➻❬➩✜✆❖➩✇➻✩➯✄✂
zα
➨④➧❫➫❁➻❬➩✇➶✩➥✯➳✚➨✯➩✩➶✩➬❱➩✺➫ ➶✇➨➭➺❬➬★➳✼➯❱➧➦➻✐➫➦➻❬➯❣➩➹➨✬➫
v(ra, rb)
➩✒ÝÞ➨✯➧❫➫❁à✻➯❣➩✩➘✬➫ñ➻✐➯❣➩➹➼❥➲✩➨
➶✩➨ |ra− rb| ð✇➯❣➩❛➳✚➨✯➲❡➫⑨➳❖➬❱➧❫➧➦➨✯➤⑨➨④➩✉➫ñ➤➦➬❱➩✩➧❫à✻➯❱➤➦➽♥➥✯➨☎➶✇➨Ñì✡➯❱➲✩➤➦➻✐➨✯➤❁➨④➫⑨➺❬➬❈➧➦➯❣➽♥➽♥➨☎➳✩➤❫➥✯➘✯➥④➶✩➨✯➩✺➫➦➨➵➧❫➨★➫ñ➤❫➯❣➲✇➱❣➨ ✌④➫ñ➤❫➨
➲✩➩✩➨➹➧❫➲✩➻✐➫➦➨❚á❣➥④➯❣➽➾➥✬➫ñ➤❫➻❬➼❥➲✩➨❈➨④➩
v(k) = 4π/k2
❒ ✒★➩✳➫ñ➤❫➯❣➲✇➱❣➨ ✆✩➩❖➬❱➺❬➨④➽➾➨④➩✺➫★➼❥➲✩➨
F c c = −βeaebe−κrab/rab
➯✄✂
κ = (4πβ
∑
α e
2
αzα)
1/2 ❒ ✒★➩✳➤➦➨✬➫ñ➤❫➯❣➲✇➱❣➨❈➺❃ø❝➲✩➩✇➨❚➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻✐➯❣➩ü➨✕✒Ú➨④➘④➫ñ➻✟➱❣➨❚➨④➩✺➫ñ➤➦➨➹➳✩➬❱➤❫➫➦➻❬➘✯➲✇➺❬➨✯➧➮➥✯➘④➤ñ➬❱➩✺➫ñ➥④➨
➧➦➲✇➤❚➺❃➬✂➺❬➯❣➩✩á❱➲✩➨✯➲✩➤➵➶✒ÝÞ➥✯➘④➤ñ➬❱➩
κ−1
❒✑ú✝Ýß➬❱➩❖➬Ü➺✐û✛➧➦➨♥➫ñ➯❣➳✚➯❣➺❬➯❱á❣➻❬➼❥➲✩➨❄➶✩➨④➧❚➶✩➻❃➬Üá❣➤ñ➬❱➽♥➽♥➨✯➧Ñ➽➾➯❱➩❥➫➦➤➦➨♥➼❥➲✩➨❝➫ñ➯❱➲✇➫ñ➨④➧❚➺❬➨④➧
➘✯➯❱➩❥➫➦➤➦➻✐➸✩➲✇➫ñ➻✐➯❣➩✩➧◗à✻➯❣➩✺➫➭➻❬➩✺➫➦➨✯➤❫➱❱➨✯➩✩➻✐➤⑨➶✩➨✯➲✛ß✕➫Pû❡➳✚➨✯➧➭➶✩➨Ñ➺❬➻❬➬❱➻❬➧❫➯❣➩✩➧◗➼❥➲✩➻❜➧④Ýß➨Ïß❡➳✩➤➦➻✐➽➾➨④➩❥➫➮➲✩➩✩➻✐➼❥➲✩➨✯➽♥➨✯➩✺➫➭➨✯➩✕à✻➯❣➩✩➘✬➫ñ➻❬➯❱➩
➶✩➨✕➘✯➨✬➫➦➫➦➨❀➻✐➩❥➫➦➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩ ➨✕✒Ú➨④➘④➫ñ➻✟➱❣➨✕➥✯➘④➤ñ➬❱➩✺➫➦➥✯➨
F c c
❒✝➢✗➬❱➤➹➘✯➯❱➩✩➧➦➥④➼✛➲✇➨✯➩✺➫✢ðó➬❱➳✩➤➦➷④➧❄➘✯➨④➫❫➫ñ➨✕➤➦➨④➧➦➧❫➯❣➽➾➽➾➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✒ð✗➺❬➨④➧
á❣➤➦➬❱➳✩❮✩➨④➧✑➼❥➲✩➨◗➺❦Ýß➯❣➩❈➬★ø☎➘④➯❣➩✩➧➦➻✐➶✩➥✯➤❫➨✯➤✗➧➦➯❣➩✺➫✸➸✩➻✐➨✯➩❋➶✩➥ ✆❖➩✇➻❬➧✱➶❖➬Ü➩✩➧✑➺❬➬➮➺❬➻✐➽➾➻✟➫ñ➨✑➫➦❮✩➨✯➤❫➽➾➯✛➶✇û✛➩❖➬❱➽♥➻❬➼❥➲✩➨Ü❒❱Û➮➨ó➳✩➺✐➲✩➧✯ð☛➺❬➨④➧
➨✬ß❡➳✩➤❫➨✯➧❫➧➦➻❬➯❱➩✩➧ó➶✩➻❬➬❱á❣➤➦➬❱➽➾➽➾➬Ü➫➦➻❬➼❥➲✩➨✯➧✸➧❫➨➮➶✇➥④➱❣➨④➺❬➯❣➳✇➳✼➨④➩❥➫ó➧❫û✛➧❫➫➦➥✯➽➾➬Ü➫ñ➻✐➼❥➲✩➨✯➽♥➨✯➩✺➫◗➨④➩❝➳✩➲✇➻❬➧➦➧➦➬❱➩✩➘④➨☎➶✩➨➭➺❃➬Ñ➘✯➯❣➩✇➧❫➫✭➬Ü➩❥➫➦➨
➶✩➨➾➘✯➯❣➲✩➳✇➺❃➬❱á❣➨Üð❜➶✩➨➾à✪➬Üí✯➯❣➩✎➧➦➻❬➽♥➳✩➺✐➨♥➺✐➯❣➤➦➧❫➼❥➲✒Ýß➯❱➩ ➻❬➽♥➳✚➯❣➧➦➨❄➺❃➬✕➘✯➯❱➩✩➶✩➻✐➫➦➻❬➯❣➩ ✆ ✂ ✂✭❒ù➚ ✍ ☛✬❒ ✂P➺✝➨✯➧ ➫➹➬❱➻✐➩✩➧➦➻✝➳✚➯❣➧➦➧❫➻❬➸✩➺✐➨❄➶✩➨
á❣➥④➩✩➥✯➤❫➨✯➤❸➶✩➨✯➧➭➶✩➥✬➱❣➨✯➺✐➯❣➳✩➳✚➨✯➽♥➨✯➩✺➫ñ➧➮ø❚à✪➬❱➻❬➸✇➺❬➨★➘④➯❣➲✩➳✩➺❬➬❱á❣➨❱❒
✄➮➯❱➫➦➤➦➨❄➫ñ➤➦➬✥➱Ü➬❱➻✐➺✸➬❀➘④➯❣➩✩➧❫➻❬➧❫➫➦➥❝ø✕➲✇➫➦➻❬➺❬➻✐➧➦➨④➤❩➳✼➯❣➲✇➤➵➺❬➬✂➳✇➤➦➨✯➽♥➻❬➷④➤➦➨➹à✻➯❣➻✐➧✯ð❜➺❬➨④➧Ñ➶✩➥④➱❱➨✯➺❬➯❱➳✩➳✼➨④➽➾➨④➩✺➫ñ➧❈➨④➩ á❣➤➦➬❱➳✩❮✩➨④➧
➶✩➨♥❐ü➬✢û❱➨✯➤Ñ➬✓✆❖➩é➶✒ÝÞ➥④➫➦➲✩➶✩➻✐➨✯➤✯ð✼➳✼➯❱➲✩➤★➲✩➩❖✥❖➲✩➻✐➶✩➨❚➘④➯❣➲✩➺❬➯❱➽❚➸✩➻❬➨④➩✷➺❬➻✐➽➾➻✟➫ñ➥Ñ➳❖➬❱➤☎➲✩➩✩➨❚➳❖➬Ü➤➦➯❣➻❦ð✼➺✐➨❚➶✩➥④➱❱➨✯➺✐➯❣➳✩➳✚➨✯➽♥➨✯➩✺➫
➨✯➩ à✻➲✩á❣➬❱➘✯➻✟➫ñ➥❝➶✇➨✯➧➹➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫ñ➥✯➧
ρα(x) = ρα(x; {zγ}) ➳✩➲✩➻✐➧❚➶✩➨✉➺✐➨✯➧➹➤❫➥✯➨✬ß❡➳✩➤❫➻❬➽♥➨✯➤④ð✱➬❱➲ ➽♥➯❣➻❬➩✇➧❚➬❱➲ ➳✩➤❫➨✯➽♥➻❬➨④➤
➯❣➤❫➶✩➤➦➨❩➶❖➬Ü➩✩➧◗➺❃➬❚➘④➯❣➩✩➧ ➫✭➬❱➩✺➫ñ➨❩➶✇➨❩➘✯➯❣➲✩➳✇➺❃➬❱á❣➨Üð✇➨④➩✕à✻➯❱➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩✉➩✇➯❣➩✕➳✩➺❬➲✩➧ó➶✩➨✯➧⑨à✻➲✩á✺➬Ü➘✯➻✐➫➦➥✯➧
zγ
➽➾➬❱➻❬➧ ➶✩➨✯➧⑨➶✇➨✯➩✩➧❫➻✐➫ñ➥④➧
➱❣➯❱➺❬➲✩➽♥➻❬➼❥➲✩➨④➧
ρBγ
❒
♠✥♠✥♠☛✲ ❉✒✲ ❉ ✦➵✠✽✞ ✪✑❤ ✟ ★ ✌✛✜❚✌❥✣➾✜✯✞✚❤✪✮☞✣✥✖✪✞✚✔❢✜
ú☞➬ ➶✩➻✠✔♥➘✯➲✩➺✟➫ñ➥❛➩✩➯❣➲❡➱❣➨✯➺✐➺❬➨❛➺✐➯❣➤➦➧❫➼✛➲ÚÝß➯❣➩➏➧④Ýß➻✐➩❥➫➦➥✯➤❫➨✯➧➦➧❫➨✷➬❱➲➏➱❣➯❱➻❬➧➦➻✐➩❖➬❱á❣➨❝➶✒Ýß➲✇➩✩➨❀➳✩➬❱➤➦➯❣➻◗➬✥û❣➬❱➩✺➫❝➲✇➩✩➨✕➤➦➥✯➳✚➯❣➩✩➧❫➨
➥✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➯❱➧❫➫✭➬☛➫ñ➻❬➼❥➲✩➨Üð✒➨✯➧ ➫Ñ➼❥➲✩➨❄➺❬➨✯➧➮à✻➲✩á✺➬❱➘④➻✐➫ñ➥④➧❩➨ ✒✼➨✯➘✬➫ñ➻✐➱❱➨✯➧④ð❜➼✛➲✇➻✱➧✯ÝÞ➻❬➩✺➫ñ➤❫➯❡➶✇➲✩➻❬➧❫➨✯➩✺➫Ñ➶❖➬❱➩✩➧❩➺❬➬✉➶✩➥✯➘④➯❣➽♥➳✼➯❣➧❫➻✐➫➦➻❬➯❣➩❀➨✯➩
á❣➤➦➬❱➳✩❮✩➨④➧✱➶✩➨⑨❐❀➬✥û❱➨✯➤✸➨✬➫✱➼❥➲✩➻✇➘④➯❣➩✺➫ñ➻✐➨✯➩✩➩✩➨④➩✺➫✱➫ñ➯❣➲✇➧✑➺❬➨④➧✑➨✕✒Ú➨✬➫ñ➧✸ø☎➲✇➩❚➘✯➯❣➤❫➳✩➧✯ðÜ➩✩➨◗➧❫➯❣➩✺➫✱➳✩➺✐➲✩➧✑➘④➯❣➩✩➧❫➫ñ➬❱➩✺➫ñ➨④➧✸➘✯➯❣➽♥➽➾➨
➘❱ÝÞ➨✯➧ ➫✑➺✐➨✸➘✢➬❱➧☞➳✚➯❣➲✩➤❜➲✩➩➵➧❫û✛➧ ➫ñ➷✯➽♥➨❁➻❬➩✜✆❖➩✇➻❣➯❣➲Ñ➳✼➯❱➲✩➤☞➺❬➨✑➱❱➯❣➻❬➧❫➻❬➩❖➬❱á❱➨✸➶✒Ýß➲✇➩✩➨ ➳✩➬❱➤➦➯❣➻❱➧➦➻❬➽♥➳✩➺✐➨❱❒✢ú☞➬◗à✻➲✩á✺➬Ü➘✯➻✐➫➦➥✸➨ ✒✼➨✯➘✬➫ñ➻✐➱❱➨
zeff (x)
➘✯➯❣➩✺➫➦➻❬➨✯➩✺➫❈➨✯➩ ➨ ✒✼➨④➫❄➺✐➨➾à✪➬❱➘✬➫ñ➨④➲✩➤❈➶✩➨ ☎ó➯❣➺✐➫✍☛✯➽➾➬❱➩✩➩ ➶✇➨✉➺ýÝÞ➥✯➩✩➨④➤➦á❣➻✐➨➾➶ÚÝß➻✐➩❥➫➦➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩ ➥④➺❬➨④➘④➫ñ➤❫➯❣➧❫➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➼❥➲✩➨
➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨❩➳❖➬Ü➤❫➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨❩➬✢➱❣➨④➘➵➺✐➨☎➽❚➲✇➤⑨➶✩➻❬➥④➺❬➨✯➘✬➫ñ➤❫➻❬➼❥➲✩➨☎➯❱➲✂➘④➯❣➩✩➶✩➲✇➘④➫ñ➨④➲✩➤⑨➳❖➬❱➤ à✪➬❱➻✐➫ó➨④➫
zeff (x)
➨✯➧ ➫➭➳✩➤➦➯❣➳✚➯❣➤ ➫ñ➻❬➯❱➩✩➩✩➨✯➺✐➺❬➨
ø❛✃
exp
{
−
(
1− εw
1 + εw
)
βe2α
4ǫsx
}
✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ✞ ✏ ☛
✧✸➩❀➘④➯❣➩✩➧❫➥✯➼❥➲✩➨✯➩✇➘✯➨❱✃
➬ ☛
zeff
➫➦➨✯➩✩➶❚➱❱➨✯➤➦➧✸➧➦➬➮➱Ü➬❱➺❬➨④➲✩➤✑➨④➩❚➱❣➯❣➺✐➲✩➽♥➨◗➬❱➲✩➧❫➧➦➻❡➺❬➨✯➩✺➫➦➨✯➽♥➨✯➩✺➫✸➼❥➲✩➨◗➺✐➨ó➳✚➯❱➫ñ➨④➩❥➫➦➻❬➨④➺❡➘④➯❣➲✩➺❬➯❱➽❚➸✩➻❬➨④➩❚ø☎á❱➤ñ➬❱➩✩➶✇➨
➶✩➻✐➧❫➫ñ➬❱➩✩➘✯➨Ü❒
➸ ☛
zeff
➱Ü➬❱➤➦➻✐➨❩➨✬ß❡➳✼➯❱➩✩➨✯➩✺➫ñ➻✐➨✯➺✐➺❬➨✯➽♥➨✯➩✺➫⑨➱✛➻✐➫➦➨Ñ➬❱➲❛➱❣➯❣➻✐➧➦➻✐➩❖➬❱á❣➨❩➶✩➨Ñ➺❬➬❄➳✩➬❱➤➦➯❣➻❦❒
✞❡➻Ú➺❬➬❋➘④➯❣➩✩➧❫➫ñ➬❱➩✺➫ñ➨★➶✇➻❬➥✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➻✐➼❥➲✩➨➮➶✇➲❛➽❚➲✩➤ ✆
ǫmur
☛❁➨④➧❫➫⑨➧❫➲✩➳✼➥④➤➦➻✐➨✯➲✩➤❫➨★ø❈➘④➨✯➺❬➺✐➨➮➶✇➲❛➧➦➯❣➺✟➱❱➬Ü➩❥➫✝✆
ǫs
☛❁➘④➯❣➩✺➫ñ➨④➩❖➬❱➩✺➫
➺❬➨ ✥❖➲✇➻❬➶✩➨✕➶✩➨✕➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✯➧ ✆
ǫmur > ǫs ⇒ ǫw > 1 ☛✬ð✸➺❬➬✳➳❖➬❱➤➦➯❱➻⑨➨✯➧❫➫❝➬Ü➫❫➫ñ➤ñ➬Ü➘④➫ñ➻✟➱❣➨✕➨④➫➾➺❃➬✷à✻➲✩á❣➬❱➘✯➻✟➫ñ➥❛➨ ✒✼➨✯➘✬➫ñ➻✟➱❣➨
➘✯➤❫➯ ✏❬➫♥➨Ïß✇➳✚➯❣➩✩➨④➩✺➫ñ➻❬➨④➺❬➺✐➨✯➽♥➨✯➩✺➫➾➱✛➻✟➫ñ➨✂➳✩➤➦➷④➧❝➶✩➨❀➺❃➬é➳❖➬❱➤➦➯❱➻ý❒ ✞❡➻❸➺❃➬é➘✯➯❣➩✇➧❫➫✭➬Ü➩❥➫➦➨✷➶✩➻✐➥✯➺❬➨④➘④➫➦➤➦➻❬➼❥➲✩➨✂➶✩➲ ➽❚➲✩➤♥➨✯➧❫➫❝➻❬➩❡❰
à✻➥✯➤❫➻❬➨④➲✩➤➦➨❛ø❀➘✯➨✯➺✐➺❬➨➾➶✩➲ ➧➦➯❣➺✟➱Ü➬❱➩✺➫ ✆
ǫw < 1
☛✬ð❢➺❃➬ü➳❖➬Ü➤➦➯❣➻❁➨✯➧ ➫❄➤➦➥✯➳✇➲✩➺❬➧❫➻✐➱❣➨❝➨④➫➹➺❬➬❀à✻➲✩á✺➬❱➘④➻✐➫➦➥❝➨ ✒✼➨✯➘✬➫ñ➻✟➱❣➨✉➧④Ýù➬❱➩✇➩✛➲✇➺❬➨
➨✬ß❡➳✚➯❣➩✩➨④➩❥➫➦➻❬➨④➺❬➺❬➨④➽➾➨④➩✺➫⑨➱❡➻✟➫ñ➨❩➺✐➯❣➤➦➧❫➼✛➲ÚÝß➲✩➩✇➨➵➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨➵➧✯Ýß➬❱➳✩➳✇➤➦➯✛➘✭❮✩➨Ñ➶✩➨Ñ➺❃➬➹➳❖➬❱➤❫➯❣➻ý❒
❊ ✞✼❤✪✮❜✣✽✖✪✞✚✔ ♦✸✞✼✮☞✠❝✣✥✠✽✧❖✖✙✣✥✌❥✠♥❤✪✧ ❤✻✞✚✔✙✌✚✮☞✌✷♦✸✞✡✠✽✣✢✤✛✌ü✄❢✌✛✜✁ P✮✂✌✚✧✩✹✺✖✻✣✥✤✛✜
✄➮➯❣➲✇➧➮➬✢➱❱➯❣➩✩➧❸➽➾➻✐➧◗➬❱➲✕➳✚➯❣➻❬➩✺➫⑨➲✇➩✩➨❩➤➦➥④➯❣➤➦á✺➬Ü➩✩➻❬➧➦➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✉➶✩➨④➧➭➶✇➻❃➬❱á❣➤➦➬❱➽♥➽➾➨④➧ ➼❥➲✩➻❜➳✚➨✯➤❫➽➾➨✬➫⑨➶✩➨Ñ➽➾➯❱➩❥➫➦➤➦➨④➤◗➼❥➲✩➨
➺❬➨④➧✑➨✕✒Ú➨✬➫ñ➧✸➘✯➯❱➺❬➺❬➨④➘④➫➦➻✐à✻➧❢➶✒Ýß➥④➘✯➤➦➬❱➩✒ð❱➶✩➬❱➩✩➧✱➲✩➩✇➨⑨➤➦➨✯➳✇➤➦➥✯➧❫➨✯➩✺➫✭➬☛➫ñ➻❬➯❱➩➹➶✩➻❃➬❱á❱➤ñ➬❱➽♥➽❝➬☛➫ñ➻❬➼❥➲✩➨✸➶✇➨❸❐ü➬✢û❣➨④➤✝➬✥➱❱➨✯➘❸➶✩➨④➧✱➤➦➷④á❣➺❬➨④➧
➫ñ➯❱➳✼➯❣➺✐➯❣á❣➻✐➼✛➲✇➨✯➧❸➽➾➯✛➶✩➻✠✆❖➥✯➨④➧✯ð❖➤➦➨✬➱✛➻❬➨✯➩✇➩✩➨✯➩✺➫❩ø♥➤➦➨④➽➾➳✩➺❬➬❱➘✯➨④➤❸➺❃➬➹à✻➲✩á✺➬❱➘④➻✐➫ñ➥➵➨ ✒✼➨✯➘✬➫ñ➻✟➱❣➨
zeff
ð✡➫➦➨✯➩❖➬Ü➩❥➫☎➘✯➯❣➽♥➳✇➫➦➨❋➶✩➨④➧
▲✄✂★▲✬◆✙❑ ☎❝❙❡▼♣⑥✭❘☛■ ❍❖❑
ð✩➳✩➬❱➤⑨➲✩➩✩➨Ñà✻➲✩á✺➬❱➘④➻✐➫➦➥★➨ ✒✼➨✯➘✬➫ñ➻✐➱❱➨❋➤❫➨✯➩✩➯❱➤➦➽➾➬❱➺❬➻✐➧➦➥✯➨
z[1](x)
➼❥➲✩➻❜➨④➧❫➫☎ø➹➘✯➯❣➲✩➤ ➫ñ➨Ñ➳✚➯❣➤❫➫➦➥✯➨❄✃
z[1]α (x) = zαe
− 1
2
βe2α[φ1(r,r
′)−vc(r,r′)]r=r′ ✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ✞✣❍ ☛
➯✄✂❋➺❃➬◗➫ñ➤➦➬❱➩✩➧❫à✻➯❱➤➦➽♥➥✯➨✝➶✩➨ ì✡➯❱➲✩➤➦➻✐➨✯➤☞➶✩➨
φ1(r, r
′)
➺❬➨✝➺❬➯❣➩✇á➮➶✩➲❋➳✩➺❃➬Ü➩➵➶✇➨ ➺❬➬➭➳❖➬Ü➤➦➯❣➻✺➨④➧❫➫✱➧❫➯❣➺❬➲❡➫ñ➻❬➯❱➩➵➶ÚÝß➲✩➩✇➨ ➥④➼✛➲✩➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩
➶✩➲✕➫Pû✛➳✼➨❄✃
[
∂2
∂x2
− κ21(x)− l2
]
φ1(x, x
′, l) = −4πδ(x− x′) ✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ✞✩★ ☛
Û★➬❱➩✇➧❩➘✯➨④➫❫➫ñ➨❄➥✯➼❥➲❖➬☛➫ñ➻❬➯❱➩✒ðÚ➺❬➬➾à✻➯❣➩✩➘✬➫ñ➻❬➯❱➩
κ21(x)
ð✼➺❬➻✐➩✩➥✢➬❱➻✐➤➦➨❋➨✯➩é➺❬➨④➧☎à✻➲✩á✺➬❱➘④➻✐➫➦➥✯➧★➨✕✒Ú➨④➘④➫ñ➻✟➱❣➨④➧✯ð✒➫ñ➨④➩✩➶ ➘✯➯❣➽♥➽➾➨
1/x
➼❥➲❖➬❱➩✩➶
x
➫➦➨✯➩✩➶ ➱❣➨✯➤❫➧❈➺❦Ýß➻✐➩✜✆❖➩✩➻✑➱❱➨✯➤❫➧❋➲✩➩✇➨➾➘④➯❣➩✩➧❫➫ñ➬❱➩✺➫ñ➨♥➩✩➯❣➩✎➩✛➲✇➺❬➺❬➨Üð
(κB1 )
2 ❒ ✒★➩ ➳✼➨④➲✇➫❈➨④➩✎➶✇➥✯➶✩➲✩➻✐➤➦➨♥➼❥➲✩➨ φ1
➶✩➥④➘✯➤➦➯ ✏❬➫❛➨Ïß✇➳✚➯❣➩✩➨④➩✺➫ñ➻❬➨④➺❬➺✐➨✯➽♥➨✯➩✺➫❛➱✛➻✐➫ñ➨❀➱❣➨✯➤❫➧ ☛✯➥✯➤❫➯ ➼❥➲❖➬Ü➩✩➶
x
➫➦➨✯➩✩➶ ➱❣➨④➤➦➧✕➺ýÝÞ➻❬➩✜✆✩➩✩➻ý❒ ✒★➩ ➬ ➬Ü➻❬➩✩➧❫➻★➻❬➩✺➫ñ➤❫➯❡➶✇➲✩➻✐➫
➧❫û✛➧ ➫ñ➥✯➽➾➬Ü➫➦➻❬➼❥➲✩➨✯➽♥➨✯➩✺➫✕➺❦Ýß➨✕✒Ú➨✬➫✕➶✒Ýß➥④➘✯➤➦➬❱➩ ➶✩➨✳➺ýÝÞ➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻✐➯❣➩➉➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨✳➳❖➬Ü➤❫➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨✷➬✢➱❣➨④➘✎➧❫➯❣➩ ➻❬➽➾➬❱á❣➨✂➨④➫✕➘④➨④➫➦➫➦➨
➻❬➩✺➫➦➨✯➤ñ➬Ü➘④➫ñ➻✐➯❣➩ü➤❫➨✯➩✩➯❱➤➦➽➾➬❱➺❬➻✐➧➦➥✯➨➵➧➦➨❋➫ñ➤➦➯❱➲✇➱❣➨❚➸✇➻❬➨✯➩ ✌✬➫ñ➤❫➨➹ø❝➘✯➯❱➲✩➤❫➫➦➨❚➳✼➯❱➤❫➫ñ➥④➨❈➧❫➲✩➤★➼❥➲✩➨✯➺✐➼❥➲✩➨✯➧❩➺✐➯❣➩✩á❣➲✩➨④➲✩➤➦➧➮➶✒ÝÞ➥✯➘✯➤➦➬❱➩
➬❱➲❛➱❣➯❱➻❬➧➦➻✐➩❖➬❱á❣➨❩➶✇➨➵➺❬➬➹➳❖➬❱➤➦➯❱➻ý❒
✂P➺✗➨④➧❫➫Ñ➬Ü➺❬➯❣➤❫➧➮➳✚➯❣➧➦➧❫➻❬➸✩➺✐➨❋➶✇➨❈➤➦➨④➳✩➤➦➨④➩✩➶✩➤❫➨➹➺❬➨➵➳✩➤➦➻✐➩✩➘✯➻✐➳✼➨➵➶✩➨✯➧☎➤➦➨✯➧❫➧➦➯❣➽♥➽➾➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✩➧❸➨✬ß✇➬❱➘✬➫ñ➨✯➧❩➶✇➨✯➧★➻✐➩❥➫➦➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩✩➧
➘✯➯❱➲✩➺❬➯❣➽❈➸✩➻❬➨④➩✩➩✩➨✯➧
☎❛❴✛▲✬❙❣❶ ⑥✭❘☛■ ❍❖❑
➶✩➨④➧➮➳❖➬Ü➤❫➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨✯➧⑨➶✩➲ ✥❖➲✇➻❬➶✩➨Ñ➨✯➩✺➫➦➤➦➨Ñ➨✯➺✐➺❬➨✯➧④ð✩➶❖➬❱➩✇➧➭➺❦Ýß➨④➧➦➳✩➤❫➻✐➫❸➶✩➨④➧➭➫➦➤ñ➬✢➱Ü➬❱➲❡ß✉➶✩➨
❐❀➨④➨✯➤➦➯❱➩✒ð❣➬✢➱❣➨④➘⑨➶✩➨✯➧✗à✻➲✩á✺➬❱➘④➻✐➫ñ➥④➧✱ø☎➘④➯❣➲✩➤ ➫ñ➨ó➳✚➯❣➤ ➫ñ➥✯➨Ü❒❣ú☞➬➮➤❫➥✯➧❫➯❣➺❬➲✇➫➦➻❬➯❣➩➵à✻➯❣➤➦➽♥➨✯➺✐➺❬➨✸à✪➬❱➻✟➫✱➬❱➳✇➳❖➬❱➤ñ➬✑✏❬➫ñ➤❫➨ ➲✇➩❚➳✼➯Ü➫ñ➨✯➩✺➫➦➻❬➨✯➺
➥✯➘④➤ñ➬❱➩✺➫➦➥
φ2(x, x
′, l)
➧ñ➬Ü➫➦➻❬➧ à✪➬❱➻❬➧➦➬❱➩✺➫⑨➲✩➩✩➨Ñ➥✯➼❥➲❖➬☛➫ñ➻❬➯❱➩❛➧➦➻❬➽♥➻❬➺❬➬❱➻❬➤❫➨➭ø ✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ✞✩★✫☛ó➯✄✂
κ22(x)
➫➦➨✯➩✩➶✂➨✬ß❡➳✚➯❣➩✩➨✯➩✺➫➦➻❬➨✯➺✐➺❬➨Ï❰
➽♥➨✯➩✺➫✸➱✛➻✐➫ñ➨◗➱❱➨✯➤❫➧❁➧➦➬★➱❱➬Ü➺❬➨✯➲✇➤✱➶❖➬❱➩✩➧✝➺✐➨ó➱❣➯❣➺✐➲✩➽♥➨◗➶✩➲➀✥❖➲✩➻✐➶✩➨⑨➨④➫✝➯✄✂
κ22(x)
ð❣➘④➯❣➽➾➽♥➨
κ21(x)
ð❱➱Ü➬❱➤❫➻❬➨◗➤➦➬❱➳✩➻❬➶✇➨✯➽♥➨✯➩✺➫
➧➦➲✇➤➭➺❦Ýß➥④➘✭❮✩➨✯➺✐➺❬➨
βe2
❒
✂ ✂
❊
✞✼❤✪✮❜✣✽✖✪✞✚✔ ♦✸✞✼✮☞✠❝✣✥✠✽✧❖✖✙✣✥✌❥✠♥❤✪✌✛✜   ✞✡✠✥✣✥✌✛✜❄✘✇✧✩✠☛✖✪✧❡✣✽✖✪✞✚✔❢✜➹✄❢✌✛✜✁ P✮✂✌✚✧✩✹✺✖✻✣✥✤✛✜  ✎✹❣✞✼✮☞✠✥✣✥✌✷✄❢✖✪✜④✣✥✧❖✔❢✹❣✌
✄➮➯❣➲✇➧❩➬✢➱❣➯❣➩✩➧☎➶✩➥④➱❱➨✯➺❬➯❱➳✩➳✼➥❈➲✩➩✩➨❚➽♥➥④➫➦❮✩➯❡➶✇➨❈➶✩➨❚➤❫➥✯➧❫➯❣➺❬➲✇➫➦➻❬➯❣➩✂➨✬ß✇➬❱➘✬➫ñ➨➹➶✩➨④➧★➥✯➼❥➲❖➬☛➫ñ➻❬➯❱➩✩➧❇✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ✞✩★ ☛❸➼❥➲✩➻✗➧❫➯❣➩✺➫
➶✩➲❚➫Pû✛➳✚➨ ✞❡➘✭❮✩➤★✎Ñ➶✩➻✐➩✩á❣➨④➤✸ø☎➲✩➩✩➨ó➶✩➻❬➽♥➨✯➩✩➧❫➻❬➯❣➩❝✃Ü➺✐➨◗➳✼➯❱➻❬➩✺➫✑➶✇➨⑨➶✩➥✯➳❖➬Ü➤❫➫✸➨④➧❫➫✸➺❦Ýß➯❣➸❡➫ñ➨✯➩✺➫➦➻❬➯❣➩❚➶ÚÝß➲✩➩✇➨◗➥✯➼❥➲❖➬Ü➫➦➻❬➯❣➩➹➻✐➩✺➫ñ➥✬❰
á❣➤➦➬❱➺❬➨⑨➥④➼✛➲✇➻✐➱Ü➬❱➺❬➨④➩✺➫ñ➨➭ø➵➺❦Ýß➥④➼❥➲❖➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩♥❮✩➯❣➽♥➯❣á❣➷✯➩✇➨⑨➧ñ➬❱➩✩➧❁➧➦➨④➘✯➯❣➩✇➶✉➽➾➨④➽❚➸✩➤❫➨➮➬Ü➧➦➧➦➯✛➘✯➻✐➥✯➨Ü❒ ☎ ➳❖➬Ü➤❫➫ñ➻✐➤✸➶✩➨✯➧❁➧➦➯❱➺❬➲✇➫➦➻❬➯❣➩✩➧
➶✩➨✉➺❦Ýß➥④➼❥➲❖➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩ ❮✇➯❣➽➾➯❱á❣➷✯➩✩➨Üð✗➻✐➺✝➨✯➧❫➫♥➬Ü➻❬➧➦➥♥➶✩➨✉➘④➯❣➩✩➧ ➫ñ➤➦➲✇➻❬➤➦➨❝➲✩➩✩➨✉➧❫➯❣➺❬➲✇➫➦➻❬➯❣➩ ➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➻❬➷✯➤❫➨➾➶✇➨ ✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ✞✩★ ☛✭❒✱➢✑➬Ü➤
➨✬ß❡➨④➽➾➳✩➺✐➨❱ð☛➧➦➻✛➯❣➩❈➘✭❮✇➨✯➤➦➘✭❮✇➨⑨➲✩➩✩➨ó➧❫➯❣➺❬➲❡➫ñ➻❬➯❱➩
h(x)
➶✩➨ ➺ýÝÞ➥✯➼❥➲❖➬Ü➫➦➻❬➯❣➩❋❮✩➯❣➽♥➯❣á❣➷④➩✩➨❱ð✽➨✯➩❈➳✼➯❣➧➦➬❱➩✺➫
γ ≡
√
(κB1 )
2 + l2
ð
➯❣➩✕➯❣➸✇➫➦➻❬➨④➩❥➫➭➺❬➬❚➧➦➯❣➺✐➲✇➫ñ➻✐➯❣➩❛❮✩➯❣➽♥➯❣á❣➷④➩✩➨➹✃
h(x) = e−γx
{
1 +
∫ x
dt e2γt
∫ t
du e−γu
[
κ21(u)− (κB1 )2
]
h(u)
}
✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ✞✣❏ ☛
✆✪➳✚➯❣➲✩➤ó➲✩➩✩➨★➥④➼✛➲✩➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩❛➶✩➻✝✒✼➥✯➤❫➨✯➩✺➫ñ➻✐➨✯➺✐➺❬➨➭➶✒Ýß➯❱➤➦➶✩➤❫➨❩➶✩➨✯➲❡ß✼ð✩➻✐➺✚û❝➬❚➶✩➨④➲❡ß❛➶✩➨④á❣➤➦➥④➧⑨➶✩➨❩➺❬➻✐➸✼➨④➤❫➫➦➥☎➼❥➲✩➻Ú➧❫➯❣➩✺➫❸➻❬➘④➻✼➶❖➬Ü➩✩➧
➺❬➨④➧⑨➶✩➨✯➲✛ß✂➸✼➯❣➤❫➩✩➨✯➧❸➶✒ÝÞ➻❬➩✺➫➦➥✯á❣➤➦➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩❛➽❝➬Ü➩✩➼❥➲❖➬❱➩✺➫ñ➨④➧❊☛✬❒
Û★➬❱➩✩➧❈➺❃➬✕➺❬➻❬➽♥➻✐➫➦➨❚➶✩➨♥à✪➬❱➻❬➸✩➺✐➨❄➘✯➯❣➲✩➳✇➺❃➬❱á❣➨Üð☞➺❃➬✕➺❬➯❣➩✩á❱➲✩➨✯➲✩➤
βe2
➨④➧❫➫❈➫➦➨✯➺✐➺❬➨♥➼✛➲✇➨
βe2 ≪ (κB1 )−1
➨④➫❚➩✇➯❱➫ñ➤❫➨
➽♥➥④➫ñ❮✇➯❡➶✩➨❝➳✼➨④➤➦➽♥➨④➫❚➶✇➨❛➽➾➯❣➩✺➫➦➤➦➨✯➤❋➼❥➲✩➨❛➺❬➨④➧❚➧➦➯❣➺✐➲✇➫ñ➻✐➯❣➩✩➧❋➶✩➨ ✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ✞✩★ ☛❋➧④Ýß➨Ïß❡➳✩➤➦➻✐➽➾➨④➩❥➫❚➧➦➯❣➲✩➧➹➺❬➬❀à✻➯❣➤❫➽➾➨➾➶✒Ýß➲✇➩✩➨
➧➦➥④➤➦➻✐➨ó➶✩➨◗➳✇➲✩➻❬➧❫➧ñ➬❱➩✩➘④➨◗➶✩➨
κB1 βe
2 ðÜ➳✚➯❣➲✩➤✗➶✩➨✯➧✱à✻➯❣➩✇➘④➫ñ➻✐➯❣➩✩➧ κ21(x)
➳✼➯❣➲❡➱❱➬Ü➩❥➫✸➬✥➱❱➯❣➻❬➤✗➶✒ÝÞ➻❬➽♥➳✼➯❣➤ ➫✭➬❱➩✺➫➦➨✯➧☞➱❱➬Ü➤➦➻❃➬☛➫ñ➻❬➯❱➩✩➧✯ð
➽➾➬❱➻❬➧❁➧➦➲✩➤⑨➶✇➨✯➧⑨➥✯➘✭❮✇➨✯➺❬➺✐➨✯➧
βe2
✆✻➘✯➨❩➼❥➲✩➻Ú➨④➧❫➫❸➺✐➨☎➘✢➬Ü➧⑨➳✼➯❣➲✇➤ó➺❬➨④➧◗➥✯➼❥➲❖➬☛➫ñ➻❬➯❱➩✩➧◗➼❥➲✩➨❩➺ýÝÞ➯❣➩❛➬➹ø❚➘④➯❣➩✩➧❫➻❬➶✩➥④➤➦➨✯➤❍☛✬❒✩òó➨④➫➦➫➦➨
➽♥➥④➫ñ❮✇➯❡➶✩➨❸➳✚➨✯➤❫➽➾➨✬➫ ➨④➩✺➫ñ➤➦➨☎➬❱➲✇➫➦➤➦➨❱ð✺➶✇➨➭➫➦➤ñ➬❱➻✟➫ñ➨✯➤✸➤❫➻❬á❣➯❱➲✩➤➦➨④➲✩➧➦➨④➽➾➨④➩❥➫ ➺ýÝÞ➻❬➩✺➫➦➨✯➤ñ➬Ü➘④➫ñ➻✐➯❣➩➹➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨➭➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❬➨➭➬✢➱❣➨④➘☎➧❫➯❣➩
➻❬➽➾➬❱á❣➨Üð✺➨✯➩
1/x
➬❱➲♥➱❣➯❣➻✐➧➦➻✐➩❖➬❱á❣➨❸➶✩➨➮➺❃➬Ñ➳❖➬❱➤➦➯❱➻ý❒ ✄➮➯❱➲✩➧ó➽♥➯❣➩✺➫ñ➤❫➯❣➩✩➧ ➬❱➻❬➩✩➧❫➻✡➼✛➲✇➨☎➺❬➨④➧ ➧❫➯❣➺❬➲❡➫ñ➻❬➯❱➩✩➧ ➶✇➨✶✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ✞✩★ ☛✸➼❥➲✩➨
➩✩➯❣➲✇➧⑨➘✭❮✩➨✯➤❫➘✭❮✩➯❣➩✩➧➭➧➦➨Ñ➽♥➨④➫➦➫➦➨✯➩✺➫⑨➧❫➯❣➲✩➧❸➺❃➬❋à✻➯❱➤➦➽♥➨★➶✩➨❩➺❃➬❚➧❫➯❣➺❬➲❡➫ñ➻❬➯❱➩✉➳✼➯❱➲✩➤
κ21(x) ≡
➘④➯❣➩✩➧❫➫ñ➬❱➩✺➫ñ➨
= (κB1 )
2 ➳✩➺❬➲✇➧
➲✩➩✩➨❛➘④➯❣➤➦➤❫➨✯➘✬➫ñ➻❬➯❱➩ ➶ÚÝß➯❣➤❫➶✩➤➦➨
κB1 βe
2 ➼❥➲✩➨❛➩✩➯❱➲✩➧❄➘✢➬❱➺✐➘✯➲✩➺✐➯❣➩✩➧❚➨Ïß✇➳✇➺❬➻❬➘④➻✐➫➦➨✯➽♥➨✯➩✺➫✢❒ ✄➮➯❣➲✇➧❄➫➦➤➦➯❣➲❡➱❣➯❣➩✩➧ ✆✩➩❖➬❱➺❬➨④➽➾➨④➩✺➫
➼❥➲✩➨➵➺❬➨✯➧◗à✻➲✇á✺➬❱➘✯➻✟➫ñ➥④➧⑨➨ ✒✼➨✯➘④➫➦➻✐➱❱➨✯➧➭➤➦➨✯➩✇➯❣➤➦➽➾➬❱➺❬➻✐➧➦➥④➨✯➧⑨➧✯ÝÞ➥✯➘④➤➦➻✟➱❣➨✯➩✺➫➮➧➦➯❣➲✇➧➭➺❬➬❚à✻➯❣➤➦➽♥➨❚✃
z[1]α (x) = z
[1]
α (x = +∞) exp
{
− βe
2
α
4ǫsx
(
1− εw
1 + εw
)
e−2κ
B
1 x
}{
1 +O (κB1 βe2)} ✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ✞ ☛ ☛
✒★➩✳➤➦➨✬➫ñ➤➦➯❱➲✇➱❣➨❄➬❱➻✐➩✩➧➦➻✗ø❝➺❦Ýß➯❣➤❫➶✩➤➦➨❋➺❬➨❚➳✇➺❬➲✩➧➮➸❖➬❱➧★➺✐➨❚➤➦➥④➧➦➲✩➺✟➫✭➬Ü➫☎➳✩❮✩➥✯➩✇➯❣➽➾➥④➩✩➯❣➺✐➯❣á❣➻❬➼❥➲✩➨❋➶✒Ý ✒❩➩✇➧ñ➬❱á❣➨④➤★➨④➫ ✞✇➬❱➽➾➬❱➤ñ➬❱➧
✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ✍ ☛✬❒
òó➨④➫❫➫ñ➨★➽♥➥④➫➦❮✩➯❡➶✇➨➮➧❫➨☎á❣➥④➩✩➥✯➤➦➬❱➺❬➻✐➧➦➨➮➬❱➲❝➘✯➬❱➧ó➯✄✂➾➺❃➬❩à✻➯❣➩✩➘✬➫ñ➻❬➯❱➩
κ21(x)
➬❋➶✇➨✯➧ó➱Ü➬❱➤❫➻❃➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✩➧✸➳✚➯❣➲✇➱Ü➬❱➩✺➫ ✌④➫ñ➤❫➨➮➧❫➲✩➤
➺ýÝÞ➥✯➘✭❮✇➨✯➺❬➺✐➨
(κB1 )
−1 ð❣➽➾➬❱➻❬➧✑➶✩➨⑨à✪➬❱➻❬➸✩➺✐➨✯➧✸➬Ü➽➾➳✩➺✐➻✐➫➦➲✩➶✩➨✯➧④❒ ✄➭➯❣➲✩➧✝➳✼➯❱➲✩➤➦➤❫➯❣➩✩➧❁➬❱➻❬➩✇➧➦➻✩➯❣➸❡➫ñ➨✯➩✇➻❬➤✱➶✩➨❸➺❬➬★➽✖✌④➽➾➨⑨➽➾➬❱➩✩➻✐➷✯➤➦➨
➺❃➬❚➧❫➯❣➺❬➲❡➫ñ➻❬➯❱➩❛➳✼➯❣➲✇➤➭➺❦Ýß➻✐➩✺➫ñ➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩❝➥✯➘✯➤➦➬❱➩✺➫ñ➥④➨
φ2
❒
✁✂✁ ✁ ✄
❇  ❞✞✡✠
✮✴✬
✍✑✏✒✍✔✠✹✌✰✕
✮➃✻
☛✡✏
✮
✁
♠✥♠✥♠☛✲ ✙✒✲ ✄ ✍❋✧❖✜♥✄✝✆✐✮❢✔☞✌✷♦✗✧✇✠☛✞✚✖◗✜✯✖✎★ ♦✗❤✻✌❀✞✚✮➉✄❢✖✪✤✛❤✻✌✛✹❱✣✥✠☛✖❦✿✒✮☞✌
✄➮➯❣➲✇➧⑨➽➾➯❣➩✺➫➦➤➦➯❣➩✩➧ó➼✛➲✇➨❩➺❬➨✯➧ó➳✩➤➦➯ ✆✩➺❬➧◗➶✩➨☎➶✩➨✯➩✩➧❫➻✐➫➦➥Ñ➬❱➲❡❰P➶✇➨✯➺❃ø❋➶✩➨★➺❃➬❋➶✩➻❬➧ ➫✭➬❱➩✩➘④➨❩➽➾➻✐➩✩➻❬➽➾➬❱➺✐➨⑨➶✒Ýù➬Ü➳✩➳✩➤➦➯✛➘✭❮✩➨❩➶✩➨④➧
➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨✯➧⑨➶✩➨Ñ➺❃➬❚➳✩➬❱➤➦➯❣➻✪✆
x > b
☛⑨➧❫➨Ñ➽➾➨✬➫➦➫ñ➨④➩✺➫➮➧❫➯❣➲✩➧❸➺❃➬❚à✻➯❣➤❫➽➾➨❈✃
ρα(x) = ρ
B
αe
−( 1−εw1+εw )
βe2α
4ǫsx
e−2κDx
{
1− βe
2
ακD
2
L¯(κDx; κDb,∆)− βeαΦ(x) +O(ε2)
}
✆ ✂ ✂ ✂✭❒ù➚❱➪ ☛
➯✄✂
κD
➨④➧❫➫ó➺❃➬Ñ➺❬➯❣➩✩á❱➲✩➨✯➲✩➤❁➶✒ÝÞ➥✯➘④➤ñ➬❱➩✉➶✇➨★Û☎➨④➸❥û❱➨❩➬❱➲➾➧➦➨✯➻✐➩✉➶✩➲➾➳✩➺❃➬❱➧❫➽❝➬❡ð
κD = ξ
−1
D
= (4πβ
∑
α e
2
αρ
B
α/ǫs)
1/2 ❒
Û★➬❱➩✩➧☎➘✯➨④➫❫➫ñ➨❋➨✬ß❡➳✩➤➦➨④➧➦➧❫➻❬➯❣➩✒ð✼➺ýÝÞ➨✬ß❡➳✚➯❣➩✩➨✯➩✺➫➦➻❬➨✯➺✐➺❬➨Ñ➨✯➩❀à✪➬❱➘④➫➦➨✯➲✩➤➮➨✯➧❫➫☎➺❬➨➵➳✼➯❱➻❬➶✩➧❸➶✩➨ ☎ó➯❣➺✐➫✍☛✯➽➾➬❱➩✩➩✂➶✩➨❈➺❦Ýß➻✐➩✺➫ñ➨✯➤➦➬❱➘✬❰
➫ñ➻✐➯❣➩
❏ ⑥✬■❫❪❱▼❖◆❲❏✭▲
➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨➮➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❬➨❸➬✢➱❱➨✯➘➭➧➦➯❣➩➾➻❬➽➾➬❱á❣➨❱❒✺ò☎Ýß➨④➧❫➫ ➺❃➬❩➳✩➤➦➨④➽➾➻✐➷✯➤❫➨➭➤❫➨✯➧❫➧➦➯❣➽♥➽❝➬☛➫ñ➻❬➯❱➩♥➼❥➲✩➻✚➬Ñ➻❬➩✺➫ñ➤❫➯❡➶✇➲✩➻✐➫
➧❫û✛➧ ➫ñ➥✯➽➾➬Ü➫➦➻❬➼❥➲✩➨✯➽♥➨✯➩✺➫❄➺❦Ýß➨✕✒Ú➨✬➫❚➶✒ÝÞ➥✯➘④➤ñ➬❱➩➏➧➦➲✇➤➹➘✯➨④➫❫➫ñ➨✉➻✐➩✺➫ñ➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩Ú❒
➴
➲ ➘✯➯❣➩✺➫✭➬Ü➘④➫❄➶✩➨✉➺❬➬ü➳❖➬❱➤❫➯❣➻ ✆
x = b
☛✬ð✗➘✯➨
➳✚➯❣➻❬➶✩➧✝➩✒ÝÞ➨✯➧ ➫ó➳✩➬❱➧✝➧➦➲✩➳✩➳✚➯❣➧❫➥☎➳✚➨④➫ñ➻✟➫❁➬➵➳✇➤➦➻❬➯❱➤➦➻✩➶❖➬Ü➩✩➧ ➩✇➯❣➧✝➘✢➬❱➺✐➘✯➲✩➺✐➧✯❒✛ò☎ÝÞ➨✯➧❫➫ ➶✩➯❣➩✇➘➮➺✐➲✩➻✩➼❥➲✩➻✡➶✩➥④➫➦➨✯➤❫➽➾➻✐➩✩➨✯➤➦➬➵➳✩➤❫➻❬➩✩➘④➻✟❰
➳❖➬❱➺✐➨✯➽♥➨✯➩✺➫ ➺❬➨➭➘✯➯❣➽♥➳✼➯❱➤❫➫ñ➨④➽➾➨④➩✺➫ó➶✩➲❝➳✩➤➦➯ ✆✩➺✼➶✩➨☎➶✩➨✯➩✩➧❫➻✐➫➦➥☎➳✩➤❫➷✯➧ó➶✇➨★➺❃➬Ñ➳❖➬❱➤❫➯❣➻ýð✛ø❋➽♥➯❣➻✐➩✩➧ ➼❥➲✩➨☎➺ýÝÞ➯❣➩➾➩✇➨★➧➦➲✩➳✇➳✼➯❣➧❫➨
∆βe2/b≪ 1 ð✡➬❱➲✇➼✛➲✇➨✯➺❢➘✢➬❱➧➮➘✯➨④➫❫➫ñ➨❋➘✯➯❣➩✺➫ñ➤❫➻❬➸✩➲❡➫ñ➻❬➯❱➩❀➨④➧❫➫☎ø➾➽♥➨④➫➦➫➦➤➦➨➵➨✯➩❀➘✯➯❣➽♥➳✼➥✬➫ñ➻✟➫ñ➻❬➯❱➩❀➬✢➱❱➨✯➘❈➺✐➨✯➧➮➬❱➲✇➫➦➤➦➨✯➧➭➘✯➯❱➤ ❰
➤➦➨④➘④➫➦➻❬➯❣➩✩➧④❒✡➢✗➯❣➲✇➤
ǫw > 1
ð✡➩✩➯❣➲✩➧❸➤➦➨✬➫ñ➤❫➯❣➲✇➱❣➯❱➩✩➧☎➸✩➻✐➨✯➩✂➼❥➲✩➨❋➘④➨④➫❫➫ñ➨➵➘✯➯❣➩✺➫ñ➤❫➻❬➸✩➲❡➫ñ➻❬➯❱➩✂➧❫➨✯➤➦➬❱➻✐➫➭➶✩➻✟➱❣➨✯➤❫á❣➨✯➩✺➫➦➨❈➧➦➻❜➩✇➯❣➲✩➧
➩✒Ýß➬✢➱❡➻✐➯❣➩✩➧✝➻❬➩✺➫➦➤➦➯✛➶✩➲✩➻✐➫✝➺✐➨⑨➘✲✎Ñ➲✩➤❁➶✩➲✩➤
b
➬✢➱❣➨④➘➮➺❬➬Ñ➳✩➬❱➤➦➯❣➻❦❒✉✧✸➩✜✆❖➩✒ð❥➳✚➯❣➲✩➤
ǫw < 1
ð✺➨✯➺✐➺❬➨❸➬❱➧❫➧➦➲✩➤❫➨➮➼❥➲✩➨➭➺❬➨④➧✝➶✩➨✯➩✩➧❫➻✐➫➦➥✯➧
➧✯Ýß➬❱➩✩➩❥➲✩➺✐➨✯➩✺➫➵➨✬ß❡➳✚➯❣➩✩➨✯➩✺➫➦➻❬➨✯➺✐➺❬➨④➽➾➨④➩❥➫☎➱❡➻✟➫ñ➨➹➳✩➤❫➷✯➧Ñ➶✩➨❄➺❃➬✉➳✩➬❱➤➦➯❣➻✗➶❖➬❱➩✩➧Ñ➺❬➬✉➺❬➻❬➽♥➻✐➫➦➨❋➯ ✂ ➯❱➩éà✪➬Ü➻✐➫☎➫➦➨✯➩✩➶✇➤➦➨❄➺❬➨➹➘✏✎➵➲✇➤
➶✩➲✩➤
b
➱❱➨✯➤❫➧ ☛④➥✯➤➦➯✇❒
ú❜➨✕➫➦➨✯➤❫➽➾➨❛➨④➩ −βe2ακDL¯/2
➫➦➤ñ➬❱➶✩➲✇➻✐➫➹➺❬➬✷➤➦➥✯➳✇➲✩➺❬➧❫➻❬➯❣➩➏á❣➥④➯❣➽➾➥✬➫ñ➤❫➻❬➼❥➲✩➨✉➶✩➲✇➨❀øé➺❃➬✷➳✩➬❱➤➦➯❣➻❦❒✒✧✸➺❬➺✐➨❛➬✳➳✼➯❱➲✩➤
➯❣➤❫➻❬á❣➻✐➩✩➨➹➺ýÝÞ➨ ✒✼➨④➫❋➧❫➫➦➥✯➤➦➻✐➼❥➲✩➨✉➧➦➲✇➤❋➺✐➨✯➧❈➩❥➲❖➬Üá❣➨✯➧❋➶✩➨❝➳✚➯❣➺❃➬Ü➤➦➻❬➧➦➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✒❒ ✧✝➩ ➨ ✒✼➨④➫❚➺❦Ýß➻✐➩✺➫ñ➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩é➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨➾➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❬➨
➬✢➱❣➨④➘ ➧➦➯❱➩ ➩❥➲❖➬❱á❱➨✎➨④➧❫➫✂á❣➺❬➯❱➸❖➬❱➺❬➨④➽➾➨④➩✺➫✕➬Ü➫➦➫➦➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻✟➱❣➨é➨④➫❀➻❬➺☎û❞➬ ➶✩➯❱➩✩➘✎➲✇➩ á✺➬Ü➻❬➩ ➶✒ÝÞ➥✯➩✩➨④➤➦á❣➻✐➨✎➬Ü➧➦➧➦➯✛➘✯➻✐➥ ø ➺❬➬
à✻➯❣➤❫➽❝➬Ü➫➦➻❬➯❣➩❀➶✒ÝÞ➲✩➩é➩✛➲✩➬❱á❣➨➹➶✩➨➹➳✚➯❣➺❃➬Ü➤➦➻❬➧➦➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✒❒✚❐ü➬Ü➻❬➧❩➘✯➨④➧❩➩❥➲❖➬❱á❣➨④➧➵➧❫➯❣➩✺➫Ñ➤➦➨④➧❫➫ñ➤❫➨✯➻✐➩❥➫➦➧❩➳❖➬❱➤★➺❬➬✉➳✩➤➦➥④➧➦➨④➩✩➘✯➨❄➶✒ÝÞ➲✩➩
➽❚➲✩➤❄➨✬➫➾➺✐➨❛á✺➬❱➻✐➩ ➨④➧❫➫➾➽➾➯❱➻❬➩✩➶✩➤❫➨✉➳✩➤❫➷✯➧♥➶✩➲ ➽❈➲✩➤✯❒✝ú✸ÝÞ➨ ✒✼➨④➫➾➧❫➫ñ➥④➤➦➻✐➼✛➲✇➨❀➬é➶✩➯❣➩✇➘✕➫➦➨✯➩✩➶✩➬❱➩✩➘✯➨❀ø ➬❱➳✩➳❖➬❱➲❡➱❡➤❫➻❬➤❄➺❬➨
➱❣➯❱➻❬➧➦➻✐➩❖➬❱á❣➨❩➶ÚÝß➲✩➩✇➨➵➳✩➬❱➤➦➯❣➻✒➬❱➲❀➳✇➤➦➯ ✆✩➫❸➶✇➲✂➱❱➯❣➺❬➲✩➽♥➨❩➶✩➲ ✥❖➲✩➻✐➶✩➨❱❒✡Û☎➬❱➩✩➧❸➺❃➬➹➺❬➻✐➽➾➻✟➫ñ➨
κDb≪ 1 ð✩➩✩➯❣➲✩➧❸➯❣➸❡➫ñ➨✯➩✇➯❣➩✩➧
➳✚➯❣➲✩➤
L¯
➲✩➩✇➨★➤➦➨④➳✩➤➦➥④➧➦➨✯➩✺➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩❛➻❬➩✺➫ñ➥④á❣➤ñ➬Ü➺❬➨❸➧➦➻✐➽➾➳✩➺✐➨❱ð✺à✪➬❱➻✐➧ñ➬❱➩✺➫ ➻❬➩✺➫ñ➨④➤❫➱❣➨④➩✩➻❬➤ ➶✩➨✯➧ à✻➯❣➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩✇➧ó➨✬ß❡➳✚➯❣➩✩➨④➩❥➫➦➻❬➨④➺❬➺❬➨④➧ó➨✬➫
➬❱➺✐á❣➥✯➸✩➤❫➻❬➼❥➲✩➨④➧✯ð❜➨④➫
L¯
➬❱➳✇➳❖➬❱➤ñ➬✑✏❬➫Ñ➬❱➺✐➯❣➤➦➧❩➘④➯❣➽♥➽➾➨➹➲✩➩✇➨♥à✻➯❣➩✇➘④➫ñ➻✐➯❣➩é➳✼➯❱➧➦➻✐➫➦➻✐➱❱➨♥➨✬➫➵➶✩➥✯➘④➤➦➯❣➻✐➧➦➧ñ➬Ü➩❥➫➦➨➾➨④➩
x
➬✥➱❱➨✯➘➾➲✩➩
➘✯➯❱➽➾➳✚➯❣➤❫➫➦➨✯➽♥➨✯➩✺➫❸➨✯➩
e−2κDx/κDx
➺✐➯❣➻❬➩✉➶✇➨➵➳✩➬❱➤➦➯❣➻❦❒
✧✸➩✜✆❖➩ ➺❬➨❚➳✚➯❱➫ñ➨④➩✺➫ñ➻❬➨④➺✱➥✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➯❱➧❫➫✭➬☛➫ñ➻❬➼❥➲✩➨❋➫ñ➯❱➫ñ➬❱➺
Φ(x)
  ➻❬➩✺➫ñ➨④➤❫➱✛➻❬➨④➩❥➫➵➬Ü➲✩➧➦➧❫➻✸➶❖➬❱➩✩➧❩➺✐➨✯➧❩➳✩➤❫➯ ✆❖➺❬➧☎➶✩➨➹➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫➦➥
➳✚➯❣➲✩➤❢➶✩➨✯➧✗➳✩➺❃➬❱➧❫➽❝➬Ü➧❢➶✇➻❬➧➦➧ û✛➽➾➥✬➫ñ➤➦➻✐➼❥➲✩➨✯➧④❒■✧✸➩❚➨✕✒Ú➨✬➫✢ð☛➳✼➯❣➲✇➤✗➘④➨✯➧✑➶✇➨✯➤➦➩✇➻❬➨✯➤❫➧✯ð☛➺❃➬❸➳✩➤➦➥④➧➦➨④➩✩➘✯➨◗➶ÚÝß➲✩➩❈➽❚➲✩➤❢➽✖✌④➽➾➨✝➧ñ➬Ü➩✩➧
➤➦➥④➳✼➯❱➩✩➧➦➨◗➥④➺❬➨④➘④➫ñ➤❫➯❣➧❫➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➼❥➲✩➨ó➧④Ýù➬❱➘④➘✯➯❣➽♥➳❖➬❱á❱➩✩➨◗➬❱➲✇➧➦➧➦➻❡➶✒ÝÞ➲✩➩❚➳✩➤❫➯ ✆❖➺✛➶✩➨◗➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫ñ➥ó➶✇➨ó➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨❱ðÜ➼❥➲✩➻✇➘④➯❣➩✩➧❫➫➦➤➦➲✩➻✟➫✑➲✇➩✩➨
➶✩➻✠✒Ú➥④➤➦➨✯➩✇➘✯➨❚➶✩➨❈➳✼➯❱➫➦➨✯➩✺➫ñ➻✐➨✯➺✑➬✥➱❱➨✯➘➹➺✐➨❋➱❣➯❱➺❬➲✩➽♥➨❈➶✩➲✝✥✩➲✩➻❬➶✩➨Ü❒✒➢✗➬❱➤★➧❫û✛➽♥➥④➫➦➤➦➻❬➨❋➶✩➨❚➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨Üð✒➘✯➨✬➫➦➫ñ➨❈➘✯➯❣➩✺➫ñ➤❫➻❬➸✩➲❡➫ñ➻❬➯❱➩
➨✯➧ ➫➮➬❱➸✩➧➦➨④➩✺➫ñ➨➵➶❖➬❱➩✩➧❸➺❬➨❩➘✯➬❱➧❸➶✒ÝÞ➲✩➩ü➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬❚➧❫û✛➽♥➥④➫➦➤➦➻❬➼❥➲✩➨Ü❒
ú❜➨✯➧➭➘✯➯❣➤❫➤➦➨✯➘✬➫ñ➻✐➯❣➩✩➧❸➶✩➲✩➨④➧☎ø
L¯
➨✬➫
Φ
➤➦➨④➧❫➫ñ➨④➩✺➫ ✆❖➩✇➻❬➨✯➧❸➽ ✌✯➽♥➨❩➳✼➯❱➲✩➤
x = 0
ð❖➘✯➯❣➩✺➫ñ➤➦➬❱➻❬➤❫➨✯➽♥➨✯➩✺➫➭ø➹➺ýÝÞ➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘Ï❰
➫ñ➻✐➯❣➩ü➥④➘✯➤➦➬❱➩✺➫ñ➥✯➨❈➶✒Ýß➲✇➩✩➨❈➳❖➬Ü➤❫➫ñ➻✐➘✯➲✩➺✐➨❈➬✢➱❱➨✯➘❚➧❫➯❣➩✷➻❬➽➾➬❱á❣➨Ü❒ ✄➮➯❣➲✇➧☎➽♥➯❣➩✺➫ñ➤➦➯❱➩✩➧★➬❱➻✐➩✩➧➦➻☞➼❥➲✩➨❋➺❬➨✯➧➮➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫➦➥✯➧☎➫➦➨✯➩✩➶✇➨✯➩✺➫
➨✬ß❡➳✚➯❣➩✩➨④➩❥➫➦➻❬➨④➺❬➺❬➨④➽➾➨④➩✺➫◗➱✛➻✐➫ñ➨➮➱❣➨✯➤❫➧❸➺❬➨✯➲✇➤➦➧ó➱Ü➬❱➺✐➨✯➲✩➤❫➧⑨➬❱➲✕➧➦➨④➻❬➩❛➶✩➲ ✥❖➲✩➻✐➶✩➨
ρBα
➼❥➲❖➬❱➩✩➶
x/ξD
➶✇➨④➱✛➻❬➨④➩❥➫❸á❱➤ñ➬❱➩✩➶Ú❒✩ú☞➬
☛✯➯❱➩✩➨❩➶✒ÝÞ➻❬➩✩❮✩➯❱➽➾➯❣á❱➥✯➩✩➥④➻✐➫ñ➥➮➨✯➧ ➫➭➬❱➻❬➩✩➧❫➻Ú➸✩➻✐➨✯➩❛➺✐➯❡➘✯➬❱➺❬➻✐➧➦➥✯➨➮➧➦➲✩➤⑨➼❥➲✩➨④➺❬➼❥➲✩➨④➧➭➺✐➯❣➩✩á❣➲✇➨✯➲✩➤❫➧◗➶✒ÝÞ➥✯➘✯➤➦➬❱➩✂➬❱➲❛➱❣➯❣➻✐➧➦➻✐➩❖➬❱á❣➨➮➶✩➨
➺❃➬❛➳❖➬Ü➤➦➯❣➻❦❒✂✧✸➩ ➘④➨♥➼❥➲✩➻✝➘④➯❣➩✩➘✯➨④➤➦➩✩➨♥➺❬➨➹➶✇➥④➫✭➬Ü➻❬➺✱➶✩➨♥➺❃➬  P➶✩➯❣➲✩➸✇➺❬➨➹➘✯➯❱➲✩➘✭❮✩➨ ✂ñð☞➳✩➺❬➲✩➧❫➻❬➨④➲✩➤➦➧Ñ➳✩❮✩➥④➩✩➯❣➽♥➷✯➩✩➨④➧❋➧❫➯❣➩✺➫➵➨✯➩
✄❫➨✯➲✂➨④➫➭➩✩➯❱➲✩➧❸➺❬➨✯➧❸➬Ü➩❖➬❱➺✐û✛➧❫➨✯➤➦➯❱➩✩➧❸➶❖➬❱➩✩➧❸➺❬➨④➧❸➳✩➤➦➯✛➘✭❮❖➬❱➻✐➩✩➧⑨➳❖➬❱➤➦➬❱á❣➤ñ➬Ü➳✩❮✩➨✯➧④❒
✞❡➻✱➯❣➩é➘④➯❣➽➾➳✩➬❱➤➦➨❚➩✇➯❣➧❩➨✬ß❡➳✩➤❫➨✯➧➦➧❫➻❬➯❣➩✇➧❋➬✢➱❱➨✯➘❄➺❬➨④➧❩➤➦➥✯➧❫➲✩➺✐➫ñ➬Ü➫ñ➧❩➘④➯❣➩✩➩❥➲✩➧④ð❜➺❬➨✯➧☎➳✩➤➦➯ ✆✩➺❬➧❩➶✩➨➹➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫ñ➥➹➼❥➲✩➨➹➩✩➯❱➲✩➧
➬✢➱❣➯❣➩✇➧➭➯❱➸✇➫ñ➨④➩✛➲✇➧➭➱❱➥✯➤➦➻✠✆❖➨✯➩✺➫➭➺ýÝÞ➥✯➼❥➲✩➻✐➺❬➻✐➸✩➤➦➨➮á❣➺❬➯❣➸✩➬❱➺Ú➶✩➥④➘✯➤❫➻✐➫❸➳❖➬❱➤⑨➺✐➨☎➫ñ❮✇➥✯➯❣➤❫➷✯➽♥➨❩➶✩➨Ñ➘✯➯❣➩✺➫✭➬Ü➘④➫ ✆ ✂ ✂✭❒ ✞✩★✫☛Ïð❖➬Ü➻❬➩✩➧❫➻✒➼❥➲✩➨
➺❬➨❝➸✩➻❬➺❬➬❱➩ ➶✩➨❛à✻➯❣➤❫➘✯➨❛➺❬➯✛➘✢➬Ü➺ ➼❥➲✒ÝÞ➯❣➩ ➳✼➯❣➲✇➤➦➤ñ➬Ü➻✐➫❚➯❱➸✇➫ñ➨④➩✩➻❬➤❚➶✇➨✂➺❬➬ü❮✩➻✐➥✯➤ñ➬Ü➤➦➘✭❮✩➻✐➨ ☎✛✘ ✡❚❒✱➢❢➯❣➲✩➤❄➺❃➬ü➘④➯❣➽♥➳❖➬❱➤ñ➬Ü➻❬➧➦➯❱➩
➬✢➱❣➨④➘❈➶✒Ýß➬❱➲✇➫➦➤➦➨✯➧➭➤➦➥④➧➦➲✩➺✟➫✭➬Ü➫➦➧✯ð❖➯❣➩✂➤➦➨✬➫ñ➤❫➯❣➲✇➱❣➨❋➸✩➻❬➨④➩üø❄➺ýÝÞ➯❣➤❫➶✩➤➦➨❩➺✐➨➵➳✇➺❬➲✩➧❸➸❖➬❱➧❸➺❬➬➹à✻➯❱➤➦➽♥➨➵➶✇➨✯➧➭➳✩➤➦➯ ✆✩➺❬➧❸➶✩➨Ñ➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫➦➥
➘✯➯❱➩ ✄❫➨✯➘✬➫ñ➲✩➤❫➥✯➨❄➳❖➬❱➤ ✒★➩✩➧➦➬❱á❣➨✯➤❩➨✬➫ ✞✇➬❱➽➾➬❱➤ñ➬Ü➧ ✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ✍ ☛Ïð✒➬❱➻❬➩✩➧❫➻✑➼❥➲✩➨❄➺❬➨④➧❩➤➦➥④➧➦➲✩➺✟➫✭➬Ü➫➦➧★➨✬ß✇➬❱➘✬➫ñ➧Ñ➧➦➲✩➤Ñ➺✐➨✯➧★➘✯➬❱➧Ñ➳❖➬❱➤❫➫➦➻✟❰
➘✯➲✇➺❬➻❬➨④➤➦➧★➶✇➲ ➳✇➺❃➬❱➧❫➽❝➬✉➧ û❡➽♥➥④➫➦➤➦➻✐➼✛➲✇➨❄ø✕➶✇➨✯➲❡ßé➘④➯❣➽♥➳✼➯❣➧➦➬❱➩✺➫ñ➨④➧❩➳✼➯❣➲✇➤
ǫw = 1
➫ñ➤ñ➬Ü➻✐➫ñ➥❈➳❖➬❱➤ ☎ ❒ ✁❣➬Ü➩✩➘✯➯✥➱✛➻❬➘④➻❆✆✪➘✬à❲❒
✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ☛ ☛★☛✝➨④➫ó➺❬➨☎➘④➯❣➽♥➳✼➯❣➤ ➫ñ➨④➽➾➨④➩❥➫ ➳✚➯❣➲✩➤
x≫ ξD ð✇ø❋➺ýÝÞ➯❣➤➦➶✩➤❫➨ Γ3/2 ln Γ ➶✩➲❛➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬➵ø❈➲✩➩✩➨★➘④➯❣➽♥➳✼➯❣➧➦➬❱➩✺➫ñ➨☎➬❱➲
➱❣➯❱➻❬➧➦➻✐➩❖➬❱á❣➨❩➶ÚÝß➲✩➩✇➨➵➳✩➬❱➤➦➯❣➻✒ø
ǫw < 1
➯❣➸✇➫➦➨✯➩❥➲❀➳✩➬❱➤
➴
❒
➴
➺❃➬❱➧ ➫ñ➲✩➨✬û ✆✪➘✬à❲❒ ✆ ✂ ✂ ✂✭❒ ✞ ✞✮☛✛☛Ï❒
✦★✧✩✠✽✞✚✖ó✜✯✖✎★ ♦✗❤✻✌
Û★➬❱➩✩➧✸➺✐➨◗➘✢➬Ü➧✸➶✒Ýß➲✇➩✩➨⑨➳❖➬❱➤❫➯❣➻✇➧❫➻❬➽♥➳✩➺❬➨ÜðÜ➽ ✌✯➽♥➨ó➧❫➻✩➯❣➩❚➱❣➥④➤➦➻✠✆❖➨⑨➸✩➻❬➨④➩
∑
α ρα(b) <
∑
α ρ
B
α
ð❣➘④➯❣➩✇à✻➯❣➤❫➽➾➥④➽➾➨④➩❥➫
ø★➘✯➨⑨➼❥➲✩➨⑨➩✇➯❣➲✩➧✝➬✢➱✛➻❬➯❣➩✩➧✑➶✩➥✯➶✩➲✇➻✐➫✸➶✩➲❚➫➦❮✩➥✯➯❱➤➦➷✯➽♥➨⑨➶✩➨◗➘④➯❣➩✺➫✭➬❱➘✬➫ ✆✪➘✬à❲❒ ✆ ✂ ✂✭❒ ✞❭❍ ☛★☛Ïð❱➼❥➲✒ÝÞ➨✯➩❄➨✯➧ ➫❫❰P➻✐➺✇➳✚➯❣➲✩➤✱➺✐➨✯➧✱➶✇➨✯➩✩➧❫➻✐➫ñ➥④➧
➶✩➨Ñ➘✭❮❖➬❱➼❥➲✩➨➵➨✯➧❫➳✼➷④➘✯➨➵➧➦➥④➳❖➬❱➤➦➥④➽➾➨④➩✺➫☎➨✬➫➮➼❥➲✩➨④➺❬➺✐➨❩➼✛➲✇➨➵➧❫➯❣➻✐➫❸➺❬➬❚➶✩➻❬➧ ➫✭➬❱➩✇➘✯➨➵ø➹➺❃➬➹➳❖➬❱➤❫➯❣➻✁ 
ú❜➨✯➧☞➳✩➤➦➯✓✆❖➺❬➧❜➶✩➨✝➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫ñ➥✝➧➦➯❱➩❥➫❢➶❖➬Ü➩✩➧☞➘✯➨✝➘✢➬❱➧❜➺✐➨✸➤➦➥④➧➦➲✩➺✟➫✭➬Ü➫☞➶✩➨✝➺❬➬◗➘✯➯❣➽♥➳✼➥✬➫ñ➻✟➫ñ➻❬➯❱➩★➨✯➩✺➫ñ➤❫➨✝➺ýÝÞ➨ ✒✼➨④➫☞➶✩➨✝➤➦➥④➳✩➲✩➺✐➧➦➻❬➯❱➩
á❣➥④➯❣➽➾➥✬➫ñ➤❫➻❬➼❥➲✩➨❸➨④➫ ➺❬➨❸➳✚➯❱➫ñ➨④➩❥➫➦➻❬➨④➺❖➥✯➺❬➨④➘④➫➦➤➦➯❣➧ ➫✭➬Ü➫➦➻❬➼❥➲✩➨❱❒❡òó➨➭➶✩➨✯➤❫➩✩➻❬➨④➤ó➬Ñ➺❬➨❸➧❫➻❬á❣➩✩➨❸➶✩➨ −∑γ e3γρBγ ➨✬➫◗➬☛➫➦➫ñ➻✐➤➦➨❸➶✩➯❣➩✇➘
➺❬➨④➧➮➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨④➧★➶✩➨❋➧➦➻❬á❱➩✩➨❋➯❱➳✩➳✼➯❱➧➦➥❱ð✚➤➦➨④➳✼➯❱➲✩➧➦➧➦➬❱➩✺➫★➘✯➨④➺❬➺✐➨✯➧➭➶✩➨❈➽ ✌✯➽♥➨❋➧❫➻❬á❣➩✇➨❱❒❑✄➮➯❣➲✇➧➮➫ñ➤❫➯❣➲✇➱❱➯❣➩✩➧☎➼❥➲✩➨❋➺❃➬❄➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫➦➥
➫ñ➯Ü➫✭➬❱➺✐➨
∑
α ρα(x)
➨✯➧ ➫☎➳✚➯❣➲✩➤◗➫➦➯❣➲✇➫
x
➻✐➩✇à✻➥✯➤❫➻❬➨✯➲✇➤➦➨➵ø➹➘✯➨✯➺✐➺❬➨Ñ➬❱➲✂➧➦➨④➻❬➩✂➶✩➲❳✥✩➲✩➻❬➶✩➨
∑
α ρ
B
α
❒ ✄➮➥✯➬❱➩✩➽♥➯❣➻❬➩✇➧⑨➳✼➯❣➲✇➤
➺❬➨④➧➹➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫➦➥✯➧❄➶✩➨❛➘✭❮❖➬Ü➼✛➲✇➨✂➨④➧➦➳✚➷✯➘④➨❱ð✝➺❃➬✷➤❫➥✯➳✩➲✩➺✐➧➦➻✐➯❣➩ ➥④➫ñ➬❱➩✺➫➹à✻➯❣➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩ ➶✇➨❛➺❃➬✷➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✕➬❱➲➏➘✢➬Ü➤➦➤➦➥
e2α
➫ñ➬❱➩✩➶✩➻✐➧
➼❥➲✩➨✷➺❦Ýß➻✐➩❥➫➦➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩ ➬✢➱❣➨✯➘ü➺❬➨ü➳✚➯❱➫➦➨✯➩✺➫ñ➻✐➨✯➺➭➨✯➧❫➫❝➧➦➨④➲✩➺❬➨④➽➾➨④➩❥➫✉➺❬➻❬➩✇➥✢➬❱➻✐➤➦➨✕➨✯➩➉➺❬➬✎➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨Üðó➺❬➨④➧➾➳✇➤➦➯ ✆❖➺✐➧❝➳✚➨✯➲✇➱❱➨✯➩✺➫
✌④➫➦➤➦➨♥➳✩➺❬➲✇➧❋➘④➯❣➽➾➳✇➺❬➻❬➼❥➲✩➥④➧✯❒▼✄➭➯❣➲✩➧❈➽♥➯❣➩✺➫ñ➤❫➯❣➩✩➧Ñ➼❥➲✩➨❝➳✚➯❣➲✩➤➵➶✩➨④➧❈➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬❱➧Ñøü➬Ü➲ ➽♥➯❣➻❬➩✩➧★➫➦➤➦➯❣➻✐➧❋➘④➯❣➽♥➳✼➯❣➧➦➬❱➩✺➫ñ➨④➧
☎✛✷ ☛✍✖★✻ ✻✾✣✍✜❀✜❀✖✴✭✱❃✾❏▲❃✾✭✸✖✾✵✡✻✾✖
Φ(x = +∞) = 0
✂ ✂
➶✩➻✐➧➦➧❫û✛➽♥➥④➫➦➤➦➻❬➼❥➲✩➨④➧   ð❢➨✯➩ ➘④➯❣➩✩➧❫➻❬➶✩➥④➤ñ➬❱➩✺➫❚➶✇➨✯➲❡ß ➨✯➧❫➳✼➷④➘✯➨✯➧➹➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨❝➶✩➨❝➽ ✌✯➽♥➨➾➧❫➻❬á❣➩✇➨❱ð❢➶✩➻❬➧❫➯❣➩✩➧
0 < e2 < e1
ð
➳✚➯❣➲✩➤
∑
γ e
3
γρ
B
γ > 0
➨✬➫✉➧❫➲✩➻✐➱Ü➬❱➩✺➫➾➺❃➬✎➘④➯❣➽♥➳✼➯❣➧❫➻✐➫➦➻❬➯❣➩➏➶✩➲➉➳✇➺❃➬❱➧❫➽❝➬✇ð✸➺❦Ýß➨✕✒Ú➨✬➫✉➶✒Ýß➬Ü➫❫➫ñ➤ñ➬Ü➘④➫ñ➻✐➯❣➩ ➶✩➲➉➳✚➯❱➫ñ➨④➩❥➫➦➻❬➨④➺
➥✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➯❱➧❫➫✭➬☛➫ñ➻❬➼❥➲✩➨➹➳✚➨✯➲❡➫Ñ➺ýÝÞ➨✯➽♥➳✼➯❣➤ ➫ñ➨④➤☎➧➦➲✇➤➵➺❬➬❝➤➦➥④➳✩➲✩➺✐➧➦➻❬➯❱➩✳➶✩➲é➽❚➲✩➤❩➳✚➯❣➲✩➤❩➺❃➬➾➳✩➺❬➲✩➧❩➳✚➨④➫➦➻✐➫➦➨❚➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨❄➳✼➯❣➧❫➻✐➫➦➻✐➱❣➨
➨④➫
ρ2(x = b) > ρ
B
2
❒
✧✸➩ü➘✯➨Ñ➼❥➲✩➻❜➘④➯❣➩✩➘✯➨④➤➦➩✩➨➵➺❃➬➹➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫ñ➥Ñ➶✩➨Ñ➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨❱ð✡➽ ✌✯➽♥➨★➧➦➻☞➺❦Ýß➥④➺❬➨✯➘✬➫ñ➤❫➯❣➩✩➨✯➲❡➫ñ➤ñ➬Ü➺❬➻✐➫➦➥☎á❣➺✐➯❣➸❖➬❱➺✐➨★➶✩➨Ñ➺❃➬❚➶✇➯❣➲✩➸✩➺✐➨
➘✯➯❱➲✩➘✭❮✩➨ü➨④➧❫➫♥➱❣➥④➤➦➻✝✆✩➥✯➨❱ð✝➩✩➯❱➲✩➧♥➫➦➤➦➯❣➲❡➱❣➯❣➩✩➧♥➼❥➲✒Ýß➬❱➲ ➱❱➯❣➻❬➧❫➻❬➩❖➬❱á❱➨✂➻✐➽➾➽♥➥✯➶✇➻❃➬Ü➫❈➶✩➨❀➺❬➬✳➳❖➬❱➤➦➯❱➻ýð✱➳✚➯❣➲✩➤❄➲✩➩ ➳✩➺❃➬Ü➧➦➽➾➬
➶✩➻✐➧➦➧❫û✛➽♥➥④➫➦➤➦➻❬➼❥➲✩➨Üð❡➺❬➬➵➶✇➨✯➩✩➧❫➻✐➫ñ➥➮➺❬➯✛➘✢➬❱➺✐➨⑨➶✩➨☎➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨➮➨✯➧ ➫◗➶✩➲✉➧❫➻❬á❣➩✇➨➮➶✩➨ −∑γ e3γρBγ ✆✪➘✬à❲❒ ✆❖á❣➲✩➤❫➨✄✂④③❚❒ ✞✥➪ ☛Ïð❥➘❱ÝÞ➨✯➧❫➫ ❰
ø☛❰ ➶✩➻❬➤❫➨★➶✩➲✂➧➦➻❬á❱➩✩➨Ñ➶✩➨
Φ(x = b)
❒
✦★✧✩✠✽✞✚✖ó✄❢✖✻✤❡❤✻✌✛✹❱✣✥✠☛✖❦✿Ú✮❢✌
➢✗➯❣➲✇➤➮➲✩➩✇➨➵➳✩➬❱➤➦➯❣➻Ú➶✩➻❬➥④➺❬➨✯➘✬➫ñ➤❫➻❬➼❥➲✩➨❱ð✇➻❬➺Úà✪➬❱➲❡➫➮➘④➯❣➩✩➧❫➻❬➶✩➥④➤➦➨✯➤❸➶✩➨Ñ➧❫➲✩➤➦➘④➤➦➯ ✏✐➫❸➺ýÝÞ➨ ✒✼➨④➫➭➶✩➨Ñ➺ýÝÞ➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻✐➯❣➩❛➥✯➘④➤ñ➬❱➩✺➫ñ➥④➨
➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨✉➳✩➬❱➤❫➫➦➻❬➘✯➲✇➺❬➨✉➬✢➱❱➨✯➘❛➧➦➯❱➩ ➻❬➽➾➬❱á❣➨Ü❒✗➢❢➯❣➲✩➤❚➶✇➨✯➧❚➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬❱➧❋➧❫û✛➽➾➥✬➫ñ➤❫➻❬➼❥➲✩➨✯➧❋➫ñ➯❣➲✇➫❈➶✒Ýß➬❱➸✼➯❱➤➦➶✒ð✗➯✄✂ ➺❬➨➾➘✭❮❖➬❱➽♥➳
➥✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➯❱➧❫➫✭➬☛➫ñ➻❬➼❥➲✩➨❈➨✯➧❫➫Ñ➩❥➲✩➺❦ð✒➧➦➨④➲✩➺❬➨❈➘✯➨④➫❫➫ñ➨❄➶✩➨④➤➦➩✩➻✐➷✯➤➦➨❈➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻❬➯❱➩✷➧✯Ýß➬ ✄❫➯❣➲✇➫➦➨♥ø✉➺❃➬❝➤❫➥✯➳✩➲✩➺✐➧➦➻✐➯❣➩✷á❣➥④➯❣➽➾➥✬➫ñ➤❫➻❬➼❥➲✩➨❱❒
➢✗➯❱➲✩➤
ǫw < 1
➘④➨✯➧♥➶✩➨✯➲❡ß ➨✕✒Ú➨✬➫ñ➧❄➱❣➯❣➩✺➫♥➶❖➬❱➩✇➧♥➺✐➨✕➽✖✌④➽➾➨❛➧❫➨✯➩✩➧♥➨④➫♥➺❬➨✉➱❱➯❣➻❬➧❫➻❬➩❖➬Üá❣➨❛➶✩➨✕➺❃➬✳➳❖➬❱➤❫➯❣➻◗➳✩➤❫➥✯➧❫➨✯➩✺➫ñ➨
➲✩➩✎➶✩➥ ✆❖➘④➻✐➫➵➶✩➨♥➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨➾➼❥➲✩➻✝➧④Ýù➬❱á❱➤ñ➬❱➩✩➶✇➻✐➫Ñ➼❥➲❖➬❱➩✩➶ ➯❣➩ ➬Ü➲✩á❣➽♥➨✯➩✺➫ñ➨❄➺❬➨❄➘✯➬❱➤ñ➬❱➘✬➫ñ➷④➤➦➨♥➤➦➥✯➳✇➲✩➺❬➧❫➻✐à ➶✩➨➾➺❬➬❛➳❖➬❱➤➦➯❱➻✸➨✯➩
➶✩➻✐➽➾➻✐➩✛➲✩➬❱➩✺➫
ǫw
✆✪➘④à❲❒✣✆❖á❱➲✩➤➦➨ ✂④③❚❒✢★ ☛✬❒❢➢❢➯❣➲✩➤
ǫw > 1
ð☞➻❬➺✱û ➬✂➶✩➨✯➲✛ß ➧❫➻✐➫➦➲❖➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✩➧ ✆✪➘✬à❲❒✣✆❖á❣➲✩➤❫➨ ✂④③❈❒ ★ ☛➹✃☞➳✼➯❱➲✩➤
1 ≤ ǫw ≤ εW0
☎
➺ýÝß➬Ü➫➦➫➦➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻✐➯❣➩✂➬✥➱❱➨✯➘❚➺✐➨✯➧➮➻❬➽➾➬❱á❣➨✯➧❸➘④➯❣➽➾➳✚➨✯➩✇➧➦➨❱ð✚➽➾➬❱➻❬➧❸➧ñ➬Ü➩✩➧☎➺❬➬❄➱Ü➬❱➻✐➩✩➘✯➤❫➨❱ð✚➺❃➬❄➤➦➥✯➳✇➲✩➺❬➧❫➻❬➯❣➩❀➶✩➲
➽❚➲✩➤☞➨✬➫
ρα(x) < ρ
B
α
➳✼➯❣➲✇➤☞➫➦➯❣➲✇➫
x
❒☛òó➨✯➳✚➨✯➩✇➶❖➬❱➩✺➫✱➳✚➯❣➲✩➤
ǫw ≥ εW0
ð✥➶✩➬❱➩✩➧☞➲✩➩✩➨❁➘✯➨④➤❫➫✭➬Ü➻❬➩✩➨ ☛✯➯❱➩✩➨
b ≤ x ≤ xW
➬❱➲✂➘✯➯❣➩✺➫ñ➬❱➘④➫☎➶✩➨❋➺❬➬➹➳❖➬❱➤➦➯❱➻ýð
ρα(x) > ρ
B
α
➫ñ➬❱➩✩➶✩➻✐➧❸➼✛➲✇➨❈➳✚➯❣➲✩➤
x ≥ xW ð✡➺❬➬❄➤❫➥✯➳✩➲✇➺❬➧➦➻✐➯❣➩✂➺ýÝÞ➨✯➽♥➳✼➯❣➤ ➫ñ➨❩➨✬➫ ρα(x)
➫ñ➨④➩✩➶✂➼✛➲✩➬❱➩✩➶
x→∞ ➱❱➨✯➤➦➧➭➧ñ➬➹➱Ü➬❱➺❬➨④➲✩➤ ρBα
ð❖➨✯➩✂➺❬➲✇➻✒➥④➫ñ➬❱➩✺➫❸➻❬➩✇à✻➥④➤➦➻❬➨④➲✩➤➦➨Ü❒
✧✸➩✜✆❖➩ü➳✚➯❣➲✩➤❸➶✩➨④➧➮➳✇➺❃➬❱➧❫➽❝➬❱➧⑨➶✇➻❬➧➦➧ û✛➽➾➥✬➫ñ➤➦➻✐➼❥➲✩➨✯➧④ð✚➩✇➯❣➲✩➧➭➳✼➯❣➲❡➱❣➯❣➩✩➧➮➬❱➲✩➧❫➧➦➻☞➩✩➯❣➲✇➧➭➻✐➩✺➫ñ➥✯➤❫➨✯➧❫➧➦➨✯➤☎➬❱➲❡ß✕➶✇➨✯➩✩➧❫➻✐➫ñ➥④➧
➶✩➨★➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨Ü❒✩➢❢➯❣➲✩➤⑨➧➦➻✐➽➾➳✇➺❬➻✝✆✩➨✯➤✝➘✯➯❣➩✇➧➦➻❬➶✇➥✯➤➦➯❱➩✩➧◗➲✩➩❛➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬❈ø❚➶✇➨✯➲❡ß❝➘✯➯❣➽♥➳✚➯❣➧ñ➬❱➩✺➫➦➨✯➧⑨➶✩➻✐➧➦➧❫û✛➽♥➥④➫➦➤➦➻❬➼❥➲✩➨Ü❒❖òó➯❣➩✇➧➦➻✟❰
➶✩➥④➤➦➯❣➩✩➧❩➺✐➨❈➘✯➬❱➧❩➯✄✂
∑
γ e
3
γρ
B
γ > 0
✆✪➘④à❲❒ ✆❖á❣➲✩➤❫➨ ✂④③❚❒ ✞✥➪✉➨④➫✡✂④③❚❒ ✞✑✞✮☛✬❒Ú➢✗➯❣➲✇➤
ǫw < 1
ð✚➺❃➬❝➤❫➥✯➳✩➲✩➺✐➧➦➻✐➯❣➩é➬✢➱❣➨✯➘➹➺❬➬
➳❖➬❱➤❫➯❣➻❁➬❱➘✯➘④➨✯➩✺➫ñ➲✇➨✉➺❬➨④➧❋➨✕✒Ú➨✬➫ñ➧❈➘④➯❣➩✩➧ ➫✭➬Ü➫➦➥✯➧❚➳✚➯❣➲✩➤➵➺❬➨♥➘✢➬❱➧❋➶✒ÝÞ➲✩➩✩➨❝➳✩➬❱➤➦➯❣➻✝➧❫➻❬➽♥➳✩➺❬➨Ü❒☞ú❢➬✂➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫➦➥➾➶✇➨❝➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨❝➧❫➨
➤➦➥④➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➫➵➨④➩ ➶✩➨④➲❡ß✎➘✯➯❣➲✩➘✭❮✇➨✯➧❚➶✩➨♥➧➦➻✐á❣➩✩➨④➧❈➯❣➳✩➳✚➯❣➧❫➥✯➧✯ð☞➘④➨✯➺❬➺✐➨♥➬❱➲ ➘④➯❣➩✺➫✭➬❱➘✬➫❚➶✩➨♥➺❃➬✕➳❖➬❱➤❫➯❣➻✸➥④➫ñ➬❱➩✺➫❚➶✩➲✎➧➦➻❬á❱➩✩➨❄➶✩➨
−∑γ e3γρBγ ✆✪➘✬à❲❒ ✆✩á❣➲✩➤➦➨ ✂④③❚❒ ✞✑✞❣✃ß➬ ☛✬❒Ú➢✗➯❣➲✩➤ ǫw > 1 ðÚ➺✐➨✯➧➮➫➦➤➦➯❣➻✐➧☎➨✕✒Ú➨✬➫ñ➧★➧❫➯❣➩✺➫❩➨✯➩✳➘④➯❣➽➾➳✚➥④➫➦➻✐➫➦➻❬➯❣➩✒❒ ✂ ➲❖➬Ü➩✩➶✳➯❣➩
➬❱➲✩á❱➽➾➨④➩❥➫➦➨✉➺ýÝß➬Ü➫❫➫ñ➤ñ➬Ü➘④➫ñ➻✐➯❣➩ ➶✇➨❛➺❃➬ü➳❖➬Ü➤➦➯❣➻ ➨✯➩ ➬❱➲✩á❣➽♥➨✯➩✺➫ñ➬❱➩✺➫
ǫw
✆✻➘④à❲❒ ✆✩á❣➲✩➤➦➨ ✂④③❚❒ ✞✑✞❣✃Þ➸ ☛✬ð✱➯❱➩ ➘✯➯❣➩✩➧ ➫✭➬Ü➫➦➨✉➫ñ➯❣➲❡➫
➶✒Ýß➬❱➸✚➯❣➤➦➶❄➲✩➩✩➨❸➧❫➻✐➫ñ➲✩➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩➹➯✄✂❄➺ýÝÞ➨ ✒✼➨④➫❁➶✒Ýß➬Ü➫➦➫➦➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻✐➯❣➩➹➶✩➨✯➧✝➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨④➧ó➬✢➱❣➨④➘➮➺✐➨✯➲✩➤❫➧✸➻❬➽➾➬❱á❣➨④➧✸➬❩➳✼➨④➲➾➶✒ÝÞ➻❬➩✇➘✯➻❬➶✇➨✯➩✩➘④➨➵✃
➻❬➺❢ûé➬❝➫ñ➯❱➲ ✄❫➯❣➲✩➤❫➧❩➲✩➩✩➨❄➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨❄➺❬➯✛➘✢➬❱➺✐➨❈➩✩➥④á✺➬Ü➫ñ➻✟➱❣➨❄➬❱➲✳➱❱➯❣➻❬➧❫➻❬➩❖➬❱á❱➨❚➶✩➨❄➺❃➬❝➳✩➬❱➤➦➯❣➻❦ðÚ➽➾➬❱➻❬➧☎➽➾➯❣➻✐➩✩➧★➻✐➽➾➳✚➯❣➤❫➫ñ➬❱➩✺➫ñ➨
➼❥➲✩➨♥➶❖➬❱➩✩➧Ñ➺❬➨➹➘✯➬❱➧
ǫw = 1
➨④➫➵➘✯➨✬➫➦➫ñ➨♥➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨❄➨✯➧ ➫❈➘④➯❣➽➾➳✚➨✯➩✇➧➦➥✯➨❄➳❖➬Ü➤➵➲✇➩✩➨❄➘✭❮❖➬❱➤➦á❱➨➾➳✚➯❣➧➦➻✟➫ñ➻✟➱❣➨➹➳✩➺✐➲✩➧Ñ➺❬➯❣➻✐➩✷➶✩➨
➺❃➬➹➳❖➬Ü➤➦➯❣➻❦❒❋✧✝➩✇➧➦➲✩➻✟➫ñ➨❱ð✡➼❥➲❖➬❱➩✇➶
ǫw
➨④➧❫➫➮➶❖➬❱➩✩➧➭➲✩➩ü➘④➨✯➤ ➫✭➬❱➻✐➩❀➻✐➩❥➫➦➨✯➤ ➱❱➬Ü➺❬➺❬➨Üð
1 < εW1 < ǫw < εW2
 
ð❖➺❃➬  ❲➶✩➯❱➲✩➸✩➺❬➨
➘✯➯❱➲✩➘✭❮✩➨ ✂➭➧④Ýß➯❱➤➦á✺➬❱➩✇➻❬➧➦➨⑨➳✇➺❬➲✇➫ ☎❱➫✝➨✯➩♥➲✩➩✩➨⑨➫ñ➤❫➻❬➳✩➺✐➨◗➘✯➯❱➲✩➘✭❮✩➨➵✃❥➬❱➲➹➱❣➯❣➻✐➧➦➻❬➩✩➬❱á❣➨⑨➻❬➽♥➽♥➥✯➶✩➻❬➬Ü➫✱➶✩➨❸➺❬➬★➳❖➬❱➤➦➯❱➻✩➺❬➨④➧❁➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨④➧
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✩✫✣✹✺✸✖✾✵✲✺✱✒✼✷✹✦✬✛☎✒✧✺ ☛■✺✢✛✟✣❀✻☞☛ ✷✹✭❉✷✍✻✓✺✸✖✾✭✸✒✳✚❋✺✱✒✼✻▼✦✳✖✾✵✡❄✹✺ ☛ ✚✸✻✾✷✍✦✧✖★✚ ✟✙✖✛✦✧✖★✻✓✺✱✭✸✒✼✻ ✦✼✷ ✆✍✖✛✭✛✔
✁❋❊ ✄
✘
✁
✌✎✍☞✆✔✕ ✯
✮
✱❋✍✑✓✽✕✗✌
÷⑨❮✩➨➵➳✩➤➦➨④➧➦➨✯➩✺➫☎➳❖➬❱➳✚➨✯➤❸➳✩➤➦➯✥➱✛➻❬➶✇➨✯➧➭➩✩➨ ✁➇➨Ïß✇➬❱➘④➫➮➬❱➩❖➬Ü➺✐û❥➫ñ➻✐➘✢➬❱➺✒➤❫➨✯➧❫➲✩➺✐➫➦➧❸à✻➯❱➤❸➫➦❮✩➨Ñ➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫Pû✕➳✇➤➦➯ ✆❖➺✐➨Ñ➯❱à✱➬❄➘✯➺❬➬❱➧ ❰
➧➦➻✐➘✢➬❱➺✑òó➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸✂➳✩➺❃➬Ü➧➦➽➾➬➾➻❬➩✂➫ñ❮✩➨➵➱✛➻❬➘✯➻✐➩✩➻✐➫Pû✕➯Üà✝➬➾➳✚➯❣➺❃➬Ü➤➦➻ ☛✯➬❱➸✩➺✐➨❩➸✼➯❣➲✇➩✩➶❖➬❱➤ û❣❒Ú÷⑨❮✇➨❈➨✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➯❱➧❫➫✭➬☛➫ñ➻❬➘➵➶✩➻✐➨✯➺❬➨④➘④➫➦➤➦➻❬➘
➤➦➨④➧➦➳✚➯❣➩✩➧❫➨❩➯❱à✒➫ñ❮✇➨ ✁◗➬Ü➺❬➺✚➻❬➧ó➶✇➨✯➧➦➘④➤➦➻✐➸✼➨④➶✕➬Ü➫◗➬❋➽❝➬❱➘④➤➦➯❣➧❫➘✯➯❣➳✇➻❬➘☎➺✐➨④➱❱➨✯➺Ú➸✺û❝➬❈➶✩➻✐➨✯➺❬➨④➘④➫➦➤➦➻❬➘➭➘✯➯❱➩✩➧❫➫ñ➬❱➩✺➫✢❒✇÷⑨❮✇➨★➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫Pû
➳✩➤❫➯ ✆❖➺❬➨④➧✕➬❱➤➦➨ü➯❣➸✇➫✭➬Ü➻❬➩✩➨④➶❞➻❬➩ ➬ ✁ ➨✢➬ ✂ òó➯❱➲✩➺❬➯❣➽❈➸❞➘✯➯❣➲✩➳✇➺❬➻❬➩✇á ➺❬➻✐➽➾➻✟➫✢❒✸÷⑨❮✩➻✐➧❛❮✩➻❬á❣❮✛❰ ➫ñ➨④➽➾➳✚➨✯➤➦➬Ü➫ñ➲✇➤➦➨ ✆✻➯❣➤✉➺✐➯ ✁◗❰
➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû ☛◗➺✐➻❬➽♥➻✐➫ ➻❬➧⑨➤➦➨✯➬❱➺❬➻✝☛✯➨④➶✕à✻➯❱➤⑨➻❬➩✩➧ ➫✭➬❱➩✩➘④➨Ñ➻❬➩✂➬❱➩✕➨✯➺✐➨✯➘④➫➦➤➦➯❣➺✟û❥➫ñ➨❩➧➦➯❱➺❬➲✇➫➦➻❬➯❣➩✒❒
✒★➲✩➤❚➘✢➬Ü➺❬➘✯➲✇➺❃➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✩➧➵➳✚➨✯➤❫à✻➯❱➤➦➽♥➨✯➶ ➻✐➩ ➫ñ❮✩➨➾à✻➤ñ➬❱➽♥➨ ✁ ➯❣➤✄✂ ➯❱à❸➧ ➫✭➬Ü➫➦➻❬➧❫➫➦➻❬➘✯➬❱➺ ➽♥➨✯➘✭❮✩➬❱➩✩➻❬➘④➧❚➘✢➬Ü➧❫➫❄➬✷➩✩➨ ✁↕➺✐➻❬á❣❮✺➫
➯❣➩↔➫➦❮✩➨üà✻➲✩➩✇➶❖➬❱➽♥➨✯➩✺➫✭➬❱➺➭➳✩❮✩➨④➩✩➯❣➽♥➨✯➩✩➯❱➩❞➻❬➩↔➧❫➲✩➘✭❮ ➧❫û✛➧❫➫➦➨✯➽♥➧✳✃◗òó➯❱➲✩➺❬➯❣➽❈➸↔➧➦➘④➤➦➨④➨✯➩✩➻✐➩✩á ➯❱àÑ➧➦➲✇➤❫à✪➬❱➘④➨✷➳✼➯❱➺❃➬❱➤❫➻✟❰
☛✢➬☛➫ñ➻❬➯❱➩ ➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨④➧❄➻❬➩✩➧❫➻❬➶✩➨✉➫➦❮✩➨ ✥❖➲✩➻❬➶Ú❒ ✂P➩✩➶✩➨④➨✯➶✒ð✸à✻➤➦➯❱➽ ➨✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➯❱➧❫➫✭➬☛➫ñ➻❬➘④➧❄➻✐➫➹➻✐➧ ✁ó➨④➺❬➺ ✂❥➩✩➯ ✁❸➩ ➫➦❮❖➬Ü➫➹➫ñ❮✇➨✂➸✇➲✩➺ ✂
✜✉★
 ✂✁
➫ñ❮✇➨✯➤➦➽♥➯✛➶✇û✛➩❖➬❱➽♥➻❬➘✉➳✩➤❫➯❣➳✚➨✯➤❫➫➦➻❬➨④➧♥➻✐➩ ➬❖✥✩➲✩➻❬➶ ➯❱à➮➘✭❮❖➬❱➤➦á❱➨✯➧➾➬❱➤➦➨❛➻✐➩✩➶✩➨✯➳✚➨✯➩✇➶✩➨✯➩✺➫♥à✻➤➦➯❣➽ ➫➦❮✩➨✕➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✕➧❫➫✭➬☛➫ñ➨✕➯❱à
➸✚➯❣➲✩➩✩➶❖➬Ü➤❫û ✁◗➬Ü➺❬➺❬➧④❒ ✄➮➨✬➱❣➨✯➤ ➫ñ❮✩➨④➺❬➨④➧➦➧☎➫➦❮✩➨❈➽♥➻❬➘④➤➦➯❣➧❫➘✯➯❣➳✩➻✐➘Ñ➺❬➯❣➩✩á☛❰P➤ñ➬Ü➩✩á❣➨✯➶üòó➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸✂➳❖➬❱➻✐➤➭➻✐➩✺➫ñ➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩
v(r; r′)
➸✚➨④➫✂✁ ➨✯➨✯➩➾➫✂✁ó➯❋➲✩➩✩➻✐➫❁➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨④➧ ➺✐➯❡➘✯➬Ü➫ñ➨④➶♥➤❫➨✯➧❫➳✼➨④➘④➫ñ➻✟➱❣➨④➺✐û♥➬Ü➫
r
➬❱➩✇➶
r′
➫✭➬ ✂Ü➨✯➧ ➻❬➩✺➫ñ➯➵➬❱➘④➘✯➯❣➲✩➩✺➫❁➫ñ❮✩➨➭➨✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➯❱➧❫➫✭➬☛➫ñ➻❬➘
➤➦➨④➧➦➳✚➯❣➩✩➧❫➨❋➯❱à❢➫ñ❮✇➨ ✁ó➬❱➺✐➺✱✃
v(r; r′)
➻✐➧❸➬♥➧❫➯❣➺❬➲❡➫ñ➻❬➯❱➩❛➯❱à✱➢❢➯❣➻❬➧❫➧➦➯❣➩✂➨✯➼❥➲❖➬☛➫ñ➻❬➯❱➩
∆r′v(r; r
′) = −4πδ(r− r′) ✆ ✂④③❈❒ ✞✙☛
➬❱➩✩➶✂➻✐➫➦➧⑨➨✬ß❡➳✩➤❫➨✯➧➦➧❫➻❬➯❣➩❀➻❬➧⑨➤❫➲✩➺❬➨④➶✂➸✺û❛➫➦❮✩➨Ñ➨✯➺❬➨④➘④➫➦➤➦➯❣➧ ➫✭➬Ü➫➦➻❬➘❩➸✚➯❣➲✩➩✩➶❖➬Ü➤❫û❛➘④➯❣➩✩➶✩➻✟➫ñ➻❬➯❱➩✩➧✯❒❖ì❖➯❣➤⑨➻✐➩✩➧❫➫ñ➬❱➩✩➘④➨❱ð ✁❸❮✩➨④➩❀➫ñ❮✇➨
➽➾➬Ü➫ñ➨④➤➦➻❃➬Ü➺✼➯❱à❢➫ñ❮✇➨ ✁◗➬❱➺✐➺✒➻❬➧ó➘✭❮❖➬❱➤ñ➬Ü➘④➫ñ➨④➤➦➻✝☛✯➨✯➶✂➸✺û✕➬❚➤➦➨④➺❃➬Ü➫➦➻✐➱❱➨★➶✩➻❬➨④➺❬➨④➘④➫ñ➤❫➻❬➘★➘④➯❣➩✩➧ ➫✭➬❱➩✺➫
ǫw
✆ ✁❸➻✐➫➦❮✂➤❫➨✯➧❫➳✼➨④➘④➫❸➫ñ➯➹➫ñ❮✇➨
➶✩➻✐➨✯➺❬➨④➘④➫➦➤➦➻❬➘☎➘✯➯❣➩✩➧ ➫✭➬❱➩✺➫➮➻❬➩✉➫➦❮✩➨❩➱❱➬Ü➘✯➲✩➲✩➽ ☛✬ð✩➫➦❮✩➨Ñ➧➦➯❣➺✐➲✇➫ñ➻✐➯❣➩❛➯❱à ✆ ✂④③❚❒ ✞✮☛ó➤➦➨✯➬❱➶✩➧
vw(r; r
′) =
1
|r− r′| −∆
1
|r− r′∗|
✆ ✂④③❈❒ ➚✫☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
∆ ≡ (ǫw − 1)/(ǫw + 1) ➬❱➩✩➶ r′∗ ➻❬➧☎➫➦❮✩➨➹➻❬➽➾➬❱á❣➨❋➯❱à r′ ✁❸➻✟➫ñ❮✳➤❫➨✯➧➦➳✚➨✯➘✬➫Ñ➫ñ➯❛➫ñ❮✩➨➹➳✇➺❃➬❱➩✩➨❈➻❬➩✺➫ñ➨④➤❫à✪➬❱➘④➨
✞ ✁❣➬❱➘❭❍✺➚✮✠ý❒   ❮✩➨④➩
ǫw
➱Ü➬❱➤❫➻❬➨✯➧➹à✻➤❫➯❣➽
0
➫ñ➯
+∞ ð ∆ ➤➦➬❱➩✩á❱➨✯➧❄à✻➤➦➯❣➽ −1 ➫ñ➯ 1 ❒ ✂P➩➉➬ ➶✩➻❬➨④➺❬➨✯➘✬➫ñ➤❫➻❬➘❛➽➾➬Ü➫ñ➨④➤➦➻❃➬Ü➺
−1 < ∆ < 1 ❒ ✂ à ➫ñ❮✩➨❝òó➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸❵✥❖➲✩➻❬➶ ➽♥➻❬➽♥➻❬➘✯➧★➬❱➩ ➨④➺❬➨✯➘✬➫ñ➤❫➯❣➺✐û❥➫ñ➨❄➻✐➩ ➬✂➧➦➯❣➺✟➱❣➨✯➩✺➫❋➶✩➨✯➧❫➘✯➤❫➻❬➸✚➨✯➶ ➬❱➧❋➬✕➤➦➻❬á❱➻❬➶
➘✯➯❱➩❥➫➦➻❬➩❥➲✩➲✩➽➝➽♥➨✯➶✩➻✐➲✩➽❀ð
ǫw
➻❬➧❢➫ñ❮✩➨ó➤➦➨✯➺❬➬Ü➫ñ➻✟➱❣➨ ➶✩➻❬➨④➺❬➨✯➘✬➫ñ➤❫➻❬➘❁➘✯➯❣➩✩➧ ➫✭➬❱➩✺➫ ✁❸➻✟➫ñ❮❚➤❫➨✯➧➦➳✚➨✯➘✬➫✸➫ñ➯☎➫➦❮✩➨◗➧❫➯❣➺✐➱❱➨✯➩✺➫✸➶✩➻✐➨✯➺❬➨④➘④➫➦➤➦➻❬➘
➘✯➯❱➩✩➧❫➫ñ➬❱➩✺➫
ǫs
➬Ü➩✩➶➵➫➦❮✩➨✝➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻✐➯❣➩❩➳✼➯Ü➫ñ➨✯➩✺➫➦➻❃➬❱➺
vw
➻✐➩ ✆ ✂④③❚❒ù➚ ☛✒➻❬➧❜➫ñ➯❸➸✚➨✝➽❚➲✩➺✐➫➦➻❬➳✩➺✐➻❬➨④➶☎➸✺û
1/ǫs
❒✥÷⑨❮✩➨❁➳✼➯Ü➫ñ➨✯➩✺➫➦➻❃➬❱➺
✆ ✂④③❈❒ ➚✫☛⑨➽➾➬✢û✉➸✚➨Ñ➧➦➨✯➨④➩ü➬Ü➧❸➫➦❮✩➨❩➫ñ❮✩➨Ñ➧❫➲✩➽ ➯❱à❢➫✂✁ó➯♥➘✯➯❣➩✺➫➦➤➦➻❬➸✇➲✇➫ñ➻✐➯❣➩✩➧✯❒✇÷⑨❮✩➨❩➱❱➬Ü➘✯➲✩➲✩➽ ➯❱➤  ❲➸✩➲✩➺ ✂ ✂★➳✚➯❱➫ñ➨④➩✺➫ñ➻❃➬Ü➺
vb(r; r
′) =
1
|r− r′|
✆ ✂④③❈❒✢✜ ☛
➻❬➧➵➫ñ❮✩➨➾➧➦➯❣➺✐➲✇➫ñ➻✐➯❣➩ ➯Üà ✆ ✂④③❚❒ ✞✮☛Ñà✪➬❱➤❋➬ ✁◗➬✢û✎à✻➤➦➯❣➽ ➬❱➩✺û ➸✼➯❱➲✩➩✩➶❖➬❱➤ û ➯❱➤❈➻❬➩ ➫ñ❮✩➨➾➱❡➻✐➘✯➻✐➩✩➻✐➫Pûé➯❱à➭➬ ✁◗➬Ü➺❬➺ ✁❸➻✐➫ñ❮ ➩✩➯
➨✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➯❱➧❫➫✭➬☛➫ñ➻❬➘❸➤❫➨✯➧➦➳✚➯❣➩✩➧❫➨ ✆
ǫw = 1
☛Ï❒❥÷⑨❮✩➨☎➧❫➨✯➘✯➯❱➩✩➶❝➫ñ➨④➤➦➽❼➻❬➩ ✆ ✂④③❈❒ ➚✫☛✝➻✐➧❁➫➦❮✩➨☎➻✐➩❥➫➦➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩ ✁❸➻✐➫➦❮✉➬❱➩  ❲➻❬➽➾➬❱á❣➨ ✂
➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨ ✂✸➫➦❮✩➨❀➺❬➬Ü➫➦➫➦➨✯➤➹➶✩➨④➧➦➘④➤➦➻❬➸✚➨✯➧♥➫ñ❮✩➨✂➻❬➩✺➫➦➨✯➤ñ➬Ü➘④➫ñ➻✐➯❣➩ ✁❸➻✐➫➦❮ ➫➦❮✩➨❀➳✚➯❣➺❬➬❱➤➦➻✝☛✢➬Ü➫➦➻❬➯❣➩ ➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨✂á❣➨④➩✩➨✯➤➦➬Ü➫ñ➨④➶↔➻❬➩➏➫ñ❮✇➨
➽➾➬Ü➫ñ➨④➤➦➻❃➬Ü➺✼➸✺û❛➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬❚➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✯➧④❒   ➨Ñ➘④➯❣➩✩➧➦➻✐➶✩➨✯➤❸➬➹➽❚➲✇➺✐➫ñ➻✐➘✯➯❣➽♥➳✚➯❣➩✩➨✯➩✺➫ó➳✩➺❃➬❱➧❫➽❝➬❡ð✇➩❖➬❱➽♥➨✯➺✟û✉➬➹➧ û❡➧ ➫ñ➨④➽ ➽❝➬❱➶✇➨
➯❱à☎➬Ü➫❄➺❬➨✯➬❱➧❫➫➹➫✂✁ ➯ ➧➦➳✚➨✯➘✯➻✐➨✯➧❄➯❱à➮➽➾➯✥➱✛➻❬➩✇á✳➘✭❮❖➬❱➤➦á❱➨✯➧ ✁❸➻✐➫➦❮ ➯❱➳✩➳✼➯❱➧➦➻✐➫➦➨✉➧➦➻✐á❣➩✩➧④❒✗✧✸➱❱➨✯➩ ➻❬➩ ➫ñ❮✇➨✂➸✇➲✩➺ ✂✡ð✸➬✳➧➦❮✇➯❣➤❫➫ ❰
➶✩➻✐➧❫➫✭➬Ü➩✩➘✯➨❄➘✯➲❡➫❫❰P➯✓✒ ➽❚➲✩➧ ➫❋➸✚➨❄➻❬➩✺➫ñ➤❫➯❡➶✇➲✩➘✯➨④➶✎➻✐➩ ➯❱➤➦➶✩➨④➤Ñ➫➦➯✕➳✩➤➦➨✬➱❣➨✯➩✺➫❋➫ñ❮✩➨❄➘✯➯❱➺❬➺❃➬Ü➳✩➧➦➨❚➯Üàó➫ñ❮✇➨♥➧ û✛➧❫➫ñ➨④➽❀❒
➴
➫Ñ➫ñ❮✇➨
➻❬➩✺➱❱➨✯➤➦➧❫➨❀➫➦➨✯➽♥➳✼➨④➤ñ➬Ü➫➦➲✩➤➦➨
β = 1/kBT
ð ✁❸❮✩➨✯➤❫➨
kB
➻❬➧ ☎ó➯❱➺✐➫ ☛④➽❝➬Ü➩✩➩➏➘✯➯❣➩✩➧ ➫✭➬❱➩✺➫✯ð❁➫➦❮✩➨✂à✻➯❱➲✩➤❄➺❬➨✯➩✇á❱➫ñ❮ ➧➦➘✯➬❱➺❬➨④➧
➻❬➩❀➫ñ❮✩➨➹➳✩➤❫➯❣➸✩➺✐➨✯➽❾➬❱➤➦➨❝✃✼➫ñ❮✇➨➹➘✯➺❬➯❱➧➦➨✯➧ ➫Ñ➬❱➳✩➳✇➤➦➯✺➬❱➘✭❮✳➶✇➻❬➧❫➫ñ➬❱➩✩➘④➨
βe2
➶✇➨④➫ñ➨④➤➦➽♥➻❬➩✩➨④➶✷➸✺ûéòó➯❣➲✇➺❬➯❣➽❚➸ü➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻❬➯❱➩
➸✚➨④➫✂✁ ➨✯➨✯➩✎➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✯➧➵➯❱à✝➫Pû✛➳✩➻❬➘✯➬❱➺✸➽❝➬Üá❣➩✩➻✐➫➦➲✩➶✩➨
e
➬❱➩✩➶ ✁❸➻✐➫➦❮ ➬✕➽♥➨✢➬Ü➩ ✂❥➻✐➩✩➨④➫➦➻❬➘❚➨④➩✩➨✯➤❫á❱ûé➯❱à❁➯❣➤➦➶✇➨✯➤
1/β
✂✒➫➦❮✩➨
➽♥➨✢➬❱➩❛➻✐➩❥➫➦➨✯➤❫➳❖➬❱➤❫➫➦➻❬➘④➺❬➨➭➶✩➻❬➧ ➫✭➬❱➩✩➘④➨
a
✂✇➫➦❮✩➨★➤ñ➬Ü➩✩á❣➨
b
➯❱à❜➫ñ❮✩➨❩❮✩➬❱➤➦➶❡❰ ➘✯➯❣➤❫➨★➤➦➨④➳✩➲✩➺✐➧➦➻❬➯❱➩❝à✻➤➦➯❣➽❼➫ñ❮✇➨ ✁◗➬Ü➺❬➺✪✆ ✁❸❮✩➻❬➘✭❮❛➻✐➧
➘✭❮✩➯❣➧❫➨✯➩é➫ñ➯❛➸✚➨❚➫ñ❮✩➨➹➧➦➬❱➽♥➨❚à✻➯❣➤❩➬❱➺✐➺✗➧❫➳✼➨④➘✯➻❬➨④➧❊☛ ✂✒➫ñ❮✩➨➹❮❖➬Ü➤➦➶❡❰ ➘✯➯❣➤❫➨➹➶✩➻❃➬❱➽♥➨④➫➦➨✯➤
σ
➯Üà ➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨④➧ ✁❸❮✩➻❬➘✭❮ ➳✩➤❫➨④➱❣➨④➩✺➫ñ➧
➫ñ❮✇➨➾➨④➺❬➨✯➘✬➫ñ➤❫➯❣➧❫➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➘➾➘④➯❣➺❬➺❬➬❱➳✩➧➦➨❄➻✐➩✩➧➦➻✐➶✩➨➹➫ñ❮✩➨ ✥❖➲✩➻✐➶✒❒ ☎➮➯ ✁ó➨✬➱❣➨④➤❈➫ñ❮✩➨➾➘✯➲✇➫ ❰P➯ ✒
σ
➳✩➤➦➯✥➱❱➨✯➧❚➩✩➯Ü➫❋➫➦➯✷➬❱➤❫➻❬➧➦➨❄➻✐➩✎➫ñ❮✇➨
➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫ñ➻❬➨④➧❩➬❱➩✩➶✳➘④➯❣➤➦➤❫➨✯➺❬➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✩➧★➬☛➫★➺❬➨✯➬❱➶✩➻✐➩✩á✉➯❣➤❫➶✩➨✯➤★➻✐➩✳➬✉➺❬➯ ✁◗❰ ➶✩➨✯➩✩➧❫➻✐➫Pû❀➤➦➨④á❣➻❬➽♥➨ ✆✻➸✼➨④➘✢➬❱➲✩➧❫➨❚➫ñ❮✩➨❈➺❬➯❣➩✩á❝➤ñ➬❱➩✩á❱➨
➯❱à✱òó➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸✕➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻✐➯❣➩✩➧◗➻✐➧◗➫ñ❮✩➨④➩❀➫ñ❮✇➨➵➽♥➯❣➧ ➫⑨➻❬➽♥➳✼➯❱➤❫➫✭➬Ü➩❥➫◗➨ ✒✼➨✯➘④➫❊☛✬❒
ì❖➯❣➤✱➬☎➺✐➯❣➩✩á❸➫ñ➻✐➽➾➨Üð✽➫➦❮✩➨◗➧❫❮✩➯❣➤❫➫ ❰P➶✩➻✐➧❫➫ñ➬❱➩✩➘✯➨ ➧➦➻✐➩✩á❣➲✩➺❬➬❱➤➦➻✟➫Pû❩➯❱à❖➫ñ❮✇➨◗➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✬❰ ➻❬➽➾➬❱á❣➨✝➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻✐➯❣➩❈❮❖➬Ü➧✱➳✩➤➦➨✬➱❣➨④➩❡❰
➫ñ➨④➶✉➯❣➩✩➨➭à✻➤➦➯❣➽➙á❱➨④➫➦➫➦➻❬➩✩á❋➨✬ß✇➬❱➘✬➫⑨➤➦➨④➧➦➲✩➺✟➫ñ➧ó➻✐➩➾➫➦❮✩➨☎➘✯➬❱➧➦➨
ǫw 6= 1 ➬Ü➫⑨➬Ü➩❥û♥➶✩➻✐➧❫➫ñ➬❱➩✩➘✯➨➭à✻➤➦➯❣➽➙➫➦❮✩➨ ✁ó➬❱➺❬➺❖à✻➯❣➤❁➨✯➻✟➫ñ❮✩➨④➤
➬❛á❣➨✯➩✇➨✯➤➦➻✐➘❄➽❚➲✩➺✐➫➦➻❬➘④➯❣➽➾➳✚➯❣➩✩➨④➩✺➫★➯❣➤Ñ➬ ✒★➩✩➨✬❰❲òó➯❣➽♥➳✼➯❣➩✇➨✯➩✺➫❋➢✝➺❬➬❱➧➦➽➾➬ ✆ ✒Ñò◗➢ ☛✬ð❜➩✩➬❱➽➾➨④➺✐û✷➬✕➧ û✛➧❫➫ñ➨④➽➌➽❝➬Ü➶✩➨➹➯❱à
➯❣➩✩➺✟û♥➯❣➩✩➨★➽♥➯✥➱❡➻✐➩✩á❚➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨★➧❫➳✼➨④➘✯➻✐➨✯➧⑨➻❬➩✉➬❚➤➦➻❬á❱➻❬➶❝➩✇➨✯➲✇➫➦➤ñ➬❱➺✐➻ ☛✯➻✐➩✩á➵➸❖➬❱➘ ✂❥á❣➤➦➯❱➲✩➩✩➶✒❒▼✆ ✂P➩❛➫ñ❮✩➨☎à✻➯❱➺❬➺❬➯ ✁❸➻✐➩✩á✩ð❣➫ñ❮✇➨★➻❬➩❡❰
➫ñ➨④➤❫à✪➬❱➘④➨❩➻❬➧◗➳✚➨✯➤❫➳✼➨④➩✩➶✩➻✐➘✯➲✩➺❬➬❱➤ó➫ñ➯❚➫➦❮✩➨
x
❰❲➬✽ß✇➻✐➧⑨➬❱➩✩➶✕➺✐➯❡➘✯➬Ü➫ñ➨④➶✕➬Ü➫
x=0
❒✼☛◗ì✗➻❬➤➦➧ ➫✢ð ✁ó➨Ñ➤❫➨✯➘✢➬Ü➺❬➺✼➫➦❮❖➬Ü➫✯ð✇➻❬➩✉➫➦❮✩➨❩➘✢➬Ü➧➦➨
ǫw = 1
ð ✁❸❮✩➨✯➤❫➨♥➫➦❮✩➨✯➤❫➨❄➻❬➧❩➩✩➯✂➻❬➽➾➬❱á❣➨➵à✻➯❣➤➦➘④➨✯➧✯ð❜➫➦❮✩➨❄➶✩➨✯➩✩➧❫➻✐➫Pû✳➻✐➧❩➽➾➨④➤➦➨④➺✐û✷➲✇➩✩➻✐à✻➯❣➤❫➽ ➻✐➩é➫➦❮✩➨ ☛✯➨④➤➦➯Ü❰ ➘✯➯❣➲✩➳✇➺❬➻❬➩✇á
➺❬➻✐➽➾➻✟➫➭➬❱➩✩➶✷➫➦❮✩➨ ✆❖➤❫➧❫➫Ñ➯❣➤❫➶✩➨✯➤★➘④➯❣➤➦➤❫➨✯➘✬➫ñ➻❬➯❱➩ü➫ñ➯❝➫➦❮✩➻❬➧☎➸✩➲✩➺ ✂❛➱Ü➬❱➺✐➲✩➨❚➻❬➩❀➫ñ❮✩➨ ✁ ➨✢➬ ✂✺❰ ➘✯➯❣➲✇➳✩➺❬➻✐➩✩á✉➤➦➨④á❣➻❬➽♥➨ ✁ó➬❱➧★➘✯➬❱➺✟❰
➘✯➲✇➺❃➬Ü➫➦➨✯➶ ➸✺û ✁❣➬❱➩✩➘✯➯✥➱✛➻❬➘④➻✝✞ ✁❣➬❱➩✐❏✺➚Ü➬✡✠❁à✻➯❣➤❚➬ü➧ û✛➽➾➽♥➨④➫➦➤➦➻❬➘❄➫✂✁ ➯Ü❰P➘④➯❣➽➾➳✚➯❣➩✩➨④➩✺➫❚➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬✇❒ ✂P➩✩➶✩➨④➨✯➶✒ð✱➸✚➨✯➘✯➬❱➲✩➧❫➨✉➯❱à
➫ñ❮✇➨☎➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨☎➧ û✛➽➾➽♥➨④➫➦➤❫û❄➧➦➳✚➨✯➘④➻✝✆❖➘➭➫ñ➯❈➫➦❮✩➻❬➧❁➧❫û✛➧ ➫ñ➨✯➽✂ð❥➫ñ❮✩➨➮➘✭❮❖➬❱➤➦á❱➨☎➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû➾➳✇➤➦➯ ✆❖➺✐➨☎➬Ü➩✩➶✉➧➦➲✇➸✩➧➦➨④➼✛➲✇➨✯➩✺➫ñ➺✟û❝➫ñ❮✇➨
➨✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➯❱➧❫➫✭➬☛➫ñ➻❬➘❄➳✚➯❱➫ñ➨④➩✺➫ñ➻❃➬Ü➺✸➶✩➻✝✒✼➨✯➤❫➨✯➩✩➘④➨ ✁❸➻✟➫ñ❮é➫ñ❮✩➨➾➸✩➲✩➺ ✂
Φ(x)
➱❱➬Ü➩✩➻❬➧❫❮ ➬Ü➫❋➬❱➩✺û ➶✩➻✐➧❫➫✭➬Ü➩✩➘✯➨❄à✻➤➦➯❣➽ ➫ñ❮✩➨ ✁◗➬Ü➺❬➺ý❒
÷⑨❮✩➨④➩ ➫ñ❮✩➨✉á❱➤ñ➬❱➶✩➻✐➨✯➩✺➫❚➯Üà⑨➫ñ❮✩➨✉➶✇➨✯➩✩➧❫➻✐➫Pû
ρα(x)
➯❱à❸➧➦➳✚➨✯➘④➻❬➨✯➧ ✁❸➻✐➫ñ❮ ➘✭❮❖➬❱➤➦á❱➨
eα
á❣➻✐➱❱➨✯➩ ➸✺û✎➫➦❮✩➨ ✆❖➤❫➧❫➫ ☎ ➯❣➤➦➩❡❰
✘❩➤➦➨✯➨④➩❡❰ ✡✝➱❱➯❣➩ ✆ ☎✛✘ ✡ ☛Ñ➨④➼❥➲❖➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩ ➻✐➧❋➶✇➨④➫ñ➨④➤➦➽♥➻❬➩✩➨④➶ ➬Ü➫❋➺❬➨✯➬❱➶✩➻✐➩✩á❀➯❱➤➦➶✩➨④➤❋➯❣➩✇➺✐ûé➸✺û✎➫➦❮✩➨ ☛④➨✯➤❫➯❱➫ñ❮❡❰ ➯❣➤➦➶✇➨✯➤➵➳❖➬❱➻❬➤
➘✯➯❱➤➦➤➦➨④➺❃➬Ü➫➦➻❬➯❣➩ ✁❸❮✇➻❬➘✭❮❝➻✐➧✸➘✢➬❱➺✐➘✯➲✩➺❬➬Ü➫ñ➨④➶ ✁❸➻✐➫ñ❮♥➲✩➩✩➻✟à✻➯❣➤➦➽➡➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫➦➻❬➨④➧✯❒ ✂P➩❝➬Ñ➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬ ✁❸➻✐➫➦❮➾➩✩➯➵➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨➭➧❫û✛➽➾➽♥➨④➫➦➤❫û
➫ñ❮✇➨❛➳✼➯❱➫➦➨✯➩✺➫ñ➻❬➬❱➺ó➶✇➤➦➯❣➳
Φ(x)
ð ✁❸❮✩➻✐➘✭❮➏➻❬➧❚➶✩➨✬➫ñ➨④➤➦➽♥➻❬➩✩➨④➶➏à✻➤❫➯❣➽→➫ñ❮✩➨❛➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨❛➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû ➳✩➤❫➯ ✆❖➺❬➨
∑
α eαρα(x)
➫ñ❮✇➤➦➯❣➲✩á❱❮❞➢✗➯❣➻✐➧➦➧❫➯❣➩➉➨✯➼❥➲❖➬☛➫ñ➻❬➯❱➩✒ð✝➶✩➯❡➨④➧❝➩✩➯Ü➫❝➱Ü➬❱➩✩➻✐➧➦❮✒❒ ❐❀➯❣➤❫➨✯➯✥➱❣➨④➤✯ð ➻❬➩ ➫➦❮✩➨ ✁ ➨✢➬ ✂ ➘④➯❣➲✩➳✩➺✐➻❬➩✩á ➤➦➨④á❣➻❬➽♥➨❱ð✝➻✐➫♥➻✐➧
➯❱à◗➫➦❮✩➨✉➧➦➬❱➽➾➨♥➯❣➤❫➶✩➨✯➤❈➬❱➧❋➫➦❮✩➨✉➳❖➬❱➻✐➤ ❰ ➘✯➯❣➤❫➤➦➨✯➺❬➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✳➘✯➯❱➩❥➫➦➤➦➻✐➸✩➲✇➫ñ➻✐➯❣➩✎➫➦➯
dρα/dx
➻✐➩✎➫➦❮✩➨ ☎✛✘☛✡➂➨④➼❥➲❖➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✒❒
➴
➽♥➨✢➬❱➩❡❰ ✆❖➨✯➺✐➶ ➧❫➘✭❮✩➨✯➽♥➨ü➻✐➩ ➫➦❮✩➨❀➧❫➳✩➻❬➤❫➻✐➫♥➯❱à➂●❸➨④à❲❒ ✞ ✘Ñ➲✇➨✣★❱➪✮✠★➬❱➺✐➺❬➯ ✁❸➧➹➫ñ➯ ➘✯➺✐➯❣➧➦➨✂➫ñ❮✩➨✂➘✯➯❣➲✇➳✩➺❬➨④➶↔➨✯➼❥➲❖➬☛➫ñ➻❬➯❱➩✩➧➾à✻➯❣➤
dρα/dx
➬❱➩✩➶
Φ(x)
❒❆✆✪÷⑨❮✩➨❝➤➦➨✯➧❫➯❣➺❬➲❡➫ñ➻❬➯❱➩ ➻❬➧❋➩✩➯❱➫➹➳✚➨✯➤ à✻➯❣➤➦➽♥➨✯➶ ➻❬➩✎➫➦❮✩➨✉➘✯➬❱➧➦➨
Φ(x) 6= 0 ➻❬➩ ●❸➨④à❲❒✯✞ ✘Ñ➲✩➨❭★❱➪ ✠
➫ñ❮✇➯❣➲✩á❣❮❀➻✐➫➭➽➾➻✐á❣❮✺➫❸❮❖➬✢➱❣➨❚➸✚➨✯➨④➩ü➶✩➯❱➩✩➨❱❒   ❮✩➨✯➩
Φ(x) 6= 0 ð✚➯❱➩✩➺✐û ∑α eαρα(x) ➻❬➧➭á❣➻✟➱❣➨✯➩ü➬❱➧➮➬➾➶✩➯❣➲✇➸✩➺❬➨Ñ➻❬➩✛❰
➫ñ➨④á❣➤ñ➬Ü➺ý❒✳☛ ÷⑨❮✩➻❬➧ó➧➦➨✯➺✟à❃❰P➘④➯❣➩✩➧➦➻✐➧❫➫➦➨✯➩✺➫❸➽➾➨✬➫ñ❮✩➯✛➶ ✁ó➬❱➧➭➬❱➳✩➳✩➺✐➻❬➨✯➶✉à✻➯❱➤ó➫ñ❮✩➨ ✆✩➤➦➧❫➫⑨➫➦➻❬➽♥➨➮➫➦➯➾➬❚➘✯➬❱➧➦➨ ✁❸❮✩➨④➤➦➨
ǫw 6= 1 ➸✺û
➴
➺❬➬❱➧❫➫➦➲✩➨④û ✞
➴
➺❃➬❡❏■✜✡✠❦❒✩÷⑨❮✩➻❬➧❸➬Ü➲✇➫ñ❮✩➯❱➤◗➶✩➨✢➬Ü➺✐➫ ✁❸➻✟➫ñ❮❛➫ñ❮✩➨ ✒Ñò◗➢ ➩✩➨✢➬❱➤➭➬ ✁ó➬❱➺❬➺ ✁❸➻✐➫ñ❮✕➬➹➤❫➨✯➳✩➲✩➺✐➧➦➻✟➱❣➨❩➨✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➯❱➧❫➫✭➬☛➫ñ➻❬➘
➤➦➨④➧➦➳✚➯❣➩✩➧❫➨ ✆
ǫw < 1
☛➮➻❬➩✷➫➦❮✩➨ ✁ ➨✢➬ ✂✷➘④➯❣➲✩➳✩➺✐➻❬➩✩á➾➺❬➻✐➽➾➻✟➫✢❒ ✂P➩✳➫ñ❮✩➻✐➧☎➘✯➬❱➧➦➨❚➫➦❮✩➨➹➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫Pû❀➱Ü➬❱➩✩➻❬➧❫❮✩➨✯➧❩➯❱➩✷➫ñ❮✩➨ ✁ó➬❱➺✐➺
➬❱➩✩➶é➶✩➤➦➬❱➧❫➫➦➻❬➘✯➬❱➺❬➺✟û✂➱Ü➬❱➤❫➻❬➨④➧❩➯✽➱❱➨✯➤❩➫ñ❮✇➨➹➘✯➺❬➯❱➧➦➨✯➧ ➫➵➬❱➳✩➳✩➤❫➯✺➬❱➘✭❮é➶✩➻✐➧❫➫✭➬Ü➩✩➘✯➨
βe2
❒
➴
➺❃➬❱➧ ➫ñ➲✩➨✬û✷➧➦➯❱➺✐➱❣➨④➧❩➫ñ❮✩➨➹➨④➼✛➲✩➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩
à✻➯❣➤
Φ(x)
➬❱➩✩➶é➳✩➤❫➯❡➶✩➲✇➘✯➨✯➧❩➫➦❮✩➨➹➘✯➯❣➤❫➤➦➨④➧➦➳✚➯❣➩✩➶✩➻✐➩✩á✕➳✩➤➦➯ ✆✩➺❬➨➹➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû✳➸✩➲✇➫Ñ➯❣➩✇➺✐û✂à✻➯❣➤❩➶✩➻❬➧ ➫✭➬❱➩✇➘✯➨✯➧❩➺❬➬❱➤➦á❱➨✯➤☎➫➦❮❖➬❱➩
➫ñ❮✇➨❛➘✯➺❬➯❱➧➦➨✯➧ ➫♥➬❱➳✩➳✩➤❫➯✺➬❱➘✭❮➏➶✩➻✐➧❫➫✭➬Ü➩✩➘✯➨Ü❒❆✆❦ì❖➯❣➤➵➫ñ❮✩➨④➧➦➨✕➶✩➻❬➧ ➫✭➬❱➩✇➘✯➨✯➧❄➬✳➺✐➻❬➩✩➨✯➬❱➤➦➻✝☛✢➬Ü➫➦➻❬➯❣➩ ➽❝➬✢û✎➸✼➨❛➳✚➨✯➤ à✻➯❣➤➦➽♥➨✯➶➏➬Ü➩✩➶
➫ñ❮✇➨➾➨④➼✛➲✩➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩ à✻➯❱➤
Φ(x)
➻❬➧Ñ➬✕➩✩➯❣➩❡❰ ❮✩➯❣➽♥➯❣á❣➨✯➩✇➨✯➯❣➲✩➧Ñ➧❫➨✯➘✯➯❱➩✩➶ ➯❣➤❫➶✩➨✯➤Ñ➺❬➻✐➩✩➨✢➬Ü➤❩➶✩➻✝✒✼➨✯➤❫➨✯➩✺➫ñ➻❬➬❱➺✱➨✯➼❥➲❖➬☛➫ñ➻❬➯❱➩ ✁❸➻✟➫ñ❮
➘✯➯❱➩✩➧❫➫ñ➬❱➩✺➫➮➳✩➬❱➤ñ➬❱➽♥➨④➫➦➨✯➤❫➧❊☛✬❒✇÷⑨❮✩➨Ñ➘✢➬❱➧❫➨
ǫw > 1
ð ✁❸❮✩➨✯➤❫➨➵➫➦❮✩➨➵➬Ü➫➦➫➦➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻✐➱❱➨❩➤➦➨④➧➦➳✚➯❣➩✩➧➦➨Ñ➯❱à❢➫ñ❮✇➨ ✁ó➬❱➺✐➺✒➽❝➬ ✂❱➨✯➧⑨➫➦❮✩➨
➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû❝➶✩➻✟➱❣➨④➤➦á❣➨➮➨✬ß❡➳✼➯❱➩✩➨✯➩✺➫ñ➻❬➬❱➺❬➺✟û➹à✪➬❱➧❫➫ó➯❣➩❝➫➦❮✩➨ ✁ó➬❱➺❬➺✚➻❬➩♥➫ñ❮✩➨☎➬❱➸✩➧❫➨✯➩✩➘④➨❩➯❱à☞➬❱➩✺û➾❮❖➬❱➤➦➶✛❰P➘✯➯❱➤➦➨☎➤❫➨✯➳✩➲✇➺❬➧➦➻✐➯❣➩✒ð ✁ó➬❱➧
➺❬➨✬à✙➫❸➲✩➩✩➧❫➯❣➺✐➱❱➨✯➶❀➬Ü➫➭➬❱➩✺û✕➶✩➻❬➧ ➫✭➬❱➩✇➘✯➨❱❒
✂P➩ ➫➦❮✩➨✕➳✩➤➦➨④➧➦➨✯➩✺➫❝➳❖➬❱➳✚➨✯➤ ✁ó➨✂➧❫➫➦➲✩➶✇û➏➫ñ❮✇➨✂➻✐➩✩❮✩➯❣➽♥➯❣á❣➨④➩✩➨✯➯❱➲✩➧➹➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫Pû➏➳✇➤➦➯ ✆❖➺✐➨✯➧❄➻❬➩ ➬éá❣➨✯➩✩➨④➤➦➻✐➘✂➽❈➲✩➺✐➫➦➻✟❰
➘✯➯❱➽➾➳✚➯❣➩✩➨④➩❥➫➾➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬ ➩✇➨✢➬❱➤➾➬✎➳✩➺❬➬❱➩✩➨✕➧➦➲✇➤❫à✪➬❱➘④➨ ✁❸❮✩➨④➤➦➨
ǫw
➽➾➬✢û➏➸✼➨✂➶✩➻✠✒Ú➨④➤➦➨✯➩✺➫♥à✻➤➦➯❣➽
1
❒ ✂P➩↔➫ñ❮✩➨✂á❣➤➦➬❱➩✩➶
➘✢➬Ü➩✩➯❣➩✩➻✐➘✢➬❱➺❖➨④➩✩➧➦➨④➽❚➸✩➺❬➨✶✆✪➧❫➨✯➘④➫➦➻❬➯❣➩ ✂④③❚❒ù➚ ☛✱➫ñ❮✩➨➭➽➾➬❱➘✯➤❫➯❣➧➦➘④➯❣➳✩➻❬➘➭➳❖➬❱➤➦➬❱➽♥➨④➫ñ➨④➤➦➧❁➬❱➤❫➨➭➫➦❮✩➨➭➱❱➯❣➺❬➲✇➽➾➨❸➯❱à✒➫➦❮✩➨➭➧❫û✛➧❫➫➦➨✯➽✂ð
➫ñ❮✇➨❚à✻➲✩á✺➬❱➘④➻✐➫ñ➻✐➨✯➧
zα
Ýß➧④ð ✁❸❮✩➨✯➤❫➨
α
➻❬➧★➬✉➧➦➳✚➨✯➘✯➻✐➨✯➧Ñ➻❬➩✇➶✩➨✬ßü➤➦➲✩➩✇➩✩➻❬➩✩á✉à✻➤❫➯❣➽ ✞❚➫ñ➯✉➫ñ❮✇➨➹➩✛➲✇➽❚➸✼➨④➤❩➯❱à❁➧➦➳✚➨✯➘④➻❬➨✯➧
ns
ð
➬❱➩✩➶ ➫ñ❮✩➨➾➻❬➩✺➱❣➨④➤➦➧❫➨❝➫ñ➨④➽➾➳✚➨✯➤➦➬Ü➫ñ➲✩➤❫➨
β
❒❜÷⑨❮✩➨➾➫✭➬❱➧ ✂✳➯❱à⑨á❣➨✬➫➦➫ñ➻✐➩✩á✂➨✬ß✇➬❱➘④➫❚➬❱➩❖➬❱➺✟û❥➫ñ➻❬➘❄➤❫➨✯➧➦➲✇➺✐➫ñ➧➵à✻➯❣➤➵➬❀➽❚➲✇➺✐➫ñ➻✐➘✯➯❣➽➹❰
➳✚➯❣➩✩➨✯➩✺➫✸➳✇➺❃➬❱➧❫➽❝➬ ✁❸❮✩➨✯➤❫➨❸➬☎➘✯➲✇➫ ❰P➯ ✒➾➻❬➧✑➬❱➶✩➶✩➨④➶✒ð❣➬Ü➩✩➶ ✁❸❮✩➨④➤➦➨◗➫ñ❮✇➨◗➧➦➘④➤➦➨✯➨④➩✩➻❬➩✇á❩➯❱à❖➫ñ❮✩➨ó➺❬➯❣➩✩á☛❰P➤ñ➬Ü➩✩á❣➨✝➳❖➬❱➤ ➫✸➯❱à❖➫ñ❮✇➨
➻❬➩✺➫➦➨✯➤ñ➬Ü➘④➫ñ➻✐➯❣➩✕➻❬➧⑨➧ û❡➧ ➫ñ➨④➽❝➬Ü➫➦➻❬➘✯➬❱➺❬➺✟û❝➶✩➨✯➬❱➺✐➫ ✁❸➻✟➫ñ❮✒ð ✁ó➬❱➧➮➬❱➘✭❮✩➻✐➨④➱❣➨④➶❀à✻➯❣➤◗➫➦❮✩➨Ñ➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫Pû✕➨Ïß❡➳❖➬❱➩✩➧❫➻❬➯❣➩✂➯❱à✱➸✇➲✩➺ ✂➾➘✯➯❣➤❲❰
➤➦➨④➺❃➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✇➧◗➸✺û✂❐❀➨✯➨④➤➦➯❣➩ ✞ß❐❀➨✯➨✎✏■❏✫✠ý❒ ☎ ➬❱á✺➬➹➨Ïß❡➫➦➨✯➩✩➶✇➨✯➶✳❐✂➨✯➨✯➤❫➯❣➩✒ÝÞ➧❸➧➦➘✭❮✩➨④➽➾➨Ñ➫ñ➯➹➫ñ❮✇➨❩➺❬➯ ✁◗❰P➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû❛➨✬ß❡➳❖➬Ü➩✩➧➦➻✐➯❣➩
➯❱à❢➫ñ❮✩➨Ñ➳✩➤❫➨✯➧❫➧➦➲✩➤❫➨ ✞ ☎ ➬❱á ✏■✜ ✠❜➻✐➩✕➫➦❮✩➨Ñ➸✩➲✩➺ ✂ ✁❸❮✩➨④➤➦➨➵➶✩➨✯➩✩➧❫➻✐➫➦➻❬➨✯➧➭➬❱➤❫➨❩➲✩➩✩➻✟à✻➯❣➤➦➽ ✌✭❒
✂P➩ ✞❡➨④➘④➫➦➻❬➯❣➩ ✂④③❚❒✤✜✄✁ ➨➾➶✩➨✬➱✛➻❬➧➦➨❝➬✂➩✇➨ ✁❼➤➦➨④➯❣➤➦á❣➬❱➩✩➻ ☛✯➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✳➯❱à⑨❐ü➬✢û❣➨✯➤➵à✻➲✩á✺➬❱➘④➻✐➫Pû✺❰P➨Ïß❡➳❖➬❱➩✩➧❫➻❬➯❣➩✩➧Ñà✻➯❣➤Ñ➨④➱❱➨✯➤ û
➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➺❬➨➭➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû
ρα(x; {zγ}, β) ➬Ü➩✩➶❛➻✐➫➦➧ó➲✩➩✩➻✟à✻➯❣➤➦➽❼➸✩➲✇➺ ✂♥➺❬➻❬➽♥➻✐➫ ρBα({zγ} β)
➻✐➩✉➯❣➤➦➶✇➨✯➤ó➫➦➯➹➨✬ß✇➬❱➘④➫➦➺✐û➾➶✩➨✢➬Ü➺
✁❸➻✐➫➦❮❀➫➦❮✩➨❋➺✐➯❣➩✩á♥➤ñ➬❱➩✇á❣➨❈➯❱à✗➫ñ❮✩➨❋➧➦➨④➺✐à❃❰P➨④➩✩➨✯➤❫á❱û✂➯❱à✸➬♥➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨❈➻✐➩❥➫➦➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➩✩á ✁❸➻✐➫➦❮ü➻✐➫➦➧➮➻✐➽❝➬Üá❣➨❩➻❬➩✩➧❫➻❬➶✩➨Ñ➫ñ❮✇➨ ✁ó➬❱➺❬➺
➬❱➧ ✁ ➨✯➺✐➺✡➬❱➧ ✁❸➻✐➫➦❮❄➫➦❮✩➨❸➺❬➯❣➩✇á❩➤ñ➬❱➩✩á❱➨⑨➯❱à❜òó➯❱➲✩➺❬➯❣➽❈➸➹➳❖➬❱➻❬➤✑➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻❬➯❱➩✩➧✯❒ ✆✻÷⑨❮✩➨❸➩✩➯❱➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✩➧ {zγ}, ➽➾➨✯➬❱➩✩➧✱➫ñ❮✩➬Ü➫
➫ñ❮✇➨◗à✻➲✩á✺➬❱➘④➻✐➫ñ➻✐➨✯➧✱➯Üà✒➬❱➺✐➺✇➧❫➳✼➨④➘✯➻❬➨④➧❁➬❱➤➦➨⑨➻✐➩❥➱❱➯❣➺✐➱❱➨✯➶✒❒✳☛ ✒★➲✩➤✸➤➦➨④➯❣➤➦á❣➬❱➩✩➻ ☛✯➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩❚➯❱à✼➶✩➻❬➬❱á❣➤ñ➬Ü➽➾➧✗➻❬➧✸➳✚➨✯➤❫à✻➯❱➤➦➽♥➨✯➶➹➻❬➩❚➫✂✁ ➯
➧❫➫➦➨✯➳✩➧④❒ ✂P➩✳➫ñ❮✩➨ ✆❖➤❫➧❫➫Ñ➧❫➫➦➨✯➳ ✁ó➨➹➨Ïß❡❮✩➻❬➸✩➻✟➫Ñ❮✩➯ ✁➡➫➦❮✩➨➹➧➦➘④➤➦➨④➨✯➩✩➻✐➩✩á❀➯Üà❁➫➦❮✩➨➹➸❖➬❱➤❫➨➹➯❣➩✩➨Ï❰P➸✚➯❡➶✇ûü➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻✐➯❣➩ ✁❸➻✐➫➦❮
➫ñ❮✇➨❈➶✩➻✐➨✯➺❬➨④➘④➫➦➤➦➻❬➘ ✁ó➬❱➺❬➺☞➽➾➬✢û✕➸✼➨❋➶✩➨✯➧❫➘✯➤➦➻✐➸✼➨④➶✷➸✺ûü➤❫➨✯➧❫➲✩➽➾➽➾➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✩➧❸➯❱à  ❲➤➦➻✐➩✩á ✂Ñ➧❫➲✩➸✚➶✩➻❃➬❱á❱➤ñ➬❱➽♥➧✯❒ ✂P➩ü➫➦❮✩➨❈➧❫➨✯➘④➯❣➩✩➶
➧❫➫➦➨✯➳✒ð ✁ ➨☎➲✩➧❫➨★➬❱➩❝➬❱➺❬➤❫➨✢➬❱➶✇û ✂✛➩✇➯ ✁❸➩❛➽♥➨④➫➦❮✩➯✛➶➾➻✐➩➾➯❣➤❫➶✩➨✯➤✝➫ñ➯❋➨✬ß✇➬❱➘✬➫ñ➺✐û❄❮✩➬❱➩✩➶✩➺✐➨ ✁❸➻✟➫ñ❮➾➫➦❮✩➨➭➧➦➘✯➤❫➨✯➨④➩✩➻❬➩✩á❈➯❱à☞òó➯❣➲✛❰
➺❬➯❱➽❚➸➹➳❖➬❱➻✐➤✱➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻✐➯❣➩✩➧ ✞ßòó➯❣➤ ☛■❍❱➘✏✠❦❒❣÷⑨❮✩➨❸➺❃➬☛➫➦➫ñ➨④➤✱➨✬ß✇➬❱➘✬➫❁➧❫û✛➧❫➫➦➨✯➽➾➬Ü➫ñ➻✐➘⑨➤➦➨✯➧❫➲✩➽♥➽❝➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✇➧✱➳✩➤➦➯✛➶✩➲✩➘④➨❸➬❱➲❡ß❡➻❬➺✐➻❃➬❱➤ û
➧➦➘④➤➦➨④➨✯➩✩➨④➶ ➳✚➯❱➫➦➨✯➩✺➫ñ➻❬➬❱➺❬➧
φ1
➬❱➩✩➶
φ2
➨✢➬❱➘✭❮✳➯Üà ✁❸❮✩➻❬➘✭❮✳➯❱➸✼➨✬û❡➧☎➬❝➧➦➨④➘✯➯❣➩✇➶❡❰P➯❣➤❫➶✩➨✯➤☎➶✩➻✝✒✼➨✯➤❫➨✯➩✺➫ñ➻❬➬❱➺❜➨✯➼❥➲❖➬Ü➫➦➻❬➯❣➩ü➧❫➫ñ➲✛❰
➶✩➻✐➨✯➶é➻❬➩ ✞❡➨④➘④➫ñ➻✐➯❣➩ ✂④③❚❒ ✍✩❒❜÷⑨❮✩➨❄➫ñ➨✯➘✭❮✇➩✩➻❬➘✯➬❱➺✸➶✩➻✝✔♥➘④➲✩➺✐➫Pûü➺❬➻❬➨④➧❩➻❬➩✳➫ñ❮✇➨♥➤❫➨✯➧❫➯❣➺❬➲✇➫➦➻❬➯❣➩é➯❱à❁➫ñ❮✇➨✯➧➦➨♥➻❬➩✇❮✩➯❣➽♥➯❣á❣➨✯➩✇➨✯➯❣➲✩➧
Û☎➨④➸❥û❱➨✬❰ ☎ ✝✩➘ ✂Ü➨✯➺✱➨④➼✛➲✩➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✩➧ ✁❸❮✩➯❣➧❫➨❋➧❫➳❖➬Ü➫➦➻❃➬❱➺Ú➱Ü➬❱➤❫➻❃➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✇➧ó➻❬➩✺➱❱➯❣➺✐➱❱➨Ñ➫✂✁ ➯♥➺❬➨✯➩✇á❱➫ñ❮✕➧➦➘✯➬❱➺❬➨④➧✯❒
  ➨Ñ➘④➯❣➩✩➧➦➻✐➶✩➨✯➤➭➬➹➤➦➨④á❣➻❬➽♥➨❩➯❱à ✁ó➨✯➬ ✂✉➘④➯❣➲✩➳✩➺✐➻❬➩✩á❄➻❬➩✇➧➦➻❬➶✇➨☎➫ñ❮✩➨❫✥❖➲✇➻❬➶
Γ ≡ βe
2
a
≪ 1 ✆ ✂④③❚❒ ✍ ☛
➸✩➲✇➫✸➫➦❮✩➨❸➨✯➺✐➨✯➘④➫➦➤➦➯❣➧ ➫✭➬Ü➫➦➻❬➘◗➘④➯❣➲✩➳✩➺✐➻❬➩✩á ✁❸➻✟➫ñ❮➹➫ñ❮✇➨⑨➶✩➻❬➨④➺❬➨✯➘✬➫ñ➤❫➻❬➘ ✁ó➬❱➺❬➺✇➻❬➧✱➩✩➯Ü➫✝➩✩➨✯➘④➨✯➧➦➧➦➬❱➤➦➻✐➺✐û ✁ ➨✢➬ ✂❚➨④➱❱➨✯➩❝➻✐➩❚➫ñ❮✩➨◗➱❱➨✯➤ û
➱✛➻❬➘④➻❬➩✩➻✟➫Pû❝➯❱à✗➫ñ❮✩➨ ✁ó➬❱➺❬➺❦ð
βe2
b
∼ 1 ✆ ✂④③❚❒ ✏ ☛
✑✁ ▼✩✡✷✍✭❋✺☎❏▲✭✸✣✍✜ ✷✯✜❀✒✳✵✮✣✍✭☎✖✛✭✱✭✸✣✍✭ ✒✳✵■✺ ☛✮✖✪✻✾✷✍✦✳✻✾✬✮✦✼✷❊✺✱✒✳✣✍✵■✣✹❏✘✺ ☛✡✖✢✻✽✣ ✖ ✰❆✻✽✒✳✖✾✵✲✺▼✻✾✷✍✦✧✦✳✖✛✗
S2
✟ ☛✮✒✼✚☎✭✱✖★✚❋✬✡✦ ✺☎✒✼✚☎✻✽✣✍✭✸✭✸✖✛✻✓✺★✔
 ✂✁
σ
➳✩➤❫➯✥➱❣➨✯➧❛➩✇➯❱➫❝➫➦➯ ➬❱➤➦➻✐➧➦➨❀➻❬➩ ➫➦❮✩➨ ✆❖➤❫➧❫➫❛➘④➯❣➤➦➤❫➨✯➘✬➫ñ➻❬➯❱➩↔➫ñ➯ ➸✇➲✩➺ ✂➏➼❥➲❖➬❱➩✺➫ñ➻✟➫ñ➻✐➨✯➧❝➻✐➩ ➫➦❮✩➨✷➺❬➻✐➽➾➻✟➫ ✆ ✂④③❈❒ ✍ ☛Ï❒
➴
à✙➫ñ➨④➤
➤➦➨④➧➦➲✩➽♥➽➾➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩❀➯Üà✝➘✯➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸✩➻✐➘Ñ➺❬➯❣➩✩á☛❰P➤ñ➬Ü➩✩á❣➨Ñ➶✩➻✐➱❱➨✯➤❫á❣➨✯➩✩➘④➻❬➨④➧✯ðÚ➘④➯❣➺❬➺✐➨✯➘✬➫ñ➻✐➱❱➨❋➧❫➘✯➤❫➨✯➨✯➩✇➻❬➩✩á✉➨✕✒Ú➨④➘④➫➦➧❩➯❣➳✼➨④➤ñ➬Ü➫➦➨❋➯❱➩✳➬
➧➦➘✯➬❱➺❬➨Ñ➨④➼✛➲✩➬❱➺✒➫ñ➯➹➫ñ❮✇➨➵➸✇➲✩➺ ✂❝Û☎➨✯➸✺û❣➨❋➺❬➨④➩✩á❱➫ñ❮Úð
κ−1
D
ð ✁❸➻✐➫ñ❮
κD ≡
√
4πβ
∑
α
e2αρ
B
α ∝
Γ
1
2
a
✆ ✂④③❈❒✢❍ ☛
÷⑨❮✩➨ ✁ ➨✢➬ ✂❣❰P➘④➯❣➲✩➳✩➺✐➻❬➩✩á❄➘④➯❣➩✩➶✩➻✟➫ñ➻❬➯❱➩ ✆ ✂④③❚❒ ✍ ☛◗➻❬➧⑨➨④➼❥➲✩➻✐➱Ü➬❱➺✐➨✯➩✺➫⑨➫ñ➯➹➫ñ❮✇➨➵➘④➯❣➩✩➶✩➻✟➫ñ➻✐➯❣➩
a2 ≪ κ−2D
✆ ✂④③❈❒ ★✫☛
➴
➫ó➫➦❮✩➨★➧➦➬❱➽➾➨➭➫ñ➻✐➽➾➨Üð❥➫➦❮✩➨☎➶✇➨✯➩✩➧❫➻✐➫Pû➾➳✩➤➦➯ ✆✩➺❬➨☎➳✇➤➦➯✥➱❣➨④➧ó➫ñ➯❚➸✚➨❩➬❱➩❝➨✬ß❡➳❖➬❱➩✩➧❫➻❬➯❣➩❝➻❬➩➾➫➦➨✯➤❫➽➾➧ ➩✩➯❱➫◗➯Üà❜➫ñ❮✩➨➮➘✯➯❣➲✩➳✇➺❬➻❬➩✇á
➳❖➬❱➤➦➬❱➽♥➨④➫ñ➨④➤
βe2/a = Γ
➸✩➲❡➫➮➯Üà
εD ≡ 1
2
βe2κD ∝ Γ3/2 ≪ 1 ✆ ✂④③❚❒✤❏ ☛
÷⑨❮❥➲✩➧➮➬❱➩
ε
❰ ➨✬ß❡➳❖➬❱➩✩➧❫➻❬➯❣➩✕➳✩➤❫➯✥➱❡➻✐➶✩➨✯➧➭➬❱➩✕➨Ïß✇➳✩➬❱➩✩➧➦➻✐➯❣➩✂➻❬➩✕➳✼➯ ✁ ➨✯➤❫➧➮➯❱à❢➫ñ❮✇➨➵➧❫➼❥➲❖➬❱➤➦➨➵➤➦➯✛➯❱➫⑨➯Üà✗➫➦❮✩➨Ñ➶✩➨✯➩✩➧❫➻✐➫Pû❱❒
✂P➩♥➫➦❮✩➨ ✁ ➨✢➬ ✂❣❰P➘④➯❣➲✩➳✩➺✐➻❬➩✩áÑ➺✐➻❬➽♥➻✐➫✢ð ✁ ➨❸➧➦❮✩➯ ✁↔➫➦❮❖➬Ü➫✸➫➦❮✩➨❸➧➦➘✯➤❫➨✯➨④➩✩➨✯➶➾➳✼➯❱➫➦➨✯➩✺➫ñ➻❬➬❱➺❬➧
φ1
➬❱➩✩➶
φ2
➘✢➬Ü➩♥➸✚➨❸➨✬ß❡➳❖➬❱➩✛❰
➶✩➨④➶♥➻✐➩➹➳✼➯ ✁ ➨✯➤❫➧❁➯Üà✚➫➦❮✩➨⑨➤ñ➬☛➫ñ➻❬➯
l˜
➯❱à✡➫➦❮✩➨◗➫✂✁ó➯➵➺❬➨④➩✩á❱➫➦❮➹➧➦➘✢➬Ü➺❬➨✯➧
βe2
➬❱➩✇➶
κ−1
D
✁❸❮✩➻✐➘✭❮♥➘④➯❣➩✺➫ñ➤❫➯❣➺❬➧✑➫➦❮✩➨◗➱Ü➬❱➤➦➻❬➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✩➧
➯❱à❜➫➦❮✩➨★➳✚➯❱➫ñ➨④➩❥➫➦➻❃➬❱➺✚➻❬➩➾➫ñ❮✩➨★➨④➼❥➲❖➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩❛➯❣➸✚➨④û❱➨✯➶✕➸✺û❝➨✯➬❱➘✭❮
φi
❒ ✂P➩✉à✪➬❱➘✬➫
l˜
➘④➯❣➻❬➩✇➘✯➻❬➶✇➨✯➧ ✁❸➻✟➫ñ❮
εD
➻❬➩➾➫ñ❮✩➨★➳✇➤➦➨✯➧❫➨✯➩✺➫
➳✩➤❫➯❣➸✩➺❬➨④➽❀❒✼÷⑨❮✩➨✯➩ ➬❛➧➦➘✢➬Ü➺❬➻❬➩✇á✕➬❱➩❖➬❱➺✟û❡➧❫➻❬➧❩➯❱à◗❐ü➬✢û❣➨④➤Ñ➶✩➻❃➬❱á❱➤ñ➬❱➽♥➧❩➬❱➺✐➺❬➯ ✁❸➧★➯❣➩✩➨➹➫➦➯✂➯❱➸✇➫✭➬❱➻✐➩✷➫ñ❮✩➨❄➧❫➽❝➬❱➺✐➺✟❰
εD
➨Ïß❥❰
➳❖➬❱➩✇➧➦➻❬➯❱➩✷➯❱à✝➫ñ❮✩➨❈➶✩➨✯➩✩➧❫➻✐➫Pûü➳✩➤➦➯ ✆✩➺❬➨ ✆✻➧➦➨④➨ ✞❡➨✯➘✬➫ñ➻❬➯❱➩ ✂④③❚❒ ✏ ☛✬❒✼÷⑨❮✩➨➹➺❃➬☛➫➦➫ñ➨④➤☎á❣➨④➩✩➨✯➤➦➬❱➺✑➧❫➘✭❮✩➨✯➽♥➨ ✁❸❮✩➻✐➘✭❮✳➳✩➤➦➯✥➱✛➻❬➶✩➨④➧
➧❫û✛➧ ➫ñ➨✯➽➾➬Ü➫➦➻❬➘❁➨✬ß❡➳❖➬❱➩✩➧❫➻❬➯❣➩✇➧✑➻❬➩
l˜
➬❱➩✩➶
εD
➘✢➬❱➩❚➸✚➨ ➬❱➺❬➧❫➯☎➬❱➳✇➳✩➺❬➻✐➨✯➶Ñ➫ñ➯★➬➭➘✯➺❬➬❱➧➦➧❫➻❬➘✢➬Ü➺✺➳✩➺❃➬❱➧❫➽❝➬❸➩✩➨✯➬❱➤✑➬➭➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✯➶❚➶✇➻❬➨✬❰
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ρα(x) = ρ
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2
αV
sc
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➻✟à
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➻✐➧☎➫ñ❮✇➨❚➨✯➺✐➨✯➘④➫➦➤➦➯❣➧ ➫✭➬Ü➫➦➻❬➘❋➳✼➯❱➫➦➨✯➩✺➫ñ➻❬➬❱➺❢➘✯➤➦➨✯➬Ü➫ñ➨④➶✳➸✺ûü➫ñ❮✇➨❚➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨❚➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû
➳✩➤❫➯ ✆❖➺❬➨
∑
γ eγργ(x)
❒✪✆
Φ(x)
➻✐➧★➧➦➨✬➫❩➫ñ➯
0
➻✐➩ü➫ñ❮✩➨➹➸✇➲✩➺ ✂✡❒✳☛☎÷⑨❮✩➨❄➬❱➩❖➬❱➺✟û❥➫ñ➻❬➘❈➨✬ß❡➳✩➤➦➨④➧➦➧❫➻❬➯❣➩é➯❱à
Φ(x)
➻✐➧★á❣➻✟➱❣➨✯➩
➻❬➩ ✆ ✂④③❚❒ ✞ ✏ ✍ ☛✭❒ ✂ ➫➭➶✩➨✯➘✯➬✥û✛➧➮➬❱➧
exp(−κDx) ➬☛➫❸➺❃➬❱➤❫á❣➨★➶✩➻✐➧❫➫✭➬Ü➩✩➘✯➨④➧✯❒ V scself(x)
➽❝➬✢û✉➸✚➨ ✁❸➤➦➻✟➫➦➫ñ➨④➩✂➬❱➧⑨➫ñ❮✩➨Ñ➧➦➲✇➽
V sc
self
(x) =
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2
L¯(κDx; κDb,∆)− ∆
4x
exp(−2κDx) ✆ ✂④③❈❒ ✞✥➪ ☛
V sc
self
(x)
à✪➬❱➺✐➺❬➧❁➯ ✒✳➬Ü➧
exp(−2κDx)/4x ✁❸❮✇➨✯➩ x á❣➯❡➨④➧ó➫ñ➯❈➻❬➩✜✆❖➩✇➻✐➫Pû❄à✻➯❣➤⑨➬❱➺✐➺❖➱❱➬Ü➺❬➲✩➨④➧◗➯❱à ∆ ❒ (κD/2)L¯ á❱➻✐➱❣➨④➩
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➬❱➤❫➯❣➲✩➩✩➶❀➬➾➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨➵➻❬➩❛➫ñ❮✇➨➵➱✛➻❬➘④➻❬➩✩➻✟➫Pû✉➯❱à✗➫ñ❮✩➨ ✁ó➬❱➺❬➺❦ð ✁❸❮✩➻❬➺✐➨ −e2α(∆/4x) exp(−2κDx)
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➼❥➲❖➬❱➩✺➫ñ➻✟➫ñ➻✐➨✯➧⑨➻❬➧❸➬➹➤❫➨ ✁❸➤➦➻✟➫ñ➻✐➩✩á➹➯❱à❢➫ñ❮✩➨Ñ➤➦➨④➧➦➲✩➺✟➫❸➶✩➻❬➤❫➨✯➘✬➫ñ➺✐û❝➳✩➤➦➯✥➱✛➻❬➶✇➨✯➶✕➸✺û✕➯❣➲✩➤⑨➘✢➬Ü➺❬➘✯➲✇➺❃➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✉➽♥➨④➫➦❮✩➯✛➶✒ð✇➩❖➬Ü➽➾➨④➺✐û✷✃
ρα(x) = ρ
B
αθ(x− b) exp
[
∆βe2α
e−2κDx
4x
]
× [1 +R(κDx; εD, κDb)] ✆ ✂④③❈❒ ✞✥➚ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
R
➻✐➧◗➯❱à❢➯❣➤❫➶✩➨✯➤
εD
❒
R(κDx)
➶✩➨④➘✢➬✢û✛➧➮➨Ïß❡➳✼➯❣➩✇➨✯➩✺➫ñ➻❬➬❱➺❬➺✟û♥à✪➬Ü➧❫➫➭➬Ü➫⑨➺❬➬❱➤➦á❱➨★➶✩➻❬➧ ➫✭➬❱➩✇➘✯➨✯➧⑨➯✥➱❱➨✯➤➭➬➹➧➦➘✢➬Ü➺❬➨
κ−1
D
➬❱➩✩➶➏➫ñ➨④➩✩➶✩➧➹➫ñ➯ ➬ ✆❖➩✩➻✟➫ñ➨✉➱Ü➬❱➺❬➲✇➨ ✁❸❮✩➨✯➩
x
➘④➯❣➽➾➨④➧➹➫ñ➯ ☛✯➨④➤➦➯✩❒
ρα(x)
➱❱➬Ü➤➦➻❬➨④➧➹➶✩➤ñ➬Ü➧❫➫ñ➻✐➘✢➬❱➺✐➺✐û✎➯✥➱❣➨✯➤➹➫➦❮✩➨✕➸❖➬❱➤➦➨Ï❰
➘✯➯❱➲✩➳✩➺❬➻✐➩✩á♥➧➦➘✢➬Ü➺❬➨
βe2
➱❣➨✯➤ ûü➘④➺❬➯❣➧❫➨➵➫➦➯➾➫➦❮✩➨ ✁ó➬❱➺❬➺❦ð ✁❸❮✩➨✯➤❫➨✢➬❱➧☎➻✐➫ñ➧❸➱Ü➬❱➤➦➻❬➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✂➬Ü➫➮➶✩➻❬➧ ➫✭➬❱➩✩➘④➨✯➧➮➺❃➬❱➤❫á❣➨✯➤⑨➫ñ❮✩➬❱➩
κ−1
D
➻❬➧➭➧➦➘✯➬❱➺❬➨④➶ü➸✺û✂➫ñ❮✩➨➵➧➦➘④➤➦➨✯➨④➩✩➻❬➩✇á✉➺❬➨④➩✩á❱➫ñ❮
κ−1
D
❒ ✂P➩ü➯❱➫ñ❮✩➨④➤ ✁ ➯❣➤❫➶✩➧✯ð✚➱❣➨✯➤ ûü➩✇➨✢➬❱➤❸➫ñ❮✩➨ ✁◗➬Ü➺❬➺ýð
ρα(x)
➻✐➧❸á❣➯✥➱❣➨✯➤❫➩✩➨✯➶
➸✺û❀➫➦❮✩➨❈➳✩➬❱➤❫➫➮➯❱à✱➫➦❮✩➨❈➧❫➨✯➺✐à❃❰ ➨✯➩✩➨④➤➦á❱û✂➯❱à✱➨✢➬❱➘✭❮✳➳❖➬Ü➤❫➫ñ➻✐➘✯➺✐➨➵➯❱➤➦➻❬á❱➻❬➩❖➬Ü➫➦➻❬➩✩á❚à✻➤❫➯❣➽ ➫ñ❮✩➨❋➨✯➺✐➨✯➘④➫➦➤➦➯❣➧ ➫✭➬Ü➫➦➻❬➘Ñ➤➦➨④➧➦➳✚➯❣➩✩➧❫➨❚➯❱à
➫ñ❮✇➨❝➶✩➻✐➨✯➺❬➨④➘④➫➦➤➦➻❬➘ ✁ó➬❱➺❬➺❦ð ✁❸❮✩➨✯➤❫➨✢➬❱➧❈➫➦❮✩➨❝➽♥➨✢➬Ü➩ òó➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸✎➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻❬➯❱➩ ✁❸➻✟➫ñ❮ ➯❱➫➦❮✩➨✯➤➵➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✯➧❈➯❱à◗➫ñ❮✇➨r✥❖➲✩➻✐➶
➽♥➯❡➶✩➻✠✆❖➨✯➶✕➸✺û✉➫➦❮✩➨Ñ➻❬➽♥➳✼➨④➩✩➨④➫➦➤ñ➬❱➸✩➺✐➨ ✁◗➬Ü➺❬➺✒➶✩➯❱➽➾➻✐➩❖➬Ü➫ñ➨④➧◗➫ñ❮✩➨➵➬❱➳✇➳✩➤➦➯✺➬Ü➘✭❮✂➫➦➯♥➫➦❮✩➨Ñ➸✩➲✩➺ ✂➾➱❱➬Ü➺❬➲✩➨★à✪➬❱➤❸➬ ✁ó➬✢û❛à✻➤➦➯❣➽
➫ñ❮✇➨ ✁ó➬❱➺✐➺ý❒
✂P➩ ✞✛➨✯➘④➫➦➻❬➯❣➩ ✂④③❈❒✢❍❡ð ✁ó➨✝➶✩➻✐➧➦➳✩➺❬➬✢û➮➫➦❮✩➨✝➽➾➨✯➬❱➩❡❰ ✆✩➨✯➺❬➶➮➫ñ❮✩➨④➯❣➤❫û ✁❸❮✇➻❬➘✭❮Ñ➻❬➧❜➨④➼✛➲✇➻✐➱Ü➬❱➺❬➨④➩✺➫✒➫ñ➯❸➯❣➲✩➤Ú➨✬ß✇➬❱➘④➫❢➤❫➨✯➧➦➲✇➺✐➫ñ➧☞➬☛➫
✆❖➤❫➧❫➫✗➯❣➤➦➶✩➨④➤☞➻❬➩
εD
❒☛÷⑨❮✇➨ á❣➨④➩✩➨✯➤❫➻❬➘✝➳✩➤❫➯❣➳✼➨④➤❫➫➦➻❬➨✯➧☞➯❱à✛➫ñ❮✇➨ ➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫PûÑ➳✩➤➦➯✓✆❖➺❬➨④➧✗➬Ü➤➦➨✝➻❬➩✺➱❣➨④➧❫➫➦➻❬á✺➬Ü➫➦➨✯➶❋➬❱➩✩➶➵➻❬➩✺➫ñ➨④➤➦➳✩➤❫➨④➫➦➨✯➶
➻❬➩é➫ñ➨④➤➦➽♥➧❋➯Üàó➫ñ❮✇➨❝➘✯➯❱➽➾➳✚➨④➫➦➻✐➫ñ➻✐➯❣➩✳➸✚➨④➫✂✁ ➨✯➨✯➩ ➫➦❮✩➤➦➨④➨❝➨✕✒Ú➨④➘④➫ñ➧➾✃❜➫ñ❮✩➨♥á❣➨✯➯❱➽➾➨✬➫ñ➤➦➻✐➘❄➤➦➨✯➳✇➲✩➺❬➧❫➻❬➯❣➩éà✻➤➦➯❣➽➄➫➦❮✩➨ ✁◗➬❱➺✐➺ýð
➫ñ❮✇➨✂➨④➺❬➨④➘④➫ñ➤❫➯❣➧❫➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➘ ✆✪➤❫➨✯➳✩➲✩➺✐➧➦➻✟➱❣➨❛➯❣➤❄➬Ü➫❫➫ñ➤➦➬❱➘④➫➦➻✐➱❣➨ ☛❈➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻✐➯❣➩➏➶✩➲✩➨❛➫ñ➯✳➫ñ❮✇➨✂➶✇➻❬➨✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➻✐➘✉➤➦➨④➧➦➳✚➯❣➩✩➧❫➨❀➯❱à➭➫ñ❮✇➨
✁ó➬❱➺❬➺☞➬❱➩✇➶❀➫ñ❮✇➨❋➻✐➩❥➫➦➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩ ✁❸➻✐➫➦❮❀➫➦❮✩➨❋➳✚➯❱➫➦➨✯➩✺➫ñ➻❬➬❱➺❜➶✩➤➦➯❱➳
Φ(x)
➘④➤➦➨✯➬Ü➫ñ➨④➶✷➸✺û❛➫ñ❮✩➨➵➨✯➺✐➨✯➘④➫➦➤➦➻✐➘➵➺❬➬✢û❣➨✯➤➭➻✐➫➦➧➦➨④➺✐à❲❒ ✂P➩
➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➲✩➺❬➬❱➤✯ð ✁ ➨❈➨Ïß❡❮✩➻❬➸✩➻✟➫➭❮✩➯ ✁➇➫ñ❮✩➨➵➧❫➫➦➤➦➲✩➘✬➫ñ➲✩➤❫➨❈➯❱à✱➫➦❮✩➨➵➘✭❮❖➬❱➤➦á❱➨❋➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû✂➳✩➤➦➯ ✆✩➺❬➨➵➨④➱❣➯❱➺✐➱❣➨④➧➮à✻➤❫➯❣➽ ➬♥➶✇➯❣➲✩➸✩➺✐➨
➺❃➬✢û❱➨✯➤Ñ➻❬➩✺➫ñ➯✂➬❛➫ñ❮✩➤❫➨✯➨✬à✻➯❣➺❬➶é➺❃➬✢û❱➨✯➤➵➬❱➩✩➶é➫ñ❮✩➨④➩ ➻✐➩❥➫➦➯✂➬❱➩✎➻✐➩✺➱❣➨✯➤❫➧➦➨④➶ ➶✩➯❣➲✇➸✩➺❬➨❄➺❃➬✢û❱➨✯➤ ✁❸❮✩➨✯➩
ǫw
➻✐➩✩➘✯➤❫➨✢➬❱➧❫➨✯➧Ñà✻➤➦➯❣➽
➫ñ❮✇➨❄➱Ü➬❱➺✐➲✩➨
ǫw = 1
❒ ✂P➩é➧➦➨④➘④➫➦➻❬➯❣➩ ✂④③❚❒✢★❡ð ✁ ➨❄➶✩➨✯➤❫➻✐➱❣➨➹➫➦❮✩➨➹➳✩➤➦➯✓✆❖➺❬➨➹➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû✳➻❬➩é➬ ✒Ñò◗➢ ➬❱➩✇➶ ✁ ➨❄➘✯➯❣➽♥➳❖➬❱➤❫➨
➯❣➲✩➤⑨➤❫➨✯➧❫➲✩➺✐➫ ✁❸➻✐➫➦❮❛➫ñ❮❖➬Ü➫❸➯Üà✒●❸➨④à❲❒▼✞
➴
➺❬➬❡❏❡✜✙✠ý❒
✁❋❊ ✄
❆   ✕ ✯✴☛
✬
♠▲❑é✲ ❉✒✲ ✄ ✦☎✞✡✣✢✌❡✔✚✣✽✖✪✧✩❤❁✌✛✔☞✌✛✠ ✌❖❅
÷⑨❮✩➨◗➫ñ➯Ü➫✭➬❱➺✛➳✼➯Ü➫ñ➨✯➩✺➫➦➻❃➬❱➺❥➨✯➩✇➨✯➤➦áÜû❚➻❬➧❢➫ñ❮✩➨ó➧➦➲✩➽➝➯❱à❖➫ñ❮✇➨◗➨✯➺✐➨✯➘④➫➦➤➦➯❣➧ ➫✭➬Ü➫➦➻❬➘ ➨✯➩✩➨④➤➦á❱û
Uelect
➬❱➩✇➶❈➫ñ❮✩➨ó➧➦❮✩➯❣➤ ➫❫❰ ➤ñ➬❱➩✩á❱➨
➤➦➨④➳✩➲✩➺✐➧➦➻✐➱❱➨❝➻✐➩❥➫➦➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩
USR
❒
Uelect
➻✐➧❈➨✯➼❥➲❖➬Ü➺ ➫ñ➯✂➫ñ❮✩➨❝➧➦➲✩➽ ➯❱à➭òó➯❣➲✇➺❬➯❣➽❚➸✎➳❖➬❱➻✐➤❋➻✐➩❥➫➦➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩✩➧❋➳✩➺❬➲✇➧❋➫ñ❮✇➨
➧➦➲✇➽➂➯❱à✱➧❫➨✯➺✟à❃❰P➨✯➩✇➨✯➤➦á❱➻❬➨✯➧⑨➻✐➩✉➫ñ❮✩➨Ñ➳✩➤❫➨✯➧❫➨✯➩✩➘④➨❈➯❱à❢➫ñ❮✩➨ ✁ó➬❱➺❬➺❦ð
Uelect =
1
2
∑
i6=j
eαieαjvw(ri; rj) +
∑
i
e2αiVself(xi)
✆ ✂④③❈❒ ✞✣✜ ☛
✂P➩ ✆ ✂④③❚❒ ✞✣✜ ☛
eαi
➻❬➧◗➫ñ❮✇➨➵➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨Ñ➯❱à✗➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➺❬➨☎➻☞➬❱➩✩➶
Vself(xi) = −∆ 1
4xi
✆ ✂④③❈❒ ✞✎✍ ☛
 ✂✁
✁❸❮✩➨④➤➦➨
∆
➻❬➧⑨➶✩➨✕✆❖➩✩➨④➶ü➻❬➩ ✆ ✂④③❚❒ù➚ ☛✬❒ ✆✻➧➦➨✯➨❦●❸➨④à❲❒▼✞Þú ✧✗❏ ✏✮✠☞☛Ï❒✩÷⑨❮✩➨➵➤➦➨✯➳✇➲✩➺❬➧❫➻❬➯❣➩✕➨✯➩✇➨✯➤➦áÜû
USR
➻✐➧❸➬❱➺❬➧❫➯➹➫ñ❮✩➨Ñ➧➦➲✇➽➂➯❱à
➳❖➬❱➻✐➤◗➻❬➩✺➫➦➨✯➤ñ➬Ü➘④➫ñ➻✐➯❣➩✩➧⑨➳✩➺✐➲✩➧⑨➫ñ❮✩➨Ñ➧❫➲✩➽➂➯❱à✗➯❣➩✩➨Ï❰P➸✚➯❡➶✇û✉➳✼➯❱➫➦➨✯➩✺➫ñ➻❬➬❱➺❬➧ó➘✯➤➦➨✯➬Ü➫ñ➨④➶❀➸✺û❛➫➦❮✩➨ ✁◗➬❱➺✐➺ýð
USR =
1
2
∑
i6=j
vSR(ri − rj) +
∑
i
VSR(xi)
✆ ✂④③❈❒ ✞ ✏✫☛
✁❸➻✐➫➦❮
exp [−βvSR(ri; rj)] =
{
0
➻✟à |ri − rj | < σ
1
➻✟à |ri − rj | > σ
✆ ✂④③❈❒ ✞✣❍ ☛
➬❱➩✩➶
exp [−βVSR(x)] =
{
0
➻✐à
x < b
1
➻✐à
x > b
✆ ✂④③❈❒ ✞✩★✫☛
 ✎➨❋➩✩➯Ü➫ñ➻❬➘④➨➵➫➦❮❖➬Ü➫➮➻❬➩✕➫ñ❮✩➨➵➘✢➬Ü➧➦➨
ǫw < 1
ð
exp (−βe2αVself(x))
➱Ü➬❱➩✩➻❬➧❫❮✩➨✯➧ ✁❸❮✩➨④➩
x
á❣➯✛➨✯➧⑨➫ñ➯✖☛✯➨✯➤❫➯✉➬❱➩✇➶
VSR
➘✢➬Ü➩❀➸✚➨Ñ➯❣➽➾➻✟➫➦➫➦➨✯➶✒ð❡➻ý❒Þ➨❱❒
b
➘✯➬❱➩✂➸✼➨❩➧❫➨④➫➭➫ñ➯ ☛✯➨④➤➦➯✩❒
♠▲❑é✲ ❉✒✲ ❉ ✴☞✮✂✌✡✧❖✹✺✖✻✣Ï❅➏✌✺✏❜♦❢✧❖✔❢✜✢✖✪✞✚✔❢✜
÷⑨❮✩➨➵á❣➤ñ➬❱➩✇➶✂➳✩➬❱➤❫➫➦➻✐➫ñ➻✐➯❣➩❝à✻➲✩➩✇➘④➫ñ➻✐➯❣➩✕➯❱à✑➫➦❮✩➨Ñ➧❫û✛➧❫➫➦➨✯➽ ➻✐➩✕➫➦❮✩➨Ñ➧➦➨④➽➾➻✶❰P➻❬➩✟✆❖➩✩➻✐➫➦➨☎➧❫➳❖➬❱➘✯➨
x > 0
➤➦➨✯➬❱➶✩➧
Ξ(β, {zγ}) =
+∞∑
N=0
1
N !
∫ [ N∏
i=1
dPi zαi
]
e−β(Uelect+USR)
✆ ✂④③❈❒ ✞✣❏ ☛
✂P➩ ✆ ✂④③❈❒ ✞❭❏ ☛❢➫ñ❮✇➨⑨➻❬➩✺➫ñ➨④á❣➤ñ➬Ü➫➦➻❬➯❣➩❋➽➾➨✯➬❱➧➦➲✇➤➦➨◗➻✐➧✱➶✩➨✯➩✇➯❱➫ñ➨④➶♥➸✺û
∫
dPi ≡
∫
xi>0
dri
ns∑
αi=1
➬Ü➩✩➶ Pi ➻✐➧✑➫ñ❮✩➨ó➩✩➯❱➫✭➬☛➫ñ➻❬➯❱➩
à✻➯❣➤
(ri, αi)
❒
zαi
❮❖➬❱➧❩➫ñ❮✩➨❄➶✩➻✐➽➾➨④➩✩➧➦➻✐➯❣➩✳➯❱à◗➬❱➩é➻❬➩✺➱❣➨④➤➦➧➦➨➾➘✯➲✩➸✚➨✯➶ ➶✩➻✐➧❫➫✭➬Ü➩✩➘✯➨Ü❒❜÷⑨❮✩➨➾➯❱➩✩➨✬❰ ➸✼➯✛➶✇û✳➻✐➩❥➫➦➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩✩➧
➘✢➬Ü➩❀➸✚➨➵➬❱➸✩➧➦➯❱➤➦➸✚➨✯➶✂➻❬➩✕➬❱➩
x
❰P➶✩➨④➳✼➨④➩✩➶✩➨④➩❥➫➭à✻➲✩á✺➬Ü➘✯➻✐➫Pû
zαi(xi) ≡ zαie−β[VSR(xi)+e
2
αi
Vself(xi)] ✆ ✂④③❈❒ ✞ ☛ ☛
➴
➘✯➘④➯❣➤➦➶✇➻❬➩✩á❄➫ñ➯ ✆ ✂④③❈❒ ✞ ✍ ☛◗➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❈❒ ✞✩★✫☛
zαi(xi) = zαiθ(xi − b)e∆βe
2
αi
/(4xi)
✆ ✂④③❈❒ ➚❱➪ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
θ
➻❬➧◗➫ñ❮✇➨ ☎➭➨✢➬✢➱✛➻❬➧❫➻❬➶✩➨❩à✻➲✩➩✩➘✬➫ñ➻✐➯❣➩✒❒
Ξ
➘✢➬❱➩✂➸✚➨ ✁❸➤➦➻✐➫❫➫ñ➨④➩ü➬❱➧
Ξ(β, {zγ}) =
+∞∑
N=0
1
N !
∫ [ N∏
i=1
dPi zαi(xi)
]
e−
β
2   i6=j[vSR(ri−rj)+eαieαj vw(ri;rj)] ✆ ✂④③❈❒ ➚✟✞✙☛
÷⑨❮✩➨❛➳❖➬Ü➤❫➫ñ➻✐➘✯➺✐➨❝➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû à✻➯❣➤❈➧❫➳✼➨④➘✯➻✐➨✯➧
α
➻❬➧❈➶✩➨✯➤❫➻✐➱❣➨④➶ à✻➤➦➯❣➽→➫ñ❮✩➨❛á❱➤ñ➬❱➩✩➶ ➳✩➬❱➤❫➫➦➻✐➫ñ➻✐➯❣➩✎à✻➲✇➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩ ➫➦❮✩➤➦➯❣➲✇á❣❮➏➬
à✻➲✩➩✩➘✬➫ñ➻✐➯❣➩❖➬❱➺✒➶✇➨✯➤➦➻✟➱Ü➬Ü➫ñ➻✟➱❣➨
ρα(x; β, {zγ}) = zα(x)
δ ln Ξ
(
β, {z∗γ}
)
δz∗α(x)
∣∣∣∣∣
z∗α(x)=zα(x)
✆ ✂④③❈❒ ➚❣➚✫☛
☎ û❛➶✩➨✕✆❖➩✩➻✟➫ñ➻❬➯❱➩✂➯Üà✗➫➦❮✩➨Ñ➸✩➲✩➺ ✂
lim
x→+∞
ρα(x; β, {zγ}) = ρBα(β, {zγ})
✆ ✂④③❈❒ ➚❣✜ ☛
➴➘✯➘④➯❣➤➦➶✇➻❬➩✩á❚➫➦➯❚➫ñ❮✩➨❩➧❫➲✩➤❫➱❱➨④û❛➯❱à☞➫➦❮✩➨❩➨✬ß❡➻❬➧ ➫ñ➨④➩✩➘✯➨Ñ➯❱à☞➫ñ❮✇➨✯➤➦➽♥➯✛➶✇û✛➩❖➬❱➽♥➻❬➘➭➺❬➻❬➽♥➻✐➫✝à✻➯❣➤⑨òó➯❣➲✩➺❬➯❱➽❚➸✭✥❖➲✩➻✐➶✩➧ ✞Þú☞ú ★❱➚✡✠ýð
➫ñ❮✇➨➵➸✇➲✩➺ ✂➾➶✩➨✯➩✩➧❫➻✐➫➦➻❬➨✯➧❸➧➦➬Ü➫ñ➻✐➧❫à✙û✉➫➦❮✩➨❩➺❬➯✛➘✢➬❱➺Ú➩✩➨✯➲✇➫➦➤ñ➬❱➺✐➻✐➫Pû∑
α
eαραb(β, {zγ}) = 0 ✆ ✂④③❚❒ù➚ ✍ ☛
✁❸❮❖➬Ü➫➦➨④➱❱➨✯➤◗➫ñ❮✇➨➮➱Ü➬❱➺❬➲✇➨✯➧ó➯Üà❜➫ñ❮✩➨
zγ
Ýß➧⑨➬Ü➤➦➨❱❒ ✂P➩✉➫ñ❮✇➨➮à✻➯❣➺✐➺❬➯ ✁❸➻❬➩✩á ✁ ➨ ✁❸➻❬➺✐➺✚➘④➯❣➩✩➧❫➻❬➶✩➨④➤◗➬ ✁ ➨✢➬ ✂➾➘✯➯❣➲✇➳✩➺❬➻✐➩✩á❋➤❫➨✯á❣➻✐➽➾➨
✁❸❮✩➨④➤➦➨Ñ➫ñ❮✩➨Ñ➧❫û✛➧ ➫ñ➨✯➽ ➸✚➨✯❮❖➬✢➱❱➨✯➧➮➬❱➧➭➬❱➩❀➻✐➶✩➨✢➬Ü➺✒á✺➬❱➧➭➬Ü➫✗☛④➨✯➤➦➯Ü➫ñ❮✂➯❣➤➦➶✩➨④➤❸➻❬➩
Γ
❒ ☎ó➨✯➧❫➻❬➶✩➨④➧✯ð❖➫ñ❮✩➨Ñ➳❖➬Ü➤❫➫ñ➻✐➘✯➺✐➨★➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫Pû
➯❱à☞➧❫➳✼➨④➘✯➻❬➨④➧
α
➻✐➩❛➬❱➩✉➻✐➶✩➨✢➬Ü➺✼á✺➬Ü➧◗➻❬➧✣✄❫➲✩➧❫➫⑨➳✇➤➦➯❣➳✚➯❣➤❫➫➦➻❬➯❣➩✩➬❱➺✩➫ñ➯❈➫➦❮✩➨☎à✻➲✩á❣➬❱➘✯➻✟➫Pû
zα
❒
➴
➧⑨➬❋➘✯➯❣➩✩➧❫➨✯➼❥➲✩➨④➩✩➘✯➨Üð ✁ó➨❩➘✯➬❱➩
➫✭➬ ✂❱➨❩➬❱➶❡➱❱➬Ü➩❥➫ñ➬❱á❣➨➮➯❱à❜➫ñ❮✩➨➮à✻➤➦➨✯➨④➶✩➯❣➽ ➯❱à☞➘✭❮✩➯❣➻✐➘✯➨➭à✻➯❣➤ ➫➦❮✩➨
zγ
ÝÞ➧ó➨✬ß❡❮✩➻✐➸✩➻✐➫➦➨✯➶✉➻✐➩ ●❸➨④à❲❒ ✞ßú☞ú ★❣➚✡✠Ú➬❱➩✩➶❛➨④➩✇à✻➯❣➤➦➘④➨☎➫ñ❮✇➨
➨✬ß✛➫➦➤ñ➬❄➘✯➯❣➩✩➶✇➻✐➫ñ➻✐➯❣➩ ∑
γ
eγzγ = 0
✆ ✂④③❈❒ ➚ ✏ ☛
✆ ✂④③❈❒ ➚ ✏ ☛➭➨④➩✩➧➦➲✩➤❫➨✯➧☎➫➦❮❖➬Ü➫➮➫ñ❮✩➨❋➻❬➶✩➨✯➬❱➺☞á✺➬❱➧★➬Ü➺❬➧➦➯➾➧ñ➬Ü➫➦➻❬➧ ✆❖➨✯➧✶✆ ✂④③❚❒ù➚ ✍ ☛➭➬❱➩✩➶ü➫➦❮✩➻❬➧➭➳✩➤❫➯✽➱✛➻✐➶✩➨✯➧❩➬♥➘✯➯❣➩✺➱❱➨✯➩✩➻✐➨✯➩✺➫Ñ➧➦➻✐➽❄❰
➳✩➺✐➻✝✆❖➘✯➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩❄➻❬➩➾➫➦❮✩➨➭➤➦➨✯➺❬➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩♥➸✼➨✬➫✂✁ó➨④➨✯➩✉➫ñ❮✇➨
ργ
ÝÞ➧◗➬❱➩✩➶♥➫ñ❮✩➨
zγ
Ýß➧④❒  ✎➨☎➧ ➫ñ➤❫➨✯➧➦➧ ➫ñ❮❖➬Ü➫❁➫ñ❮✇➨☎➻❬➤❫➤➦➨④➺❬➨④➱Ü➬❱➩✇➘✯➨➭➯❱à✒➫ñ❮✇➨
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  ➻✐➫➦❮✂➫➦❮✩➨✯➧❫➨❋➶✇➨ ✆❖➩✩➻✟➫ñ➻✐➯❣➩✩➧
fT
➻✐➧➮➬☛➫➭➫➦❮✩➨➵➸✼➯❣➤❫➶✩➨✯➤❸➯❱à✗➻❬➩✺➫➦➨✯á❣➤➦➬❱➸✩➻❬➺✐➻✐➫Pû❱❒✇÷⑨❮✩➨➵➧❫û✛➧❫➫➦➨✯➽➾➬Ü➫ñ➻✐➘Ñ➳❖➬❱➤❫➫➦➻❃➬❱➺Ú➤➦➨✯➧❫➲✩➽♥➽❝➬☛❰
➫ñ➻✐➯❣➩✩➧⑨➯❱à✗➶✩➻❬➬❱á❣➤ñ➬Ü➽➾➧
G∗
➬❱➤➦➨Ñ➶✩➨④➧➦➘✯➤❫➻❬➸✚➨✯➶✂➻❬➩✕➩✩➨Ïß❡➫➭➧❫➨✯➘④➫➦➻❬➯❣➩Ú❒
✁❋❊ ✄
❇
✏
✁
✏✗✱ ✍✹✍✑✕✗❂❦✕
✬
✕✶✾✗✓✖✱ ✏
✬
✆✟☛✡✠
✮
✵ ✵ ✏✒✍✑✓✖✕✗✌✴✠
✻
✏
✬
✓✖✯✁  ✕✗✆t✏✗✌ ✠ ✯✰☛✡✌✴✠☞✓❛✍ ✠
♠▲❑é✲ ✙✒✲ ✄ ❊ ✣✥✌❥♦✓✄ ✍ ❊ ✹❣✠✽✌❥✌✛✔✗✖✪✔✂✌ ✞  ➭✣✥♣❢✌ü✜✯✌✛❤  ❦✫➦✌✛✔❢✌❥✠ ✌❖❅➉✖✪✔❢✄✗✮❢✹❣✌✛✄✧✪Ú❅ ✣✽♣❢✌✄✂❚✧❖❤✪❤
÷⑨❮✩➨➹➺❬➯❱➩✩áÜ❰P➤➦➬❱➩✩á❣➨Ñ➯❣➩✇➨✬❰P➸✚➯✛➶✇û✂➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻❬➯❱➩
e2αVself(x)
➻✐➩❥➱❱➯❣➺✐➱❱➨✯➶✳➻✐➩❀➫ñ❮✇➨❈à✻➲✩á✺➬❱➘④➻✐➫Pû
zα(x)
➫ñ➲✩➤❫➩✩➧★➻✐➩❥➫➦➯
➬ ➧➦❮✇➯❣➤❫➫ ❰P➤ñ➬Ü➩✩á❣➨✷➨✕✒Ú➨④➘④➫ñ➻✟➱❣➨✳➻✐➩❥➫➦➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩ ✁❸❮✩➨✯➩ òó➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸  P➤➦➻❬➩✇á ✂ ➧➦➲✩➸✚➶✩➻❬➬❱á❣➤ñ➬Ü➽➾➧➾➬❱➤➦➨ü➤➦➨✯➧❫➲✩➽♥➽➾➨④➶✒❒  ✎➨
➻❬➩✺➫➦➤➦➯✛➶✩➲✩➘✯➨♥➫ñ❮✩➨♥à✻➯❣➺❬➺✐➯ ✁❸➻❬➩✩á✕➶✩➨✕✆❖➩✩➻✐➫➦➻❬➯❣➩✇➧✯❒
➴
òó➯❣➲✇➺❬➯❣➽❚➸  ❲➤❫➻❬➩✩á ✂❄➧➦➲✩➸✚➶✩➻❬➬❱á❣➤ñ➬Ü➽➌➘✢➬❱➤❫➤➦➻❬➨④➶ ➸✺û ➬❀➳✚➯❣➻❬➩✺➫ P ➻✐➧
➨✯➻✟➫ñ❮✩➨④➤★➬♥➸✼➯❣➩✇➶
[f cc]2 /2
➯❣➤★➬♥➘✭❮❖➬❱➻✐➩✷➯❱à✸➸✚➯❣➩✩➶✩➧
f cc
✁❸❮✩➯❣➧❫➨❚➸✼➯Ü➫ñ❮✷➨④➩✩➶✩➧★➘④➯❣➻❬➩✩➘④➻❬➶✩➨ ✁❸➻✐➫➦❮ P ➬❱➩✩➶ ✁❸❮✇➻❬➘✭❮
➘✯➯❱➩❥➫ñ➬❱➻❬➩✇➧➮➬☛➫❸➺❬➨✢➬Ü➧❫➫⑨➫✂✁ ➯❝➻❬➩✺➫➦➨✯➤➦➽♥➨✯➶✇➻❃➬Ü➫➦➨★➳✼➯❱➻❬➩✺➫ñ➧④❒✩÷⑨❮✩➨Ñ➱❱➬Ü➺❬➲✩➨
Ir
➯❱à✗➫➦❮✩➨Ñ➧➦➲✩➽ ➯Üà✱➬❱➺✐➺Ú➤❫➻❬➩✩á❣➧❸➬☛➫➦➫✭➬Ü➘✭❮✩➨✯➶✂➫ñ➯♥➬
➳✚➯❣➻❬➩✺➫ P ➻❬➧⑨➨④➼❥➲❖➬❱➺✒➫ñ➯
Ir(x) = −1
2
βe2α [(φ1 − vw) (r; r)]
✆ ✂④③❚❒✤✜❣➪ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨ −βe2αφ1(r; r′)
➻✐➧❁➫➦❮✩➨☎➧❫➲✩➽❼➯❱à☞➘✭❮❖➬❱➻✐➩✩➧❁➽❝➬❱➶✇➨☎➯❱à☞➬Ü➩✉➬❱➤❫➸✩➻✐➫➦➤ñ➬❱➤ û❄➩✛➲✇➽❚➸✼➨④➤ó➯❱à✒➸✼➯❣➩✇➶✩➧
f c c
➸✼➨✬➫✂✁ó➨④➨✯➩
r
➬❱➩✇➶
r′
➬❱➩✩➶ ✁❸➻✐➫➦❮❀➻✐➩❥➫➦➨✯➤❫➽➾➨④➶✩➻❃➬Ü➫➦➨❩➳✼➯❱➻❬➩✺➫ñ➧ Pi ✁ ➨✯➻❬á❱❮❥➫➦➨✯➶❀➸❥û z(Pi) ❒ ✆ 1/2 ➻❬➧⑨➫ñ❮✇➨❋➧ û❡➽♥➽♥➨④➫ñ➤ û✉à✪➬❱➘✬➫ñ➯❣➤⑨➯❱à
➬➹➧➦➻✐➩✩á❣➺❬➨❩➤❫➻❬➩✩á➹➶✇➻❃➬❱á❣➤➦➬❱➽✂❒✼☛ ☎ û✕➶✩➨ ✆✩➩✩➻✐➫➦➻❬➯❣➩
− βeαeα′ φ1(r; r′) = f cc(P;P ′) +
+∞∑
N=1
∫ [ N∏
i=1
dPi z(Pi)
]
f cc(P;P1)f cc(P1;P2) · · ·f cc(PN ;P ′) ✆ ✂④③❈❒✢✜✌✞✙☛
➴
➘✯➘④➯❣➤➦➶✇➻❬➩✩á❄➫ñ➯ ✆ ✂④③❈❒ ➚ ☛ ☛Ïð✩➫➦❮✩➨Ñ➶✩➨ ✆✩➩✩➻✐➫➦➻❬➯❣➩ ✆ ✂④③❚❒✤✜✌✞✮☛◗➯❱à
φ1
➻❬➧⑨➨✯➼❥➲✩➻✟➱Ü➬❱➺❬➨④➩❥➫⑨➫➦➯➹➫ñ❮✩➨Ñ➻❬➩✺➫➦➨✯á❣➤➦➬❱➺✒➤➦➨④➺❃➬Ü➫➦➻❬➯❣➩
φ1(r; r
′) = vw(r; r′)− β
∑
α
e2α
∫
dr′′zα(x′′)vw(r; r′′)φ1(r′′; r′)
✆ ✂④③❈❒✢✜✺➚✫☛
÷⑨❮✩➨✕➧➦➲✇➽ ➯❱à➮➬❱➩ ➬❱➤➦➸✇➻✐➫ñ➤➦➬❱➤❫û✎➩❥➲✩➽❚➸✚➨✯➤➹➯❱à➭➤❫➻❬➩✩á❣➧➹➘✯➬❱➤➦➤❫➻❬➨④➶ ➸❥û ➬é➳✚➯❣➻✐➩❥➫ P ➻❬➧❚➨④➼❥➲❖➬❱➺◗➫ñ➯ exp Ir(r) ❒❆✆
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➩
➬❱➩❖➬Ü➺❬➯❣á❣➯❱➲✩➧◗➘✢➬Ü➺❬➘✯➲✇➺❃➬Ü➫➦➻❬➯❣➩❛➬Ü➳✩➳✼➨✯➬❱➤➦➧❸➻✐➩✂➧❫➨✯➘✬➫ñ➻❬➯❱➩ ③❈❒ ☎❞➯❱à❘●➭➨✬à❲❒❂✞
➴
ò◗➢ ☛ ✍ ✠❦❒✼☛
ú❜➨④➫❋➲✩➧❋➘④➯❣➩✩➧❫➻❬➶✩➨④➤❈➬❱➺✐➺✸➶✩➻❃➬Üá❣➤ñ➬❱➽♥➧
G∗
✆ ✁❸➻✟➫ñ❮ ✁ó➨④➻❬á❣❮✺➫
z
☛❩➫➦❮❖➬Ü➫➵➯❣➩✩➺✟ûé➶✩➻✝✒✼➨✯➤❩à✻➤❫➯❣➽➌➬✕á❣➻✐➱❱➨✯➩ ➶✇➻❃➬❱á❣➤➦➬❱➽
G∗[0]
➸✺û♥➯❣➩✩➨➭➯❣➤ ➽♥➯❣➤❫➨☎òó➯❱➲✩➺❬➯❣➽❈➸➾➤❫➻❬➩✩áÑ➧➦➲✇➸✼➶✩➻❬➬❱á❣➤➦➬❱➽➾➧✝➘✯➬❱➤➦➤❫➻❬➨✯➶♥➸✺û➾➬Ü➫ó➺✐➨✢➬❱➧ ➫❁➯❣➩✩➨➭➳✼➯❣➻✐➩✺➫ ➯Üà
G∗[0]
❒✟☎ ➨④à✻➯❣➤❫➨
➻❬➩✺➫➦➨✯á❣➤➦➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩❛➯✥➱❣➨✯➤⑨➫➦❮✩➨Ñ➻❬➩✺➫ñ➨④➤➦➩❖➬❱➺Ú➳✼➯❣➻✐➩✺➫ñ➧⑨➯❱à
G∗[0]
ð✩➫ñ❮✩➨❩➻✐➩❥➫➦➨✯á❣➤➦➬❱➺✒➘④➯❣➤➦➤❫➨✯➧➦➳✚➯❣➩✩➶✇➻❬➩✩á➹➫ñ➯❄➧❫➲✩➘✭❮✷➬➹➶✩➻❬➬❱á❣➤ñ➬Ü➽ ➻✐➧
➨✯➼❥➲❖➬Ü➺✼➫ñ➯➵➫ñ❮✩➨☎➻❬➩✺➫ñ➨④á❣➤ñ➬❱➺✚➬❱➧❫➧➦➯✛➘✯➻❬➬Ü➫ñ➨④➶ ✁❸➻✐➫➦❮
G∗[0]
➫ñ➻❬➽♥➨✯➧✝➫ñ❮✇➨☎➘✯➯❱➩❥➫➦➤➦➻✐➸✩➲✇➫ñ➻✐➯❣➩✩➧❁à✻➤➦➯❣➽ òó➯❣➲✇➺❬➯❣➽❚➸➾➤➦➻✐➩✩á❣➧✯❒
➴
➧ó➬
➘✯➯❱➩✩➧➦➨④➼✛➲✇➨✯➩✩➘④➨❱ð❜➻✐à ✁ó➨❚➧❫➲✩➽ ➬❱➺❬➺☞➧➦➲✇➘✭❮✳➶✩➻❃➬❱á❱➤ñ➬❱➽♥➧
G∗
✁ ➨❚á❣➨✬➫★➯❣➩✩➨❈➶✩➻❃➬❱á❱➤ñ➬❱➽
G∗[1]
✁❸❮✩➻✐➘✭❮✷❮❖➬❱➧☎➫➦❮✩➨❈➧➦➬❱➽♥➨
➳✚➯❣➻❬➩✺➫ñ➧❸➬Ü➩✩➶❀➸✚➯❣➩✩➶✇➧➮➬Ü➧
G∗[0]
➨✬ß❡➘✯➨④➳✇➫☎➫➦❮❖➬Ü➫⑨➫➦❮✩➨ ✁ó➨④➻❬á❣❮✺➫ñ➧
z
➬❱➤➦➨Ñ➤❫➨✯➳✩➺❬➬❱➘✯➨④➶❀➸✺û ✁ ➨✯➻✐á❣❮✺➫ñ➧
z[1](P) = z(P) exp
[
−1
2
βe2α(φ1 − vw)(r; r)
]
✆ ✂④③❈❒✢✜❡✜ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
φ1(r; r
′)
➻❬➧☞➶✩➨ ✆✩➩✩➨✯➶❚➻✐➩ ✆ ✂④③❚❒✤✜✌✞✮☛✱❒
➴
➫☞➫ñ❮✩➨❁➨✯➩✇➶❈➯❱à❡➫ñ❮✩➨ ✆❖➤➦➧ ➫❢➳❖➬❱➤❫➫➦➻❃➬❱➺❱➤➦➨✯➧❫➲✩➽♥➽❝➬Ü➫➦➻❬➯❣➩Úð✯➫ñ❮✩➨❁➶✩➻❬➬❱á❣➤ñ➬Ü➽➾➧
G∗
✁❸➻✟➫ñ❮➹➸✚➯❣➩✩➶✩➧
f c c
ð
1/2 [f c c]2
➬❱➩✇➶
fT
➬❱➩✇➶ ✁❸➻✐➫ñ❮ ✁ ➨✯➻✐á❣❮✺➫ñ➧
zα(x)
❮❖➬✢➱❱➨➭➸✚➨✯➨④➩❄➤➦➨✯➳✇➺❃➬❱➘④➨✯➶➹➸✺û❚➶✩➻❬➬❱á❣➤➦➬❱➽➾➧
G∗[1]
✁❸➻✐➫➦❮❝➫ñ❮✩➨➮➧ñ➬❱➽♥➨ ✂✛➻✐➩✩➶✉➯❱à✒➸✼➯❣➩✇➶✩➧◗➸✩➲✇➫ ✁❸➻✐➫➦❮ ✁ ➨✯➻❬á❱❮❥➫➦➧
z[1]α (x)
➬Ü➩✩➶❛➬❱➩✉➨Ïß✛➫ñ➤ñ➬❋➘✯➯❣➩✩➧ ➫ñ➤❫➲✩➘④➫➦➻❬➯❣➩✉➤❫➲✩➺❬➨
R
❒
✁      
÷⑨❮✩➨❚➺❬➬Ü➫➦➫➦➨✯➤➭➯❣➩✩➨❋➻❬➧☎➩✇➨✯➘✯➨④➧➦➧➦➬❱➤❫û❀➫ñ➯❛➬✢➱❣➯❱➻❬➶✷➶✩➯❱➲✩➸✩➺❬➨❋➘✯➯❣➲✇➩❥➫➦➻❬➩✩á✇❒ ✂ à✝➧❫➯❣➽➾➨❋➧➦➲✩➸✚➶✩➻❬➬❱á❣➤ñ➬Ü➽
S(Pm) ➯❱à G∗[1] ➻✐➧
➬✉➤➦➻✐➩✩á✉➯❱à❁➸✚➯❣➩✩➶✩➧
f c c
✁❸➻✐➫➦❮ ✁ó➨④➻❬á❣❮✺➫ñ➧
z[1]α
➘✢➬❱➤❫➤➦➻❬➨④➶✳➸✺ûü➫ñ❮✇➨➹➳✼➯❣➻✐➩✺➫ Pm ✆ ✁❸➻✐➫➦❮ ✁ó➨④➻❬á❣❮✺➫ z[1]αm(xm)
☛Ïð✼➫ñ❮✇➨✯➩
➬Üà✙➫➦➨✯➤Ñ➻❬➩✺➫ñ➨④á❣➤ñ➬☛➫ñ➻❬➯❱➩ ➯✥➱❱➨✯➤➵➻❬➩✺➫ñ➨④➤➦➽♥➨✯➶✩➻❬➬Ü➫ñ➨➹➳✚➯❣➻❬➩✺➫➦➧➵➻✐➩ ➫➦❮✩➨❄➤➦➻✐➩✩á✩ð✒➫ñ❮✇➨➾➘④➯❣➩✺➫ñ➤➦➻✐➸✩➲✇➫➦➻❬➯❣➩✳à✻➤➦➯❱➽
S(Pm) ð ✁❸❮✇➻❬➘✭❮
➶✩➨④➳✼➨④➩✩➶✩➧◗➯❣➩✇➺✐û♥➯❣➩
xm
ð✛➻❬➧✝à✪➬❱➘④➫➦➯❣➤➦➻✝☛✯➨✯➶❝➻❬➩➾➫➦❮✩➨➮➫➦➯❱➫✭➬Ü➺✚➘④➯❣➩✺➫ñ➤❫➻❬➸✩➲✇➫➦➻❬➯❣➩❄à✻➤➦➯❱➽
G∗[1]
✂❥➤➦➲✩➺✐➨
R
➧❫➫ñ➬Ü➫ñ➨④➧ó➫ñ❮❖➬☛➫ó➫ñ❮✇➨
➘✯➯❱➩❥➫➦➤➦➻✐➸✩➲✇➫ñ➻✐➯❣➩❛à✻➤➦➯❣➽
S(Pm) ➻❬➧⑨➨④➼✛➲✩➬❱➺✒➫ñ➯♥➻✐➫➦➧◗➱❱➬Ü➺❬➲✩➨ ✁❸❮✩➨④➤➦➨❋➬❱➺❬➺✼➻✐➫➦➧➭➻✐➩✺➫ñ➨✯➤❫➩❖➬❱➺✒➳✚➯❣➻✐➩❥➫➦➧⑨❮❖➬✢➱❣➨❋➬ ✁ ➨✯➻✐á❣❮✺➫ z[1]α
➽♥➻❬➩❥➲✩➧⑨➫ñ❮✩➨❋➘✯➯❣➤❫➤➦➨④➧➦➳✚➯❣➩✩➶✩➻✐➩✩á♥➱Ü➬❱➺✐➲✩➨ ✁❸❮✩➨✯➤❫➨❚➬❱➺✐➺❜➻✐➫ñ➧❸➻✐➩❥➫➦➨✯➤❫➩❖➬❱➺☞➳✼➯❱➻❬➩✺➫ñ➧ ✁ ➯❣➲✩➺❬➶❀❮❖➬✢➱❣➨❈➬ ✁ ➨✯➻❬á❱❮❥➫
zα
❒ ✂P➩✩➶✩➨④➨✯➶
➫ñ❮✇➨⑨➺❃➬Ü➫❫➫ñ➨✯➤✗➱❱➬Ü➺❬➲✩➨ ➻❬➧✝➬❱➺✐➤➦➨✢➬Ü➶✇û❋➫ñ➬ ✂❱➨④➩❄➻❬➩✺➫ñ➯Ñ➬❱➘④➘✯➯❣➲✇➩❥➫✝➻✐➩❚➫ñ❮✩➨ ✁ ➨✯➻✐á❣❮✺➫
z[1]αm(xm)
➯Üà✚➫➦❮✩➨⑨➳✚➯❣➻❬➩✺➫ Pm ð ✁❸❮✩➨④➤➦➨✯➬❱➧
➬ü➧❫➲✩➸✼➶✇➻❃➬❱á❣➤➦➬❱➽→➯❱à
G∗
➽❝➬❱➶✇➨❝➯❱à❸➸✚➯❣➩✩➶✩➧
f c c
➸✩➲✇➫ ✁❸❮✩➨✯➤❫➨❛➬Ü➫➹➺✐➨✢➬❱➧ ➫❚➯❣➩✩➨➾➻❬➩✺➫ñ➨④➤➦➽♥➨✯➶✩➻❬➬Ü➫ñ➨➾➳✼➯❱➻❬➩✺➫❈➘✯➬❱➤➦➤❫➻❬➨④➧
➬❱➩✩➯Ü➫ñ❮✩➨④➤☎òó➯❱➲✩➺❬➯❣➽❈➸❛➤➦➻❬➩✇á♥➶✇➯❡➨④➧➭➩✇➯❱➫❸➶✩➻❬➧➦➬❱➳✩➳✚➨✢➬❱➤⑨➻✐➩❛➫ñ❮✩➨Ñ➤➦➻✐➩✩á➹➤➦➨④➧➦➲✩➽♥➽➾➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩❛➳✩➤➦➯✛➘✯➨④➧➦➧④❒
➴
➘✯➘④➯❣➤➦➶✩➻✐➩✩á✎➫➦➯ ➫➦❮✩➨✂➶✩➨ ✆❖➩✇➻✐➫ñ➻✐➯❣➩ ✆ ✂④③❈❒ ✞ ☛ ☛❄➯❱à
z(P) ➬❱➩✩➶ ➧➦➻❬➩✇➘✯➨ Vself(x) = (1/2) (vw −vb) (r; r) ð
✆ ✂④③❈❒✢✜■✜ ☛ó➽❝➬✢û❛➸✚➨ ✁❸➤➦➻✟➫➦➫➦➨✯➩❀➬❱➧
z[1]α (x) = θ(x− b)zα exp
[
−1
2
βe2α (φ1 − vb) (r; r)
]
✆ ✂④③❈❒✢✜ ✍ ☛
➴
➧➭➧➦❮✇➯ ✁❸➩❀➸✼➨④➺❬➯ ✁ ➻✐➩✂➫➦❮✩➨ ✁ó➨✯➬ ✂❛➘✯➯❣➲✇➳✩➺❬➻✐➩✩á❄➺❬➻❬➽♥➻✐➫✯ð ✁ ➨➵➨✬ß❡➳✼➨④➘④➫➮➫ñ❮❖➬Ü➫❸à✻➯❣➤❸➬Ü➩❥û ✆✩➩✩➻✐➫➦➨➵➘④➯❣➲✩➳✩➺✐➻❬➩✩á❄➘④➯❣➩✩➧❫➫ñ➬❱➩✺➫
(φ1 − vb)(r; r) ❮❖➬❱➧❚➩✩➯é➬Ü➺❬á❣➨④➸✩➤ñ➬❱➻✐➘♥➫ñ➬❱➻❬➺ ➬Ü➫❈➺❃➬❱➤❫á❣➨❝➶✩➻✐➧❫➫ñ➬❱➩✩➘✯➨④➧✯❒✱÷⑨❮❥➲✩➧④ð✱➘✯➯❱➩❥➫➦➤ñ➬❱➤ û ➫➦➯ zα(x) ➫➦❮✩➨✉➧➦➘④➤➦➨④➨✬❰
➩✩➨④➶ à✻➲✩á❣➬❱➘✯➻✟➫Pû
z[1]α (x)
➶✩➯✛➨✯➧Ñ➩✩➯❱➫Ñ➘④➯❣➩✺➫✭➬❱➻✐➩✷➫ñ❮✩➨❄➺✐➯❣➩✩áÜ❰ ➤ñ➬❱➩✩á❱➨❈➳❖➬❱➤ ➫Ñ➯❱à✝➫ñ❮✩➨❄➧❫➨✯➺✐à❃❰ ➨✯➩✩➨④➤➦á❱ûü➻❬➩✩➶✇➲✩➘✯➨④➶✎➸✺û✷➫➦❮✩➨
➨✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➯❱➧❫➫✭➬☛➫ñ➻❬➘❩➤❫➨✯➧❫➳✼➯❣➩✇➧➦➨➵➯❱à✗➫➦❮✩➨ ✁◗➬Ü➺❬➺ ✁❸❮✩➨④➩
ǫw 6= 1 ❒
♠▲❑é✲ ✙✒✲ ❉ ❊ ✣✥✌❥♦ ❉ ✍ ❊ ✹❣✠✽✌❥✌✛✔✗✖✪✔✂✌ ✞  ➮♦❢✧❖✖✻✠✉✖✪✔✼✣✥✌❥✠✽✧❖✹❱✣✽✖✻✞✚✔✗✜
✂P➩❀➫➦❮✩➨❋➧❫➨✯➘④➯❣➩✩➶✷➧ ➫ñ➨✯➳ ✁ó➨❋➧➦➲✩➽ ➬❱➺✐➺❜➘✭❮❖➬❱➻✐➩✩➧➮➯Üà✱➸✚➯❣➩✩➶✩➧
f c c
➻❬➩✂➶✩➻❃➬❱á❱➤ñ➬❱➽♥➧
G∗[1]
❒✚÷⑨❮✇➨❈➧❫û✛➧ ➫ñ➨✯➽➾➬Ü➫➦➻❬➘Ñ➤➦➨Ï❰
➧➦➲✇➽➾➽➾➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩❚➳✩➤❫➯❡➘④➨✯➧❫➧❁➻✐➧✸➳✼➨④➤❫à✻➯❣➤❫➽➾➨④➶♥➬❱➧✱à✻➯❣➺❬➺✐➯ ✁❸➧✯❒  ✎➨❸➶✩➨ ✆✩➩✩➨➭➬   òó➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸ ✂ ➳✚➯❣➻❬➩✺➫✝➬❱➧✸➫➦❮✩➨⑨➻❬➩✺➫ñ➨④➤➦➽♥➨✯➶✩➻❬➬Ü➫ñ➨
➳✚➯❣➻❬➩✺➫ ➯❱à☞➬❈➘✭❮❖➬Ü➻❬➩✉➯❱àÚ➫✂✁ó➯➹➸✚➯❣➩✩➶✩➧
f c c
➬Ü➩✩➶ ✁❸❮✩➻✐➘✭❮❛➻❬➧❁➩✩➯❱➫◗➺✐➻❬➩ ✂Ü➨✯➶❝➫➦➯❚➬❱➩✺û➾➯❱➫ñ❮✇➨✯➤ó➳✚➯❣➻✐➩❥➫ ➻❬➩♥➫ñ❮✩➨➮➶✩➻❃➬Üá❣➤ñ➬❱➽✂❒
✞❡➲✩➘✭❮✂➬❚➳✚➯❣➻❬➩✺➫ó❮❖➬❱➧⑨➬ ✁ ➨✯➻✐á❣❮✺➫
z[1]α
❒
➴
➧➦➯Ü❰ ➘✢➬❱➺✐➺❬➨④➶  ❲➳✩➤❫➯❱➫ñ➯Ü➫Pû❡➳✚➨ ✂➮➶✩➻❬➬❱á❣➤➦➬❱➽
P[1]
➻❬➧⑨➬❚➶✩➻❬➬❱á❣➤➦➬❱➽
G∗[1]
✁❸❮✇➻❬➘✭❮
➘✯➯❱➩❥➫ñ➬❱➻❬➩✇➧❋➩✩➯✷òó➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸ ➳✚➯❣➻✐➩❥➫✯❒   ➨➾➧➦➲✩➽ ➬❱➺✐➺✸➶✩➻❃➬Üá❣➤ñ➬❱➽♥➧
G∗[1]
✁❸❮✩➻❬➘✭❮ ➘✢➬❱➩✎➸✼➨➾➸✩➲✩➻❬➺✟➫❩à✻➤➦➯❣➽➄➫➦❮✩➨❝➧➦➬❱➽♥➨
➶✩➻❬➬❱á❣➤ñ➬Ü➽
P
➸✺û✂➬❱➶✩➶✇➻✐➫ñ➻✐➯❣➩✕➯❱à✸➬☛➫➮➺✐➨✢➬❱➧ ➫❸➯❣➩✩➨❈òó➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸✕➳✼➯❱➻❬➩✺➫ ✆ ✁❸➻✐➫➦❮ ✁ó➨④➻❬á❣❮✺➫
z[1]
☛ ✁❸➻✐➫ñ❮❛➫➦❮✩➨❈➬Ü➧➦➧➦➯✛➘✯➻❬➬Ü➫ñ➨④➶
f c c
➸✚➯❣➩✩➶✩➧Ñ➨✯➻✟➫ñ❮✩➨④➤★➫ñ➯✕à✻➯❣➤➦➽ ➬❛➘✭❮❖➬❱➻❬➩ ✁❸➻✐➫➦❮ ➬
f c c
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➺❃➬☛➫➦➫ñ➨④➤Ñ➘✢➬❱➧❫➨❱ð ✁ ➨❝➲✇➧➦➨❝➫➦❮✩➨❝➘④➯❣➩✺➱❣➨✯➩✺➫➦➻❬➯❣➩ ➬Ü➘✯➘✯➯❱➤➦➶✩➻✐➩✩á❀➫➦➯ ✁❸❮✩➻✐➘✭❮ ➫ñ❮✩➨➾➶✩➻❃➬Üá❣➤ñ➬❱➽
P
➻❬➧Ñ➫ñ❮✩➨➾➧ñ➬❱➽♥➨ ✁❸❮✩➨✬➫ñ❮✩➨④➤
➫ñ❮✇➨❈➶✩➻❬➬❱á❣➤ñ➬Ü➽
G∗[1]
➘④➯❣➩✺➫✭➬❱➻✐➩✩➧★➬➾➸✼➯❣➩✇➶
(1/2) [f c c]2 (Pi,Pj) ➯❣➤☎➬➾➸✚➯❣➩✩➶ fT(Pi,Pj) ➽❈➲✩➺✐➫➦➻❬➳✩➺✐➻❬➨✯➶❛➸✺ûü➬
➘✭❮❖➬❱➻✐➩❝➯❱à
f c c
➸✚➯❣➩✩➶✩➧❁➸✚➨④➫✂✁ ➨✯➨✯➩ Pi ➬❱➩✩➶ Pj ❒✟✞❡➻✐➩✩➘✯➨❸➫ñ❮✇➨ P ➶✩➻❬➬❱á❣➤ñ➬Ü➽➓➽❝➬✢û❄➘④➯❣➩✺➫✭➬❱➻✐➩✉➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❃➬☛➫ñ➻❬➯❱➩➹➳✼➯❣➻✐➩✺➫ñ➧✯ð
➫ñ❮✇➨➵➤❫➨✯➧❫➲✩➽➾➽➾➬Ü➫➦➻❬➯❣➩❛➳✩➤❫➯❡➶✇➲✩➘✯➨④➧❸➫✂✁ ➯♥➨ ✒✼➨✯➘④➫➦➧✯❒
ì✑➻❬➤❫➧❫➫✯ð ✁ ➨❸➧➦➲✩➽➡➬❱➺❬➺✛➶✩➻❬➬❱á❣➤ñ➬Ü➽➾➧
G∗[1]
➫➦❮❖➬Ü➫✸➶✩➻✠✒Ú➨④➤✗à✻➤❫➯❣➽
P
➸✺û➹➬★➤❫➻❬➩✩á➮➯❱à✚➸✼➯❣➩✇➶✩➧
f c c
✁❸➻✟➫ñ❮➹➬Ü➫✱➺❬➨✢➬Ü➧❫➫✸➯❣➩✇➨
➻❬➩✺➫➦➨✯➤➦➽♥➨✯➶✇➻❃➬Ü➫➦➨❩➳✼➯❣➻✐➩✺➫ ✁❸➻✟➫ñ❮ ✁ó➨④➻❬á❣❮✺➫
z[1]
❒
➴
➧➭➻❬➩❛➫➦❮✩➨❋➤❫➨✯➯❣➤❫á✺➬❱➩✩➻✝☛✢➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✕➯❱à✑➶✩➻❃➬Üá❣➤ñ➬❱➽♥➧◗➳✚➨✯➤ à✻➯❣➤➦➽♥➨✯➶✂➻❬➩✂➧❫➫➦➨✯➳
✞❣ð✛➫ñ❮✩➻✐➧ó➳✩➤❫➯❡➘④➨✯➧➦➧⑨➺✐➨✢➬❱➶✇➧ó➫ñ➯❄➬❈➤❫➨✯➩✩➯❱➤➦➽➾➬❱➺❬➻✝☛✢➬Ü➫➦➻❬➯❣➩♥➯❱à❜➫ñ❮✇➨☎à✻➲✩á✺➬❱➘④➻✐➫Pû➾➸✺û❛➬❱➩❛➨Ïß✇➳✚➯❣➩✩➨④➩✺➫ñ➻❃➬Ü➺✼à✪➬❱➘✬➫ñ➯❣➤ó➬❱➩❖➬❱➺✐➯❣á❣➯❣➲✩➧
➫ñ➯ ✆ ✂④③❈❒✢✜❡✜ ☛ ✁❸➻✐➫➦❮✉➬❱➩➾➨✬ß✛➫ñ➤➦➬❈➧➦➲✇➸✇➫ñ➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩❝➬❱➤➦➻✐➧➦➻❬➩✇á➵à✻➤❫➯❣➽➙➫ñ❮✩➨➭➘✯➯❣➩✇➧❫➫ñ➤❫➲✩➘④➫➦➻❬➯❣➩❝➤➦➲✩➺✐➨
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G∗[1]
➶✇➻❃➬❱á❣➤➦➬❱➽♥➧✯❒
÷⑨❮✩➨Ñ➤➦➨④➧➦➲✩➽♥➽♥➨✯➶✕à✻➲✩á✺➬❱➘④➻✐➫Pû✉➤❫➨✢➬❱➶✇➧
z[2]α (x) = z
[1]
α (x) exp
{
−1
2
βe2α [(φ2 − vw) (r; r)− (φ1 − vw) (r; r)]
}
✆ ✂④③❈❒✢✜ ✏✫☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
φ2
➻✐➧✑➶✩➨✕✆❖➩✩➨④➶♥➸✺û❋➫ñ❮✩➨◗➻✐➩✺➫ñ➨✯á❱➤ñ➬❱➺✛➨✯➼❥➲❖➬Ü➫➦➻❬➯❣➩ ✆ ✂④③❚❒✤✜✺➚ ☛ ✁❸➻✐➫ñ❮
zα(x)
➤➦➨✯➳✇➺❃➬❱➘④➨✯➶➹➸✺û
z[1]α (x)
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➘✯➘④➯❣➤➦➶✩➻✐➩✩á
➫ñ➯ ✆ ✂④③❚❒✤✜❡✜ ☛◗➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❈❒ ➚Ü➪ ☛✬ð✇➫➦❮✩➨Ñ➨✬ß❡➳✩➤❫➨✯➧➦➧❫➻❬➯❣➩❀➯❱à
z[2]α (x)
➻✐➧❸➧➦➻❬➽♥➻❬➺❬➬❱➤✝➫ñ➯ ✆ ✂④③❈❒✢✜ ✍ ☛
z[2]α (x) = θ(x− b)zα exp
[
−1
2
βe2α (φ2 − vb)(r; r)
]
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f c c
➸✚➯❣➩✩➶✇➧
➬❱➩✩➶ ✁❸❮✩➯❣➧❫➨Ñ➻❬➩✺➫ñ➨④➤➦➽♥➨✯➶✩➻❬➬Ü➫ñ➨❩➳✚➯❣➻❬➩✺➫➦➧⑨➘✢➬❱➤❫➤❫û ✁ ➨✯➻✐á❣❮✺➫ñ➧
z[1]
➻❬➧
F c c(P;P ′) = −βeαeα′φ2(r; r′) ✆ ✂④③❈❒✢✜✉★✫☛
÷⑨❮✩➨♥➧➦➲✩➽➌➯Üàó➫ñ❮✇➨♥➸✚➯❣➩✩➶
(1/2) [f c c]2 (P;P ′) ➬❱➩✩➶ ➯❱à⑨➬❱➺✐➺✱➧➦➲✇➸✼➶✩➻❬➬❱á❣➤➦➬❱➽➾➧❩➽➾➬❱➶✩➨➹➯Üàó➫ñ❮✇➨♥➳✇➤➦➯✛➶✩➲✩➘④➫❋➯❱àó➬
òó➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸✷➘✭❮✩➬❱➻❬➩ ✆✻➳✼➯❣➧❫➧➦➻✐➸✩➺✐û✂➽➾➬❱➶✩➨❈➯Üà ➯❱➩✩➺✐û✂➯❣➩✩➨❈➸✼➯❣➩✇➶
f c c(P;P ′) ☛➭➬❱➩✩➶é➬✕òó➯❣➲✇➺❬➯❣➽❚➸ü➘✭❮❖➬❱➻❬➩ ✁❸➻✟➫ñ❮✳➬☛➫
➺❬➨✯➬❱➧❫➫❸➯❱➩✩➨Ñ➻❬➩✺➫ñ➨④➤➦➽♥➨✯➶✩➻❬➬Ü➫ñ➨★➳✚➯❣➻✐➩❥➫❸➺✐➻❬➩ ✂❥➻✐➩✩á P ➫ñ➯ P ′ ➻✐➧⑨➽➾➨④➤➦➨④➺✐û
1
2
[F c c]2 (P;P ′) ✆ ✂④③❈❒✢✜❡❏ ☛
÷⑨❮✩➨★➧❫➲✩➽↕➯Üà❜➫ñ❮✩➨➮➸✼➯❣➩✇➶
fT(P;P ′) ð✇➻✟➫ñ➧ ➳✩➤➦➯✛➶✩➲✩➘✬➫◗➸✺û✉➬☛➫◗➺❬➨✯➬❱➧❫➫ó➯❣➩✩➨Ñòó➯❱➲✩➺❬➯❣➽❈➸❝➘✭❮❖➬❱➻✐➩ ✁❸➻✐➫➦❮❛➬Ü➫◗➺✐➨✢➬❱➧ ➫◗➯❣➩✇➨
➻❬➩✺➫➦➨✯➤➦➽♥➨✯➶✇➻❃➬Ü➫➦➨★➳✼➯❱➻❬➩✺➫✢ð❖➬Ü➩✩➶✂➫➦❮✩➨Ñ➳✩➤➦➯✛➶✩➲✩➘✬➫❸➯❱à✑➬Ü➫➭➺❬➨✢➬Ü➧❫➫⑨➫ñ❮✇➤➦➨✯➨❋òó➯❣➲✇➺❬➯❣➽❚➸❛➘✭❮✩➬❱➻❬➩✩➧④ð❖➯❣➩✩➨Ñ➯❱à ✁❸❮✩➻❬➘✭❮❀➬Ü➫❸➺✐➨✢➬❱➧ ➫
➘✯➯❱➩❥➫ñ➬❱➻❬➩✇➧❩➯❣➩✩➨❚➻✐➩❥➫➦➨✯➤❫➽➾➨④➶✩➻❃➬Ü➫➦➨❈➳✚➯❣➻❬➩✺➫❩➺✐➨✢➬❱➶✇➧☎➫ñ➯❛➫ñ❮✇➨➹➧➦➻❬➽♥➳✩➺✐➨❈➤➦➨④➧➦➲✩➽♥➽♥➨✯➶✳➸✚➯❣➩✩➶ ✆✪➧❫➨✯➨ ●❸➨④à❲❒✪✞ß❐❀➨✯➨✎✏■❏ ✠✝➬Ü➩✩➶
✞ßòó➯❣➤ ☛❡❍Ü➘✏✠ ☛
FRT ≡ e−βvSR+F c c − 1− F c c − 1
2
[F c c]2
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☛❸➻✐➩✺➫ñ➯✉➬♥➧❫û✛➧❫➫➦➨✯➽ ➯❱à✸➯❣➩✩➨Ï❰P➶✩➻✐➽➾➨④➩✩➧➦➻✐➯❣➩❖➬❱➺❜➶✇➻✝✒✼➨✯➤➦➨④➩✺➫ñ➻❃➬Ü➺❢➨④➼❥➲❖➬☛❰
➫ñ➻✐➯❣➩✩➧ ✁❸➻✟➫ñ❮✕➤➦➨④➧➦➳✚➨✯➘④➫➭➫ñ➯
x
✆✻à✻➯❣➤
x′ > 0
☛✬ð
[
∂2
∂x˜2
− (1 + q2)− Uj(x˜)] φ˜j(x˜, x˜′,q) = −4πδ (x˜− x˜′) ➻✐à b < x ✆ ✂④③❈❒ ✍ ★Ü➬ ☛[
∂2
∂x˜2
− q2
]
φ˜j(x˜, x˜
′,q) = −4πδ (x˜− x˜′) ➻✐à 0 < x < b ✆ ✂④③❈❒ ✍✉★Ü➸ ☛[
∂2
∂x˜2
− q2
]
φ˜j(x˜, x˜
′,q) = 0
➻✟à
x < 0
✆ ✂④③❈❒ ✍ ★☛➘✙☛
✂P➩ ✆ ✂④③❚❒ ✍ ★ ☛ ✁ ➨➵❮❖➬✢➱❣➨➵➻❬➩✺➫ñ➤❫➯❡➶✩➲✇➘✯➨✯➶❛➫➦❮✩➨Ñ➶✩➻❬➽♥➨✯➩✩➧❫➻❬➯❣➩✇➺❬➨✯➧❫➧◗➱Ü➬❱➤➦➻❬➬❱➸✩➺❬➨
x˜ = κjx
✁❸➻✟➫ñ❮
κ1 ≡
√
4πβ
∑
α
e2αzα
✆ ✂④③❈❒ ✍✉❏ ☛
κ2 ≡
√
4πβ
∑
α
e2αzαe
εα
✆ ✂④③❈❒ ✍ ☛ ☛
εα ≡ 1
2
βe2ακ1
✆ ✂④③❈❒ ✏❱➪ ☛
➬❱➩✩➶✕➫ñ❮✇➨➵➶✇➻❬➽♥➨✯➩✩➧❫➻❬➯❣➩✩➺✐➨✯➧❫➧⑨ì❖➯❣➲✩➤➦➻✐➨✯➤ó➫➦➤ñ➬❱➩✇➧❫à✻➯❣➤❫➽
φ˜j(x˜, x˜
′,q) = κjφj(x, x′, κjq)
✆ ✂④③❈❒ ✏✟✞✙☛
 ✂✁
✁❸➻✐➫➦❮
φj(x, x
′, κjq) ≡
∫
dy exp [iκjq.y]φj(x, x
′;y)
❒
➴
➘✯➘④➯❣➤➦➶✩➻✐➩✩á❄➫ñ➯ ✆ ✂④③❈❒ ➚❱➪ ☛❸➬Ü➩✩➶ ✆ ✂④③❚❒ ✍❥➚ ☛✭ð✩à✻➯❣➤
x˜ =
κ1x
U1(x˜) =
4πβ
κ21
∑
α
e2αzα
(
e∆εα/(2x˜) − 1) ✆ ✂④③❈❒ ✏❣➚✫☛
✁❸❮✩➻✐➺❬➨❱ð✩➬❱➘✯➘④➯❣➤➦➶✩➻✐➩✩á➹➫ñ➯ ✆ ✂④③❈❒✢✜ ✍ ☛◗➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❈❒ ✍✉❍ ☛Ïð✩à✻➯❣➤
x˜ = κ2x
U2(x˜) =
4πβ
κ22
∑
α
e2αzα
[
e−(1/2)βe
2
α(φ1−vb)(r;r) − eεα
]
✆ ✂④③❈❒ ✏■✜ ☛
  ❮✩➨④➩
x
á❣➯❡➨④➧⑨➫ñ➯ ∞ ð φ1 ➫ñ➨④➩✩➶✩➧❸➫ñ➯➹➫ñ❮✇➨➵➸✇➲✩➺ ✂♥➱❱➬Ü➺❬➲✩➨ φ1b ✁❸❮✇➻❬➘✭❮✂➻❬➧◗➫ñ❮✇➨➵➧❫➯❣➺❬➲❡➫ñ➻❬➯❱➩❛➯❱à[
∆r − κ21
]
φ1b(r, r
′) = −4πδ(r− r′) ✆ ✂④③❈❒ ✏ ✍ ☛
à✻➯❣➤❸➬❱➺✐➺
r
ÝÞ➧✯❒
➴
➧❸➤❫➨✯➶✩➨④➤➦➻✐➱❱➨✯➶❀➸✼➨④➺❬➯ ✁Ñð
φ1b(r, r
′) = κ1φ˜b(κ1|r− r′|) ✆ ✂④③❈❒ ✏✑✏✫☛
✁❸➻✐➫➦❮
φ˜b(r˜, r˜′) =
e−|r˜−r˜′|
|r˜− r˜′|
✆ ✂④③❈❒ ✏■❍ ☛
➴
➧➭➬➹➘✯➯❱➩✩➧➦➨④➼✛➲✇➨✯➩✩➘④➨❱ð
(φ1b − vb) (r; r) = −κ1 ✆ ✂④③❈❒ ✏❡★✫☛
➬❱➩✩➶✕➫ñ❮✇➨➵➶✇➨ ✆❖➩✩➻✟➫ñ➻✐➯❣➩✩➧ ✆ ✂④③❈❒ ✏❱➚ ☛◗➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❈❒ ✏❣✜ ☛◗➨✯➩✩➧❫➲✩➤➦➨Ñ➫ñ❮❖➬☛➫
lim
x˜→+∞
Uj(x˜) = 0
✆ ✂④③❚❒ ✏■❏ ☛
÷⑨❮✩➨❚➸✚➯❣➲✩➩✇➶❖➬❱➤❫û❀➘✯➯❱➩✩➶✩➻✐➫➦➻❬➯❣➩✇➧➭à✻➯❣➤
φ˜j(x˜, x˜
′,q)
➬❱➤➦➨❋➫ñ❮✩➨❋➧ñ➬❱➽♥➨❚➬❱➧➮à✻➯❣➤
φj(x, x
′,y − y′) ❒ ✆ ✞❡➨④➨ ✆ ✂④③❈❒ ✍ ✏✫☛✬❒✳☛
❐❀➯❣➤❫➨✯➯✥➱❣➨④➤✯ð✡➧➦➻✐➩✩➘✯➨
κ2 ≡ κ2(κ1, ε) ➬❄➽➾➨④➤➦➨❩➧➦➘✯➬❱➺❬➻✐➩✩á❄➬❱➩❖➬Ü➺✐û✛➧➦➻✐➧⑨➯❱à ✆ ✂④③❈❒ ✍✉★ ☛ó➧➦❮✩➯ ✁❸➧❸➫ñ❮❖➬☛➫
φj(r, r
′; κj, βe2, b,∆) = κjφ˜j(κjr, κjr′; ε, κjb,∆)
✆ ✂④③❈❒ ✏ ☛ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
e2
✆
ε ≡ (1/2)κ1βe2 ☛◗➻✐➧◗➫ñ❮✩➨Ñá❣➨④➩✩➨✯➤❫➻❬➘❩➩✩➯❱➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✉à✻➯❣➤◗➫➦❮✩➨ e2α
Ýß➧ ✆
εα
ÝÞ➧❊☛Ï❒
♠▲❑é✲✖✩☞✲ ✙ ✚✉✌✛✔❢✌❥✠✽✧❖❤◗✜✯✞✚❤✪✮☞✣✥✖✪✞✚✔❢✜
✂P➩❝➫ñ❮✇➨➮à✻➯❣➺✐➺❬➯ ✁❸➻❬➩✩á❩➯❱➩✩➺✐û➹➫➦❮✩➨➮➱Ü➬❱➺✐➲✩➨➮➯Üà
φj(x, x
′;y−y′) à✻➯❣➤ x′ > b ✁❸➻❬➺✐➺❖➸✼➨➮➻❬➩✺➱❣➯❱➺✐➱❣➨④➶❛➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❈❒ ✍ ★☛➸ ☛
➸✚➨✯➘✯➯❱➽➾➨④➧❚➬❱➩ ❮✇➯❣➽➾➯❱á❣➨✯➩✩➨④➯❣➲✩➧❚➨④➼❥➲❖➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩ ➬Ü➧ ✆ ✂④③❈❒ ✍ ★☛➘✙☛✬❒❢÷⑨❮✩➨✉➧❫➻❬➽♥➳✩➺❬➨❄á❣➨④➩✩➨✯➤➦➬❱➺ó➧❫➯❣➺❬➲❡➫ñ➻❬➯❱➩✩➧❋➯Üà⑨➫ñ❮✩➨➾➺❃➬Ü➫❫➫ñ➨✯➤
➨✯➼❥➲❖➬☛➫ñ➻❬➯❱➩✩➧⑨➫ñ❮❖➬Ü➫❸➧➦➬Ü➫ñ➻✐➧❫à✙û❛➸✚➯❣➲✩➩✇➶❖➬❱➤❫û❝➘✯➯❣➩✇➶✩➻✐➫➦➻❬➯❣➩✩➧◗➫ñ➬ ✂❱➨❩➫➦❮✩➨❩à✻➯❣➤➦➽
φ˜j(x˜, x˜
′,q; b˜) =
{
Bj(x˜
′; q; b˜) (1−∆) eqx˜ ➻✐à x < 0
Bj(x˜
′; q; b˜)
[
eqx˜ +∆e−qx˜
]
➻✐à
0 < x < b
✆ ✂④③❈❒✢❍❣➪ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
q ≡ |q| ❒❣÷⑨❮✩➨❸á❣➨④➩✩➨✯➤➦➬❱➺❖➧➦➯❱➺❬➲✇➫➦➻❬➯❣➩➹➯❱à ✆ ✂④③❈❒ ✍ ★Ü➬ ☛✑➻❬➧✱➫➦❮✩➨⑨➧➦➲✩➽➙➯ÜàÚ➬❩➳❖➬Ü➤❫➫ñ➻✐➘✯➲✩➺❬➬❱➤✱➧❫➯❣➺❬➲✇➫➦➻❬➯❣➩ φ˜∗j (x˜, x˜′, q)
➬❱➩✩➶✕➫ñ❮✇➨➵á❱➨✯➩✩➨④➤ñ➬❱➺❜➧❫➯❣➺❬➲✇➫➦➻❬➯❣➩
hj
➯Üà✗➫➦❮✩➨Ñ➘✯➯❣➤❫➤➦➨✯➧❫➳✼➯❱➩✩➶✩➻❬➩✇á♥❮✇➯❣➽➾➯❱á❣➨✯➩✩➨④➯❣➲✩➧❸➨✯➼❥➲❖➬☛➫ñ➻❬➯❱➩
d2hj
dx˜2
(x˜; q) + [Eq − Uj(x˜)] hj(x˜; q) = 0 ✆ ✂④③❚❒✤❍✌✞✮☛
✁✁❸➻✐➫➦❮
Eq ≡ −(1 + q2) ❒  ✎➨❝➺❬➯✛➯ ✂üà✻➯❱➤❈➬✂➧➦➯❣➺✐➲✇➫ñ➻✐➯❣➩ h+j
✆
h−j
☛ ✁❸❮✇➻❬➘✭❮ ➱Ü➬❱➩✩➻✐➧➦❮✩➨④➧ ✆✻➸✩➺❬➯ ✁❸➧➵➲✩➳ ☛❋➬☛➫❈➺❬➬❱➤➦á❣➨
➳✚➯❣➧➦➻✟➫ñ➻✐➱❱➨
x
ð
lim
x→±∞
h±j (x˜,q) = 0
✆ ✂④③❚❒✤❍✺➚ ☛
✞❡➻❬➩✇➘✯➨Ñ➫ñ❮✩➨
Uj(x˜)
ÝÞ➧⑨➱Ü➬❱➩✩➻❬➧❫❮✄✁❸❮✇➨✯➩
x˜
á❣➯✛➨✯➧⑨➫ñ➯
+∞ ð✩➫ñ❮✩➨④➩✒ð❖à✻➯❣➤➭➬❱➩✺û✕á❣➻✐➱❱➨✯➩✂➳✼➯❱➧➦➻✐➫➦➻✐➱❱➨❩➩✛➲✇➽❚➸✼➨④➤ η > 0
➫ñ❮✇➨✯➤➦➨❁➨✬ß❡➻✐➧❫➫ñ➧❢➧➦➯❱➽➾➨
xq,η
➧➦➲✩➘✭❮❈➫➦❮❖➬Ü➫☞à✻➯❣➤❢➬❱➺✐➺
x > xq,η
✃
Eq−Uj(x˜) ≤ −|Eq|+η ❒
➴
➧✑➬❸➘✯➯❱➩✩➧➦➨④➼✛➲✇➨✯➩✩➘④➨ ✆✪➧❫➨✯➨
●❸➨④à❲❒✕✞ù❐❀➨④➧ ✏■❏✫✠ ☛➭➫➦❮✩➨✯➤❫➨♥➨Ïß❡➻❬➧❫➫➦➧❩➯❣➩✩➨➹➳❖➬Ü➤❫➫ñ➻✐➘✯➲✩➺❬➬❱➤☎➧❫➯❣➺❬➲❡➫ñ➻❬➯❱➩
h+∗j (x˜; q)
✆ ✁❸➻✐➫➦❮é➬✕➳✩➬❱➤❫➫➦➻❬➘✯➲✇➺❃➬❱➤➮➽❚➲✩➺✐➫➦➻❬➳✩➺✐➻❬➘✯➬Ü➫ñ➻✟➱❣➨
➘✯➯❱➩✩➧❫➫ñ➬❱➩✺➫✹☛ ✁❸❮✩➻❬➘✭❮✕➫ñ➨④➩✩➶✩➧❸➫ñ➯ ☛✯➨④➤➦➯ ✁❸❮✩➨✯➩
x
á❣➯✛➨✯➧◗➫➦➯
+∞ ➬Ü➫➭➺✐➨✢➬❱➧ ➫➭➬❱➧◗à✪➬❱➧❫➫➮➬❱➧ exp
[
−x˜√|Eq| − η ] ð
∀x˜ ≥ x˜q,η |h+∗j (x˜;q)| ≤ exp
[
−x˜
√
|Eq| − η
]
✆ ✂④③❈❒✢❍❡✜ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨✢➬Ü➧ ➬❱➺❬➺ ➯❱➫ñ❮✇➨✯➤ ➧❫➯❣➺❬➲✇➫➦➻❬➯❣➩✇➧ á❣➤❫➯ ✁ ➫➦➯ ➻❬➩✜✆✩➩✩➻✐➫Pû ➬Ü➫ ➺✐➨✢➬❱➧ ➫ ➬❱➧ à✪➬❱➧❫➫ ➬Ü➧
exp
[
x˜
√|Eq| − η ] ❒✩ú❜➨✬➫❸➘✢➬❱➺✐➺ h−∗j (x˜;q) ➧❫➲✩➘✭❮❀➬❚➳❖➬❱➤❫➫➦➻❬➘④➲✩➺❃➬❱➤❁➧➦➯❱➺❬➲✇➫➦➻❬➯❣➩ ✁❸❮✩➻❬➘✭❮✕➶✩➻✟➱❣➨✯➤❫á❣➨✯➧ ✁❸❮✩➨✯➩ x˜ á❣➯✛➨✯➧
➫ñ➯
+∞ ❒ ☎➭➨✯➩✩➘④➨④à✻➯❣➤ ➫ñ❮ ✆✪➧❫➨✯➨❚à✻➯❣➤➮➻❬➩✩➧ ➫✭➬❱➩✩➘④➨ ✞✁  ✁❸➻ ❏✑☛✮✠☞☛➮➬❝➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❃➬Ü➤➮➧❫➯❣➺❬➲✇➫➦➻❬➯❣➩❀➯❱à✶✆ ✂④③❚❒ ✍ ★❱➬ ☛❸à✻➯❣➤ x > 0 ➻❬➧
✄❫➲✩➧ ➫
φ˜∗j (x˜, x˜
′, q) ≡ − 4π
Wj,q
h−∗j (inf(x˜, x˜
′))h+∗j (sup(x˜, x˜
′))
✆ ✂④③❈❒✢❍ ✍ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨☎➫➦❮✩➨  ✎➤➦➯❣➩✇➧✄✂❥➻❬➨④➩
Wj,q ≡ h−∗j (x˜)(dh+∗j (x˜)/dx˜)−h+∗j (x˜)(dh−∗j (x˜)/dx˜)
➻✐➧ó➻❬➩✇➶✩➨✯➳✚➨✯➩✩➶✇➨✯➩✺➫óà✻➤❫➯❣➽
x˜
➸✼➨④➘✢➬❱➲✩➧❫➨
d2/dx˜2 + [Eq − Uj(x˜)] ➻✐➧❸➬➹➧➦➨✯➺✟à❃❰❲➬❱➶ ✄❫➯❣➻❬➩✺➫⑨➯❣➳✚➨✯➤➦➬Ü➫ñ➯❱➤✯❒
ì✑➻❬➩✩➬❱➺❬➺✟û❣ð✺➬➵á❣➨✯➩✩➨④➤➦➻✐➘➮➧❫➯❣➺❬➲✇➫➦➻❬➯❣➩♥➯❱à■✆ ✂④③❈❒ ✍✉★❱➬ ☛ ✁❸❮✩➻❬➘✭❮❝➱Ü➬❱➩✇➻❬➧➦❮✇➨✯➧ ✁❸❮✩➨✯➩
x
á❣➯✛➨✯➧✝➫ñ➯
+∞ ➫✭➬ ✂❱➨✯➧❁➫ñ❮✩➨➭à✻➯❣➤➦➽
φ˜j(x˜, x˜
′,q; b˜j) = φ˜∗j (x˜, x˜
′,q) + A(x˜′;q, b˜j)h
+∗
j (x˜;q)
à✻➯❣➤
b < x
✆ ✂④③❚❒✤❍ ✏ ☛
✁❸➻✐➫➦❮
b˜j ≡ κjb ❒❥❐❀➯❣➤❫➨✯➯✥➱❣➨④➤❁➫➦❮✩➨❸➧❫û✛➽♥➽➾➨✬➫ñ➤❫û❈➳✩➤➦➯❱➳✼➨④➤❫➫Pû ✆ ✂④③❈❒ ✍✉✜ ☛✑➻❬➽♥➳✩➺❬➻✐➨✯➧☞➫ñ❮❖➬Ü➫✸➫➦❮✩➨❸➧➦➯❣➺✐➲✇➫ñ➻✐➯❣➩➹➯❱à ✆ ✂④③❚❒ ✍ ★❱➬ ☛
✁❸➻✐➫➦❮✂➬❱➶✩➨✯➼❥➲❖➬☛➫ñ➨➵➸✼➯❣➲✇➩✩➶❖➬❱➤ û❛➘✯➯❣➩✇➶✩➻✐➫➦➻❬➯❣➩✩➧◗➬Ü➫
+∞ ➽➾➬✢û❛➸✚➨ ✁❸➤➦➻✐➫❫➫ñ➨④➩ü➬❱➧
φ˜j(x˜, x˜
′,q; b˜j) = φ˜∗j (x˜, x˜
′,q) + Z(q, b˜j)h+∗j (x˜)h
+∗
j (x˜
′)
✆ ✂④③❈❒✢❍❡❍ ☛
à✻➯❣➤
b < x
➬❱➩✩➶
b < x′
❒✗÷⑨❮✩➨❝➘✯➯✛➨ ✔♥➘✯➻✐➨✯➩✺➫
Z(q, b˜)
➻✐➧❈➶✩➨✬➫ñ➨④➤➦➽♥➻❬➩✩➨④➶ ➸✺û ➫ñ❮✇➨❝➘✯➯❱➩❥➫➦➻❬➩❥➲✩➻✟➫Pû ➤❫➨✯➺❃➬☛➫ñ➻❬➯❱➩✩➧➵➬Ü➫
x˜ = b˜j
➬❱➩✩➶
x˜ = 0
✁❸➻✐➫ñ❮❛➫➦❮✩➨Ñ➧➦➯❣➺✐➲✇➫ñ➻✐➯❣➩✩➧ ✆ ✂④③❚❒✤❍❣➪ ☛óà✻➯❣➤
0 < x < b
➬❱➩✇➶
x < 0
❒
♠▲❑é✲✖✩☞✲ ✩ ● ✏❜✧❖✹❱✣➾✜✯✞✚❤❦✮❜✣✽✖✻✞✚✔✗✜   ✞✡✠
φ1
✖❦✔➏✣ ✂❈✞ ✜✯♦✸✌✛✹✺✖✻✧❖❤◗✹❣✧❖✜④✌❡✜
➴
➩❄➨✬ß✇➬❱➘✬➫ ➬❱➩❖➬❱➺✟û✛➫➦➻❬➘ ➨✬ß❡➳✩➤➦➨④➧➦➧❫➻❬➯❣➩ ✝❋➶✩➨✯➤❫➻✐➱❱➨✯➶❄à✻➤➦➯❣➽ ➫ñ❮✩➨❸á❣➨④➩✩➨✯➤➦➬❱➺✩➽♥➨④➫➦❮✩➯❡➶➹➻✐➩ ✞❡➨✯➘✬➫ñ➻✐➯❣➩✓✂④③❚❒ ✍✩❒ù➚ ✝❋➨Ïß❡➻❬➧❫➫➦➧
à✻➯❣➤☎➫➦❮✩➨❄➧➦➘④➤➦➨✯➨④➩✩➨✯➶✎➳✼➯Ü➫ñ➨✯➩✺➫➦➻❃➬❱➺
φ1
➻❬➩✳➫✂✁ ➯✂➘✯➬❱➧➦➨④➧✯❒☞÷⑨❮✩➨ ✆❖➤❫➧❫➫Ñ➯❣➩✩➨➹➘④➯❣➤➦➤❫➨✯➧❫➳✼➯❣➩✇➶✩➧➵➫➦➯
∆ = 0
➧❫➯✕➫➦❮❖➬Ü➫❩➫➦❮✩➨
✁ó➬❱➺❬➺❡❮❖➬❱➧✱➩✩➯❩➨④➺❬➨④➘④➫ñ➤❫➯❣➧❫➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➘◗➤➦➨④➧➦➳✚➯❣➩✩➧❫➨◗à✻➯❣➤✸➬❱➩✺û❚➧ ➫ñ➤❫➨✯➩✩á❱➫➦❮
ε
➯Üà✚➫➦❮✩➨❸òó➯❣➲✇➺❬➯❣➽❚➸➹➘④➯❣➲✩➳✩➺✐➻❬➩✩á➮➻❬➩✩➧❫➻❬➶✩➨ ➫ñ❮✩➨ ✥✩➲✩➻❬➶Ú❒
÷⑨❮✩➨➹➧❫➨✯➘✯➯❱➩✩➶é➧➦➻✐➫➦➲❖➬Ü➫➦➻❬➯❣➩❀➻❬➧➮➫➦❮✩➨❚➧ ➫ñ➤➦➻✐➘④➫☎➺❬➻❬➽♥➻✐➫
ε = 0
à✻➯❣➤
∆ 6= 0 ❒ ✂P➩✩➶✇➨✯➨✯➶Úð❜➻❬➩✷➸✚➯❱➫ñ❮ü➧➦➻✐➫➦➲❖➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✩➧ U1 = 0
✆✪➧❫➯♥➫➦❮❖➬Ü➫
H±1 = 0
☛◗➬❱➩✩➶ ✁❸❮✩➨✯➩
x′ > b φ˜1
➻❬➧◗➫➦❮✩➨Ñ➧➦➯❣➺✐➲✇➫ñ➻✐➯❣➩
φ˜(0)(x˜, x˜′, q; b˜,∆)
➯Üà
[
∂2
∂x˜2
− (1 + q2)] φ˜(0)(x˜, x˜′,q; b˜,∆) = −4πδ (x˜− x˜′) ➻✟à b < x ✆ ✂④③❈❒✢❍✉★Ü➬ ☛[
∂2
∂x˜2
− q2
]
φ˜(0)(x˜, x˜′,q; b˜,∆) = 0
➻✐à
x < b
✆ ✂④③❈❒✢❍❡★Ü➸ ☛
 ✂✁
✂P➩❀➫➦❮✩➨❋à✻➯❱➺❬➺❬➯ ✁❸➻✐➩✩á ✁ó➨❋➲✩➧➦➨Ñ➫ñ❮✇➨❈➩✩➯❱➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩
b˜
à✻➯❣➤
κ1b
➬Ü➩✩➶ü➻✐➩❥➫➦➤➦➯✛➶✩➲✩➘④➨
b˜j
➯❣➩✩➺✟û ✁❸❮✩➨④➩ ✁ó➨❋➘✯➯❣➩✇➧➦➻❬➶✇➨✯➤➭➸✼➯❱➫➦❮
κ1b
➬❱➩✩➶
κ2b
❒
  ❮✩➨✯➩
∆ = 0
ð✩à✻➯❣➤❸➬❱➩✺û❛➘④➯❣➲✩➳✩➺✐➻❬➩✩á➹➘④➯❣➩✩➧❫➫ñ➬❱➩✺➫
ε
φ˜1(x˜, x˜
′,q; ε, b˜,∆ = 0) = φ˜(0)(x˜, x˜′,q; b˜,∆ = 0)
✆ ✂④③❚❒✤❍❡❏ ☛
➬❱➩✩➶
φ˜1
❮❖➬❱➧❢➩✩➯☎➧❫➳✼➨④➘✯➻❃➬Ü➺✛➳✇➤➦➯❣➳✚➨✯➤ ➫Pû➵➬Ü➫
x = 0
❒ ✆
➴
➘✯➘④➯❣➤➦➶✩➻✐➩✩á➮➫➦➯❇✆ ✂④③❚❒ ✍ ✏ ☛✭ð
φ˜1
➬❱➩✩➶
∂φ˜1/∂x˜
➬Ü➤➦➨❁➘✯➯❣➩✺➫ñ➻✐➩❥➲✩➯❣➲✩➧
➬Ü➫★➫➦❮✩➨➹➘✯➤❫➯❣➧➦➧❫➻❬➩✩á❛➯Üà❁➫➦❮✩➨ ✁ó➬❱➺❬➺❦❒✼☛✁✂P➩✷à✪➬❱➘④➫✯ð✒➲✩➳✷➫ñ➯✕➬❝➫➦➤ñ➬❱➩✇➧➦➺❃➬☛➫ñ➻❬➯❱➩✷➯❱à❁➻✐➫➦➧★➬❱➤❫á❣➲✩➽♥➨✯➩✺➫
x
➨✯➼❥➲❖➬❱➺✑➫➦➯
b
ð
φ˜1
➻✐➧
➶✩➨✕✆❖➩✩➨✯➶↔➬❱➧❚➫ñ❮✇➨✕➢✗➯❣➻✐➧➦➧➦➯❱➩❡❰ ☎ó➯❱➺✐➫ ☛④➽❝➬Ü➩✩➩ ➽➾➨✯➬❱➩✜✆❖➨④➺❬➶ ➳✚➯❱➫ñ➨④➩✺➫ñ➻❃➬Ü➺
φ
➻❬➩ ➫➦❮✩➨✕➘✢➬❱➧❫➨✂➯Üà☎➬✳➽❚➲✇➺✐➫ñ➻✐➘✯➯❣➽♥➳✚➯❣➩✩➨✯➩✺➫
➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬❋➻✐➩➾➫ñ❮✇➨☎➱✛➻❬➘✯➻✐➩✩➻✐➫Pû❄➯Üà❢➬❈➳✩➺❃➬Ü➻❬➩❝❮✩➬❱➤➦➶ ✁ó➬❱➺✐➺✴✆
∆ = 0
☛❁➺❬➯✛➘✢➬☛➫ñ➨✯➶✉➬Ü➫
x = 0
❒✜✞❡➲✩➘✭❮✂➬ ✁ó➬❱➺✐➺✼➨Ïß✇➨④➤❫➫➦➧◗➯❣➩✩➺✟û
➬❋á❱➨✯➯❣➽♥➨④➫➦➤➦➻❬➘❸➘④➯❣➩✩➧❫➫➦➤ñ➬❱➻✐➩✺➫ ✁❸➻✐➫➦❮✩➯❣➲✇➫ ➬❱➩✺û➾➨✯➺✐➨✯➘④➫➦➤➦➯❣➧ ➫✭➬Ü➫➦➻❬➘➭➬Ü➫❫➫ñ➤ñ➬Ü➘④➫ñ➻✐➯❣➩✂✃✛➫➦❮✩➨✯➤❫➨☎➻❬➧❁➩✩➯❋➩✩➨✯➨④➶❝à✻➯❣➤❁➻❬➩✺➫ñ➤❫➯❡➶✩➲✇➘✯➻❬➩✇á
➫ñ❮✇➨❋❮❖➬Ü➤➦➶❡❰ ➘✯➯❣➤❫➨➵➤❫➨✯➳✩➲✇➺❬➧➦➻✐➯❣➩
VSR
✆ ✂④③❚❒ ✞✩★ ☛◗➻❬➩✺➱❣➯❱➺✐➱❣➨④➶ü➻✐➩❀➯❣➲✇➤➭á❱➨✯➩✩➨④➤➦➻❬➘➵➽♥➯❡➶✩➨④➺ýð✩➧❫➯♥➫➦❮❖➬Ü➫
b
➘✯➯❱➲✩➺❬➶✂➸✼➨➵➧➦➨✬➫➮➫➦➯
☛✯➨④➤➦➯➹➻✐➩❝➫ñ❮✩➻✐➧◗➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➲✩➺❬➬❱➤ ➘✯➬❱➧➦➨Ü❒☎✆   ➨❩➤❫➨✯➘✢➬Ü➺❬➺✡➫ñ❮❖➬Ü➫⑨➬Ü➫◗➺✐➨✢➬❱➶✩➻✐➩✩á❈➯❱➤➦➶✩➨④➤◗➻❬➩
ε
ð✛➫ñ❮✩➨★➘④➯❣➤➦➤❫➨✯➺❬➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩ ✆✗➯❱➤◗þ➭➤➦➧➦➨④➺❬➺ ☛
à✻➲✩➩✩➘✬➫ñ➻✐➯❣➩➹➯❱à✚➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✯➧ ✁❸➻✐➫➦❮♥➬★❮❖➬❱➤➦➶✛❰P➘✯➯❱➤➦➨⑨➶✩➻❬➬❱➽➾➨✬➫ñ➨④➤
σ
➻❬➧ ✄❫➲✇➧❫➫✝➨✯➼❥➲❖➬Ü➺✩➫ñ➯ −βeαeα′φ(x, x;y−y′; ∆ = 0)
➬❱➩✩➶✂➶✩➯✛➨✯➧❸➩✩➯❱➫❸➻✐➩✺➱❣➯❣➺✟➱❣➨
σ
✞ ✁❣➬❱➩✟❏✺➚❱➬ ✠❦❒✼☛
➴
➧❸➤➦➨✯➘✯➬❱➺❬➺✐➨✯➶✕➻❬➩ ✆ ✂④③❚❒✤❍❡❍ ☛
φ1
➽➾➬✥û❝➸✼➨ ✁❸➤❫➻✐➫➦➫➦➨✯➩✂➬❱➧⑨➫ñ❮✇➨➵➧❫➲✩➽
φ˜(0)(x, x′; κ1q; b˜; ∆ = 0) =φ˜b(κ1(x− x′),q)
+ h˜+
HW
(x˜+ x˜′ − 2b˜; κ1q)
✆ ✂④③❈❒✢❍✑☛ ☛
✆✪➘Ü❒Þà❲❒ ●❸➨④à❲❒ ✞ ✁❣➬Ü➩✐❏✺➚❱➬✛ð✼þ ✂✽★ ☛ ✠ ☛ ✁❸❮✇➨✯➤➦➨
φ˜b
➻❬➧➮➬➾➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➲✩➺❬➬❱➤⑨➧➦➯❣➺✐➲✇➫ñ➻✐➯❣➩✂➯❱à ✆ ✂④③❚❒✤❍✉★ ☛ ✁❸❮✩➻✐➘✭❮ü➻❬➧➭➘✭❮✩➯❣➧❫➨✯➩✷➫➦➯❝➸✚➨
➻✐➫➦➧⑨➸✩➲✩➺ ✂➾➱Ü➬❱➺❬➲✇➨❱ð
φ˜b(x˜− x˜′,q) = 2π√
1 + q2
e−|x˜−x˜
′|
√
1+q2 ✆ ✂④③❈❒ ★❱➪ ☛
➬❱➩✩➶
h˜+ ∗HW
➻✐➧✱➬★➧❫➯❣➺❬➲✇➫➦➻❬➯❣➩❋➯❱à❖➫ñ❮✇➨⑨➬❱➧➦➧❫➯❡➘④➻❃➬Ü➫➦➨✯➶❚❮✇➯❣➽➾➯❱á❣➨✯➩✩➨④➯❣➲✩➧✱➨④➼❥➲❖➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩ ✁❸❮✩➻✐➘✭❮❚➱Ü➬❱➩✩➻❬➧❫❮✩➨✯➧ ✁❸❮✩➨✯➩
x
á❣➯✛➨✯➧✗➫➦➯
+∞ ➬❱➩✩➶ ✁❸❮✇➯❣➧➦➨⑨➘④➯❡➨✕✔➾➘④➻❬➨④➩❥➫✝➻✐➧✑➨④➩❥➫➦➻❬➤❫➨✯➺✐û❋➶✩➨✬➫ñ➨✯➤❫➽➾➻✐➩✩➨✯➶➹➸✺û❋➫ñ❮✩➨◗➸✚➯❣➲✩➩✇➶❖➬❱➤❫û❋➘✯➯❱➩✩➶✩➻✐➫➦➻❬➯❣➩✇➧✱➬Ü➫✱➫➦❮✩➨◗➻✐➩❥➫➦➨✯➤ à✪➬❱➘✯➨Üð
h˜+HW (x˜+ x˜
′ − 2b˜,q) = 2π√
1 + q2
√
1 + q2 − |q|√
1 + q2 + |q|e
−(x˜+x˜′−2b˜)
√
1+q2 ✆ ✂④③❈❒ ★✟✞✙☛
☎➮➯ ✁ ➨④➱❱➨✯➤
φ2(∆ = 0)
➘✢➬Ü➩✩➩✩➯❱➫➮➸✼➨Ñ➘✯➬❱➺❬➘④➲✩➺❃➬Ü➫➦➨✯➶✕➨✬ß❡➳✩➺✐➻❬➘④➻✐➫ñ➺✟û❣ð❡➸✼➨④➘✢➬❱➲✩➧❫➨
U2(x˜) 6= 0 ➬❱➘④➘✯➯❣➤❫➶✩➻❬➩✩á❄➫ñ➯ ✆ ✂④③❚❒ ✏■✜ ☛
➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❈❒✢❍ ☛ ☛Ï❒
  ❮✩➨✯➩
∆ 6= 0 ð✒➫ñ❮✇➨♥➨④➺❬➨④➘④➫ñ➤❫➯❣➧❫➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➘➹➤➦➨④➧➦➳✚➯❣➩✩➧➦➨➾➯❱à❁➫ñ❮✩➨ ✁◗➬Ü➺❬➺✱➶✩➻✐➧ñ➬❱➳✇➳✼➨✯➬❱➤➦➧Ñ➻❬➩✳➫➦❮✩➨➾➺✐➻❬➽♥➻✐➫ ε = 0 à✻➯❣➤ b˜
✆✇ß❡➨✯➶Úð
lim
ε→0
φ˜1(x˜, x˜
′,q; ε, b˜,∆) = φ˜(0)(x˜, x˜′,q; b˜,∆)
✆ ✂④③❈❒ ★❱➚ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
φ˜(0)(x˜, x˜′;q; b˜; ∆) = φ˜b(|x˜− x˜′|;q) + Z(q; b˜; ∆)h˜+HW (x˜+ x˜′ − 2b˜;q)
✆ ✂④③❈❒ ★❣✜ ☛
Z
➻❬➧➭➬➹➤➦➨④➩✩➯❣➤➦➽➾➬❱➺✐➻ ☛✢➬☛➫ñ➻❬➯❱➩➾à✪➬❱➘✬➫ñ➯❣➤❸➬❱➤❫➻❬➧❫➻❬➩✩á❚à✻➤❫➯❣➽↕➘④➯❣➩✺➫ñ➻❬➩❥➲✩➻✟➫Pû✉➘④➯❣➩✩➶✩➻✟➫ñ➻❬➯❱➩✩➧❸➬Ü➫
x = b
✁❸❮✩➨④➩
∆ 6= 0 ð
Z(q; b˜; ∆) ≡
1−∆e−2qb˜
[√
1 + q2 + |q|
]2
1−∆e−2qb˜
[√
1 + q2 − |q|
]2 ✆ ✂④③❈❒ ★ ✍ ☛
✁♠▲❑é✲✖✩☞✲ ❊ ✚✉✌✛✔❢✌❥✠✽✧❖❤ó✌✛✿✒✮❢✖✻✘✇✧❖❤✻✌❡✔✚✣♥✖❦✔✼✣✢✌✆✌✡✠✽✧❖❤❁✌❡✿Ú✮❢✧✇✣✥✖✪✞✚✔❢✜
➴
➘✯➘④➯❣➤➦➶✩➻✐➩✩á ➫➦➯ ➧➦➨④➘④➫➦➻❬➯❣➩ ✂④③❈❒ ✍✇❒✢✜✎➫➦❮✩➨ü➶✇➨④➫ñ➨④➤➦➽♥➻❬➩❖➬☛➫ñ➻❬➯❱➩ ➯Üà➵➬✎➧➦➘④➤➦➨④➨✯➩✩➨④➶ ➳✚➯❱➫➦➨✯➩✺➫ñ➻❬➬❱➺
φ
➻✐➧➾➨④➼✛➲✇➻✐➱Ü➬❱➺❬➨④➩✺➫
➫ñ➯❀➧➦➯❣➺✟➱✛➻❬➩✩á✂➫ñ❮✩➨➾❮✩➯❣➽♥➯❣á❣➨✯➩✇➨✯➯❣➲✩➧➵➨✯➼❥➲❖➬☛➫ñ➻❬➯❱➩ ✆ ✂④③❈❒✢❍✌✞✙☛Ï❒❢÷⑨❮✩➨✉➬Ü➧❫û✛➽➾➳❡➫ñ➯❱➫➦➻❬➘♥➨✯➼❥➲❖➬Ü➫➦➻❬➯❣➩ ➬☛➫❈➺❬➬❱➤➦á❣➨❄➶✩➻✐➧❫➫ñ➬❱➩✩➘✯➨④➧
➬❱➧❫➧➦➯✛➘✯➻❃➬☛➫ñ➨✯➶ ✁❸➻✐➫➦❮ ✆ ✂④③❚❒✤❍✌✞✮☛★❮❖➬❱➧❩➫✂✁ ➯ü➨Ïß✩➬Ü➘④➫❋➺❬➻❬➩✇➨✢➬❱➤❫➺✐û❀➻❬➩✩➶✩➨④➳✼➨④➩✩➶✩➨④➩❥➫❈➧➦➯❣➺✐➲✇➫ñ➻✐➯❣➩✩➧
A± exp
[
∓x˜
√
1 + q2
]
✁❸❮✩➻✐➘✭❮ ➨④➻✐➫➦❮✩➨✯➤☎➱Ü➬❱➩✇➻❬➧➦❮✇➨✯➧❩➯❣➤❩➶✩➻✟➱❣➨④➤➦á❣➨④➧ ✁❸❮✩➨✯➩
x˜
➫ñ➨④➩✩➶✩➧❩➫ñ➯
+∞ ❒✼÷⑨❮✛➲✇➧✯ð❜➻❬➩✷➫➦❮✩➨❚à✻➯❣➺✐➺❬➯ ✁❸➻❬➩✩á h±∗j
✁❸➻❬➺❬➺❢➸✚➨
➺❬➯✛➯ ✂Ü➨✯➶❛à✻➯❣➤⑨➲✩➩✩➶✇➨✯➤⑨➫ñ❮✩➨❩à✻➯❣➤❫➽
h±∗j (x˜; q, b˜) = e
∓x˜
√
1+q2
[
1 +H±∗j
(
x˜;
√
1 + q2, b˜
)]
✆ ✂④③❈❒ ★✑✏✫☛
h±∗j
➻✐➧✱➶✩➨✕✆❖➩✩➨✯➶❄➲✩➳➹➫➦➯❩➬★➽❚➲✩➺✟➫ñ➻❬➳✇➺❬➻❬➘✯➬Ü➫ñ➻✟➱❣➨✝➘✯➯❱➩✩➧❫➫ñ➬❱➩✺➫✢❒✺ì❖➯❣➤✗➘✯➯❣➩✺➱❣➨④➩✩➻❬➨④➩✩➘✯➨❸➧➦➬ ✂❱➨Üð ✁ó➨⑨➘✭❮✇➯❡➯❣➧❫➨◗➫ñ❮✩➨⑨➳✩➬❱➤❫➫➦➻❬➘✯➲✇➺❃➬❱➤
➧➦➯❱➺❬➲✇➫➦➻❬➯❣➩❛➧❫➲✩➘✭❮❀➫➦❮❖➬Ü➫
h±∗j (b˜; q, b˜) = exp
(
∓b˜
√
1 + q2
)
❒
  ❮✩➨✯➩
Uj(x˜)
➱Ü➬❱➩✇➻❬➧➦❮✇➨✯➧ ➬Ü➫❁➺❃➬❱➤❫á❣➨❸➶✩➻❬➧ ➫✭➬❱➩✩➘④➨✯➧ ➬Ü➫❁➺❬➨✯➬❱➧❫➫ó➬❱➧✸à✪➬❱➧❫➫ó➬❱➧
1/x˜
ð ✁ó➨➮➧➦❮✩➯ ✁ ➻❬➩
➴
➳✇➳✼➨④➩✩➶✩➻✟ß ✂④③❈❒✢❏
➫ñ❮✩➬Ü➫
H+ ∗j (x˜)
➻✐➧◗➫ñ❮✩➨Ñ➯❣➩✩➺✟û✉➧❫➯❣➺❬➲✇➫➦➻❬➯❣➩❛➯Üà✗➫➦❮✩➨Ñ➻❬➩✺➫ñ➨④á❣➤ñ➬❱➺Ú➨✯➼❥➲❖➬Ü➫➦➻❬➯❣➩
H+ ∗j (x˜) = −LUj
[
1 +H+ ∗j ; 2
√
1 + q2, b˜
]
(x˜)
✆ ✂④③❈❒ ★❣❍ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨ LUj
➻✐➧❸➬➹➺❬➻❬➩✇➨✢➬❱➤◗➯❱➳✼➨④➤ñ➬Ü➫➦➯❣➤⑨➯❣➳✚➨✯➤ñ➬☛➫ñ➻❬➩✇á➹➯❣➩✂➬➹à✻➲✇➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩
f
➬❱➧
LUj
[
f ; γ, b˜
]
(x˜) ≡
∫ x˜
b˜
dv eγv
∫ +∞
v
dt e−γtUj(t)f(t)
✆ ✂④③❚❒✢★❡★ ☛
➴
➧❋➻✐➫❋➻❬➧Ñ➫ñ❮✩➨➾➘✢➬❱➧❫➨➾à✻➯❣➤❈Û➮û✛➧➦➯❣➩ ➨✯➼❥➲❖➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✒ð☞➫ñ❮✇➨❝➧➦➯❱➺❬➲✇➫➦➻❬➯❣➩
H+ ∗j
➯❱à ✆ ✂④③❈❒ ★❣❍ ☛✬ð❢➶✩➨✯➩✇➯❱➫ñ➨④➶ ➸✺û
HUj
➻✐➩✎➫ñ❮✇➨
à✻➯❣➺✐➺❬➯ ✁❸➻❬➩✩á✇ð❡➘✯➬❱➩❀➸✚➨ ✁❸➤➦➻✟➫➦➫➦➨✯➩❀➬❱➧⑨➫ñ❮✩➨★à✻➯❣➤❫➽❝➬Ü➺✒➧➦➨④➤➦➻❬➨④➧
H+ ∗j = HUj ≡ −LUj [1] + LUj
[LUj [1]]− LUj [LUj [LUj[1]]]+ · · · ✆ ✂④③❈❒ ★❣❏ ☛
ì❖➯❣➤✉➫ñ❮✇➨✎➧➦➬ ✂❱➨ ➯❱à❚➘④➯❣➩✩➘④➻❬➧➦➨④➩✩➨✯➧❫➧ ✁ ➨✎❮✩➬✥➱❱➨✎➯❱➽➾➻✟➫➦➫ñ➨④➶❞➫ñ❮✩➨é➶✩➨④➳✼➨④➩✩➶✩➨✯➩✇➘✯➨ ➲✩➳✚➯❣➩ ➫ñ❮✩➨é➳❖➬Ü➤ñ➬❱➽♥➨④➫➦➨✯➤➦➧
γ =
2
√
1 + q2
➬❱➩✩➶
b˜
➻❬➩ ✆ ✂④③❚❒✢★■❏ ☛Ï❒
  ➨❀➩✩➯❱➫➦➻❬➘✯➨❛➫➦❮❖➬Ü➫✢ð✝➧❫➻❬➽♥➻❬➺❃➬Ü➤➦➺✐û❱ð❢➫➦❮✩➨✕à✻➲✩➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩
h−∗j
✁❸❮✩➻✐➘✭❮↔➨✬ß❡➳✩➺✐➯❡➶✇➨✯➧♥➨✬ß❡➳✼➯❱➩✩➨✯➩✺➫ñ➻❬➬❱➺❬➺✟û à✪➬❱➧ ➫ ✁❸❮✩➨④➩
x
➫ñ➨④➩✩➶✩➧✝➫ñ➯
+∞ ➬❱➩✇➶ ✁❸❮✩➻✐➘✭❮❝➻❬➧✝➨④➼✛➲✩➬❱➺❖➫ñ➯ exp[b˜
√
1 + q2]
➬Ü➫
x˜ = b˜
➘✯➯❣➤❫➤➦➨✯➧❫➳✼➯❱➩✩➶✩➧ ➫➦➯❈➬
H−∗j (u; q)
✁❸❮✩➻❬➘✭❮
➯❣➸✚➨④û✛➧⑨➫ñ❮✩➨Ñ➻✐➩❥➫➦➨✯á❣➤➦➬❱➺✒➨④➼✛➲✩➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩
H−∗j (u;
√
1 + q2, b˜) =
∫ u
b˜
dv e−2v
√
1+q2
∫ v
b˜
dt e2t
√
1+q2 Uj(t)
×
[
1 +H−∗j (t;
√
1 + q2, b˜)
]
✆ ✂④③❈❒ ★ ☛ ☛
➴
➧➦➨④➤➦➻❬➨④➧❸➧➦➻❬➽♥➻❬➺❬➬❱➤✝➫ñ➯ ✆ ✂④③❈❒ ★■❏ ☛ó➘✢➬❱➩✂➸✼➨ ✁❸➤❫➻✐➫➦➫➦➨✯➩❛à✻➯❣➤
H−j
❒
♠▲❑é✲✖✩☞✲ ✡ ❊ ✣✥✠☛✮❢✹❱✣✽✮❢✠✽✌✂✞  ➭✣✽♣☞✌
ε
✫➦✌✺✏❜♦✗✧✩✔✗✜✢✖✻✞✚✔✗✜♥✞  ➮✜✯✹❣✠☛✌❥✌✛✔☞✌❡✄➉♦✸✞❖✣✥✌✛✔✼✣✥✖✪✧❖❤✪✜
÷⑨❮✩➨☎➧ ➫ñ➤❫➲✩➘④➫➦➲✩➤➦➨➭➯❱àÚ➫➦❮✩➨
ε
❰ ➨✬ß❡➳❖➬❱➩✇➧➦➻❬➯❱➩✩➧ ➯Üà
φ1
➬❱➩✩➶
φ2
➘✢➬❱➩➾➸✼➨❸➻✐➩❥➱❱➨✯➧ ➫ñ➻❬á❣➬Ü➫ñ➨④➶❝➸✺û❄➽➾➨✯➬❱➩✩➧❁➯❱àÚ➫➦❮✩➨❸➧➦➨④➤➦➻❬➨④➧
➤➦➨④➳✩➤➦➨④➧➦➨④➩❥➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩ ✆ ✂④③❚❒✢★■❏ ☛✱à✻➯❣➤✸➫ñ❮✩➨➭➻❬➩✺➫➦➨✯➤➦➽♥➨✯➶✇➻❃➬Ü➫➦➨➭➯❱➸✑✄❫➨✯➘✬➫
HUj
➘④➯❣➽❚➸✩➻✐➩✩➨✯➶ ✁❸➻✐➫➦❮➾➸✚➯❣➲✩➩✩➶✇➧ ➲✩➳✚➯❣➩
Uj
❒✛ì✑➻✐➤➦➧❫➫
✁ ➨❋➘④➯❣➩✩➧➦➻✐➶✩➨✯➤
U1(x˜)
➶✩➨ ✆❖➩✇➨✯➶ü➻✐➩ ✆ ✂④③❚❒ ✏❣➚ ☛✭ð
U1(x˜) =
∑
α
u1α
(
e
∆εα
2x˜ − 1
)
✆ ✂④③❈❒✢❏❣➪ ☛
 ✂✁
✁❸➻✐➫➦❮
u1α ≡ 4πβe2αzα/κ21
❒
➴
➧➭➧❫❮✩➯ ✁❸➩ü➻✐➩❛➧➦➲✩➸✩➧❫➨✯➘✬➫ñ➻❬➯❱➩ ✂④③❚❒ ☛✇❒ ✞
|U1(x˜)| ≤ |∆|
2
(∑
α
u1αεα
)
1
x˜
if ∆ < 0
✆ ✂④③❈❒✢❏✟✞✮☛
|U1(x˜)| ≤ ∆
2
(∑
α
u1αεαe
∆εα
2b˜
)
1
x˜
if ∆ > 0
✆ ✂④③❈❒✢❏❣➚ ☛
÷⑨❮✩➨★➤❫➨✯➧➦➲✇➺✐➫⑨➯❱àÚ➫ñ❮✩➨
ε
❰ ➨✬ß❡➳❖➬❱➩✩➧❫➻❬➯❣➩➾à✻➯❣➤❁➫➦❮✩➨★➧❫➯❣➺❬➲✇➫➦➻❬➯❣➩✇➧
h±∗1
➯❱à✒➫ñ❮✇➨★❮✩➯❣➽♥➯❣á❣➨④➩✩➨✯➯❣➲✇➧ó➨✯➼❥➲❖➬☛➫ñ➻❬➯❱➩ ✆ ✂④③❈❒ ★✑✏✫☛
➳✩➤❫➯✽➱❱➨✯➧Ñ➫ñ➯❛➸✚➨➹➱❣➨✯➤ û✳➧➦➻✐➽➾➳✇➺❬➨➹➬Ü➫ ✆❖➤➦➧ ➫❋➯❱➤➦➶✩➨④➤❩➻❬➩
ε
ð❜➬❱➧❩➧❫❮✩➯ ✁❸➩✎➻✐➩
➴
➳✩➳✚➨✯➩✩➶✩➻✶ß ☎ ❒Ú÷⑨❮✩➨➹➫ñ➨✯➤❫➽➄➯❱à❁➯❣➤❫➶✩➨✯➤
ε
➻❬➩✷➫➦❮✩➨
ε
❰P➨Ïß✇➳✩➬❱➩✩➧➦➻✐➯❣➩é➯❱à
h±∗1
➘✯➯❱➻❬➩✩➘④➻❬➶✩➨④➧ ✁❸➻✐➫ñ❮✷➫➦❮✩➨➹➘✯➯❱➤➦➤➦➨④➧➦➳✚➯❣➩✩➶✩➻✐➩✩á❛➫ñ➨④➤➦➽ ➻✐➩✷➫ñ❮✩➨
ε
❰P➨Ïß❡➳❖➬❱➩✩➧❫➻❬➯❣➩✳➯❱à❁➫ñ❮✇➨
➧➦➯❱➺❬➲✇➫➦➻❬➯❣➩❛➯❱à❢➫ñ❮✇➨➵➨④➼❥➲❖➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩ ✆ ✂④③❈❒ ✍ ★Ü➬ ☛ ✁❸❮✩➨✯➤❫➨
U1
➻❬➧⑨➤❫➨✯➳✩➺❬➬❱➘✯➨④➶❀➸✺û❛➻✟➫ñ➧⑨➺❬➻✐➩✩➨✢➬Ü➤➦➻ ☛④➨✯➶✉➱Ü➬❱➺✐➲✩➨
U lin1
U lin1 (x˜) ≡
(∑
α
u1αεα
)
∆
2x˜
✆ ✂④③❈❒✢❏❡✜ ☛
✆  ✎➨❩➧❫➫➦➤➦➨④➧➦➧❸➫ñ❮❖➬Ü➫❸➧❫➲✩➘✭❮✷➬❚➘④➯❣➻❬➩✇➘✯➻❬➶✇➨✯➩✩➘④➨➵➻✐➧◗➩✩➯❄➺❬➯❱➩✩á❣➨✯➤◗➱Ü➬❱➺✐➻❬➶❛➬☛➫❸❮✩➻❬á❣❮✇➨✯➤◗➯❣➤❫➶✩➨✯➤❫➧❸➻❬➩
ε
❒✼☛⑨❐✂➯❣➤➦➨Ñ➳✩➤❫➨✯➘✯➻✐➧➦➨④➺✐ûü✃
h+∗1 (x˜; q, b˜) = e
−x˜
√
1+q2
[
1 +∫ x˜
b˜
dv e2v
√
1+q2
∫ +∞
v
dt e−2t
√
1+q2U lin1 (t; ε)
]
+Oexp(ε2) ✆ ✂④③❈❒✢❏ ✍ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
ε
➻✐➧ó➬➵➧❫û✛➽❚➸✚➯❣➺❬➻✐➘⑨➩✩➯❱➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩♥à✻➯❱➤❁➫➦❮✩➨➮➶✇➨✯➳✚➨✯➩✩➶✩➨④➩✩➘✯➨❩➯❱➩➾➫ñ❮✇➨
εα
ÝÞ➧✯❒✛÷⑨❮✩➨☎➶✇➯❣➲✩➸✩➺✐➨➮➻✐➩❥➫➦➨✯á❣➤➦➬❱➺❖➻❬➩✺➱❱➯❣➺✐➱✛➻❬➩✇á
U lin1 (t; ε)
➻❬➩ ✆ ✂④③❈❒✢❏ ✍ ☛❜➻✐➧☞➳✩➤➦➯❣➳✚➯❣➤ ➫ñ➻❬➯❱➩❖➬❱➺Ü➫➦➯
ε
ð ✁❸❮✇➻❬➺❬➨ Oexp(ε2) ➻❬➧☞➨④➼✛➲✩➬❱➺✺➫ñ➯ ε2 ➫ñ➻✐➽➾➨④➧☞➬❸à✻➲✇➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩ f(x˜; ε, b˜)
✁❸❮✩➻✐➘✭❮✳➶✩➨✯➘✯➬✥û✛➧Ñ➨✬ß❡➳✚➯❣➩✩➨④➩❥➫➦➻❃➬❱➺✐➺✐û✕à✪➬❱➧ ➫★➯✥➱❣➨④➤★➫ñ❮✩➨➹➺✐➨✯➩✩á❱➫➦❮✩➧➦➘✯➬❱➺❬➨
√
1 + q2
➬❱➩✩➶ ✁❸❮✩➻✐➘✭❮✳➻❬➧☎➸✚➯❣➲✩➩✇➶✩➨✯➶✳à✻➯❣➤☎➬❱➺❬➺
x > b
➸✺û✷➬➾à✻➲✩➩✩➘✬➫ñ➻❬➯❱➩✷➯❱à
b˜
➬Ü➩✩➶
ε/b˜
❒✼÷⑨❮✩➨❚à✻➲✇➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩
f(x˜; ε, b˜)
➽❝➬✢û✂➘✯➯❣➩✺➫ñ➬❱➻❬➩✷➳✚➯ ✁ó➨④➤➦➧❩➯❱à
x˜p(ε)
✆ ✁❸➻✐➫➦❮
limε→0 p(ε) = 0
☛ ➫ñ➻✐➽➾➨④➧❸➬❱➩✂➨✬ß❡➳✼➯❱➩✩➨✯➩✺➫ñ➻❬➬❱➺❜➯❱à −x˜
√
1 + q2
ð✡➬❱➧➭➻✐➫⑨➻✐➧❸➫➦❮✩➨Ñ➘✢➬❱➧❫➨➵à✻➯❱➤◗➫ñ❮✩➨➵➨✬ß✇➬❱➘✬➫☎➧❫➯❣➺❬➲✇➫➦➻❬➯❣➩
➯❱à❢➫ñ❮✩➨Ñ➨④➼✛➲✩➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩ ✆ ✂④③❚❒✤❍✌✞✮☛ ✁❸❮✩➨④➤➦➨
U1(x˜)
➻✐➧⑨➤➦➨✯➳✇➺❃➬❱➘④➨✯➶✂➸❥û
U lin1 (x˜)
✆✪➧❫➨✯➨ ✆ ✂④③❈❒ ➚■✜✟✞✮☛✛☛Ï❒
  ➨➭➳✚➯❣➻❬➩✺➫✝➯❣➲✇➫✸➫➦❮❖➬Ü➫✝➫ñ❮✇➨➮➘④➯❣➤➦➤❫➨✯➘④➫➦➻❬➯❣➩❄➯❱àÚ➯❣➤➦➶✇➨✯➤
ε
➻✐➩
h+ ∗j (x˜;q, b˜)
➻❬➧✝➬❩à✻➲✩➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩❄➯❱à
x˜
➯❣➩✇➺✐û❣ð ✁❸❮✇➨✯➤➦➨✯➬❱➧
➫ñ❮✇➨➵❮✇➻❬á❣❮✩➨④➤ ❰ ➯❣➤➦➶✩➨④➤⑨➘✯➯❣➤❫➤➦➨④➘④➫ñ➻✐➯❣➩✩➧❸➬❱➤❫➨❩à✻➲✩➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩✇➧ ✁❸❮✩➻❬➘✭❮✕➱Ü➬❱➤❫û❛➯❱➩✂➸✚➯❱➫➦❮❀➧❫➘✢➬❱➺✐➨✯➧
1
➬❱➩✩➶
ε
✃
h+∗1 (x˜) = h
(0)+
1 (x˜) + εh
(1)+
1 (x˜) + ε
2h
(2)+
1
(
x˜,
x˜
ε
)
+O(ε3) ✆ ✂④③❈❒✢❏ ✏✫☛
÷⑨❮✩➻✐➧❢➳✇➤➦➯❣➳✚➨✯➤ ➫PûÑ➨✯➩✩➧❫➲✩➤➦➨④➧❢➫➦❮❖➬Ü➫☞➫ñ❮✩➨ ☛④➨✯➤➦➯Ü➫ñ❮➵➯❣➤➦➶✩➨④➤❜➫ñ➨✯➤❫➽➇➻❬➩❩➫ñ❮✇➨
ε
❰ ➨✬ß❡➳❖➬❱➩✩➧❫➻❬➯❣➩➵➯❱à✛➫ñ❮✩➨✝➶✩➨④➤➦➻✟➱❱➬☛➫ñ➻✐➱❱➨
∂h+∗1 /∂x˜
➶✩➨④➳✼➨④➩✩➶✩➧Ñ➯❣➩✩➺✟ûü➯❣➩✳➫➦❮✩➨➹➘✯➯❣➤❫➤➦➨④➧➦➳✚➯❣➩✩➶✩➻✐➩✩á✉➫ñ➨④➤➦➽ ➻✐➩✷➫ñ❮✩➨
ε
❰ ➨✬ß❡➳❖➬❱➩✩➧❫➻❬➯❣➩✳➯Üà
h+∗1
ð ✁❸❮✩➨✯➤❫➨✢➬❱➧❩➫ñ❮✇➨ ✆❖➤➦➧ ➫❫❰P➯❱➤➦➶✩➨④➤
➫ñ➨④➤➦➽➂➻✐➩✺➱❣➯❣➺✟➱❣➨✯➧⑨➫➦❮✩➨Ñ➶✩➨✯➤❫➻✐➱Ü➬Ü➫ñ➻✟➱❣➨④➧➭➯Üà✑➸✚➯❱➫ñ❮❛➫➦❮✩➨✚✆❖➤➦➧ ➫☎➬Ü➩✩➶❀➧❫➨✯➘④➯❣➩✩➶✂➘✯➯❣➤❫➤➦➨✯➘✬➫ñ➻✐➯❣➩✩➧⑨➫ñ➯
h+∗1
ð
∂h+∗1
∂x˜
=
dh
(0)+
1 (x˜)
dx˜
+ ε
dh(1)+1 (x˜)
dx˜
+
∂h
(2) +
1 (x˜, u)
∂u
∣∣∣∣∣
u=x˜/ε
+O(ε2) ✆ ✂④③❈❒✢❏❡❍ ☛
➴
➘✯➘④➯❣➤➦➶✇➻❬➩✩á❄➫ñ➯ ✆ ✂④③❈❒ ★ ☛ ☛Ïð❖➤❫➨✯➧❫➲✩➺✐➫➦➧➭➧❫➻❬➽♥➻❬➺❬➬❱➤❁➫➦➯ ✆ ✂④③❚❒✤❏ ✍ ☛⑨➬❱➩✇➶ ✆ ✂④③❚❒✤❏ ✏ ☛⑨➬❱➺✐➧➦➯➹❮✩➯❣➺✐➶❛à✻➯❣➤
h−∗1 (x˜)
❒
ì✑➻❬➩✩➬❱➺❬➺✟û❣ð ✁ ➨◗➫ñ➲✩➤❫➩❈➫ñ➯☎➫➦❮✩➨
ε
❰P➨Ïß❡➳❖➬❱➩✩➧❫➻❬➯❣➩❈à✻➯❱➤✗➫ñ❮✇➨◗➧➦➘④➤➦➨✯➨④➩✩➨✯➶♥➳✚➯❱➫ñ➨④➩❥➫➦➻❃➬❱➺
φ1
❒
φ1
➻❬➧✑➘✯➬❱➺❬➘④➲✩➺❃➬☛➫ñ➨✯➶➵à✻➤➦➯❣➽ ➫ñ❮✇➨
h±∗1
ÝÞ➧★➸✺ûü➲✩➧❫➻❬➩✩á♥➫ñ❮✩➨❋➨✬ß❡➳✩➤❫➨✯➧➦➧❫➻❬➯❣➩ ✆ ✂④③❚❒✤❍❡❍ ☛⑨➱❱➬Ü➺❬➻❬➶✕à✻➯❣➤
x > b
➫ñ➯❣á❱➨④➫ñ❮✇➨✯➤ ✁❸➻✟➫ñ❮✂➫ñ❮✩➨❚➘④➯❣➩✺➫ñ➻✐➩✛➲✇➻✐➫Pû✕➤➦➨④➺❃➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✇➧
✆ ✂④③❈❒ ✍ ✏ ☛◗➻❬➩✺➱❣➯❣➺✟➱✛➻❬➩✩á➹➫ñ❮✇➨❋➧❫➯❣➺❬➲✇➫➦➻❬➯❣➩✇➧ ✆ ✂④③❚❒✤❍❣➪ ☛◗➻✐➩✂➫➦❮✩➨Ñ➤➦➨✯á❱➻❬➯❣➩
x < b
❒
➴
➧➮➬♥➘④➯❣➩✩➧❫➨✯➼❥➲✩➨✯➩✇➘✯➨❚➯❱à ✆ ✂④③❚❒✤❏❡❍ ☛Ïð✡➬Ü➫
➺❬➨✯➬❱➶✩➻✐➩✩á❩➯❣➤➦➶✇➨✯➤✝➻❬➩
ε
ð❱➫ñ❮✩➨➭➘✯➯❱➩❥➫➦➻❬➩❥➲✩➻✟➫Pû➹➤➦➨④➺❃➬Ü➫➦➻❬➯❣➩ ✆ ✂④③❚❒ ✍ ✏ ☛✗à✻➯❣➤✸➫ñ❮✇➨➭➶✇➨✯➤➦➻✟➱Ü➬Ü➫ñ➻✟➱❣➨
∂φ1/∂x˜
➻❬➩✺➱❣➯❱➺✐➱❣➨④➧ ➯❱➩✩➺✐û❚➫➦❮✩➨
h
(0)±
1
ÝÞ➧★➬❱➩✩➶✕➫ñ❮✇➨✯➻❬➤➭➶✩➨④➤➦➻✐➱Ü➬Ü➫➦➻✐➱❱➨✯➧
dh
(0)±
1 /dx˜
❒❖÷⑨❮✩➨④➤➦➨✬à✻➯❣➤➦➨Üð✚➫➦❮✩➨❋➺✐➨✢➬❱➶✇➻❬➩✩á➹➫ñ➨④➤➦➽
φ˜
(0)
1
➻❬➩✕➫ñ❮✩➨
ε
❰P➨✬ß❡➳❖➬Ü➩✩➧➦➻✐➯❣➩
✁➯❱à
φ1
➻❬➧Ñ➨✯➩✺➫ñ➻✐➤➦➨④➺✐û✷➶✇➨④➫ñ➨④➤➦➽♥➻❬➩✩➨④➶✎➸✺û✳➫➦❮✩➨♥à✻➲✇➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩✩➧
h
(0)+
1
➬❱➩✇➶
h
(0)−
1
✆✪➬❱➩✩➶ ➩✩➯❱➫➵➸✺û✳à✻➲✩➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩✇➧ ✁❸❮✇➻❬➘✭❮
➬❱➳✩➳✚➨✢➬Ü➤❸➬Ü➫❸❮✩➻❬á❱❮✩➨✯➤⑨➯❣➤❫➶✩➨✯➤❫➧❸➻❬➩✉➫ñ❮✇➨
ε
❰ ➨✬ß❡➳❖➬❱➩✩➧❫➻❬➯❣➩✇➧➭➯Üà❢➫➦❮✩➨
h∗±1
ÝÞ➧❊☛⑨➬❱➩✇➶❀➻✟➫⑨➘✯➯❣➻✐➩✩➘✯➻✐➶✩➨✯➧ ✁❸➻✟➫ñ❮
φ˜(0)
á❣➻✟➱❣➨④➩❀➻✐➩
✆ ✂④③❈❒✢❏■✜ ☛✬ð
φ1(r, r
′) =
1
κ1
φ˜(0)(κ1r, κ1r
′; κ1b,∆) +
1
κ1
Oexp(ε) ✆ ✂④③❈❒✢❏❡★ ☛
➴
➧➭➬➹➘✯➯❱➩✩➧➦➨④➼✛➲✇➨✯➩✩➘④➨❚➯❱à ✆ ✂④③❚❒✤❏✉★ ☛
−1
2
βe2α [φ1 − φb] (r, r) = εαF (x˜; ε, b˜)
✆ ✂④③❈❒✢❏■❏ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
F (x˜; ε, b˜)
➻✐➧❛➬ ➘✯➯❱➩❥➫➦➻❬➩❥➲✩➯❣➲✇➧✉à✻➲✩➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩❞➯Üà
x˜
➻✐➩➉➫ñ❮✩➨✷➻✐➩✺➫ñ➨✯➤ ➱Ü➬❱➺
b ≤ x˜ < ∞ ✁❸❮✩➻❬➘✭❮ ➶✩➨④➘✢➬✢û✛➧
➨✬ß❡➳✚➯❣➩✩➨④➩❥➫➦➻❃➬❱➺✐➺✐û♥à✪➬❱➧❫➫ ✆ ✁❸➻✐➫➦❮✂➳✚➯❣➧❫➧➦➻❬➸✇➺❬➨★➽❚➲✇➺✐➫ñ➻✐➳✩➺❬➻✐➘✢➬Ü➫➦➻✐➱❱➨➮➳✚➯ ✁ó➨④➤➦➧
xp(ε)
☛ó➯✥➱❣➨④➤➭➬➹➫Pû✛➳✩➻✐➘✢➬❱➺Ú➺❬➨✯➩✇á❱➫ñ❮
1
✁❸❮✩➨④➩
x˜
á❣➯✛➨✯➧⑨➫ñ➯
+∞ ❒ F (x˜; ε, b˜) ➻❬➧❸➻❬➩✺➫➦➨✯á❣➤➦➬❱➸✩➺❬➨ ✁❸❮✩➨④➩ x˜ á❱➯❡➨④➧❸➫➦➯ +∞ ➨④➱❱➨✯➩ ✁❸❮✩➨④➩ ε ➱Ü➬❱➩✇➻❬➧➦❮✇➨✯➧✯ð✚➬❱➩✇➶ü➽➾➬✥û✉➸✼➨
➸✚➯❣➲✩➩✩➶✩➨④➶ü➬Ü➧❸à✻➯❱➺❬➺❬➯ ✁❸➧④ð
∣∣∣F (x˜; ε, b˜)∣∣∣ ≤ MF (ε/b˜)g(x˜) ∀x˜ ≥ b˜ ✆ ✂④③❈❒✢❏✑☛ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
MF (ε/b˜)
➻❬➧❸➫ñ❮✩➨❋➲✩➳✩➳✚➨✯➤➭➸✼➯❱➲✩➩✩➶✷➯❱à
F
à✻➯❣➤
x˜ > b˜
➬❱➩✩➶
g(x˜)
➻❬➧➭➘✯➯❣➩✺➫ñ➻✐➩❥➲✩➯❣➲✩➧➮➬❱➩✩➶✷➻✐➩✺➫ñ➨✯á❱➤ñ➬❱➸✩➺✐➨Ñ➻❬➩
➫ñ❮✇➨➵➻✐➩✺➫ñ➨✯➤ ➱Ü➬❱➺
[
b˜,+∞
[
❒
ì❖➤➦➯❣➽ ➫ñ❮✩➨Ñ➳✩➤❫➨④➱✛➻❬➯❣➲✇➧➭➤❫➨✯➧❫➲✩➺✐➫✯ð ✁ó➨Ñá❣➨✬➫➭➫➦❮✩➨Ñ➧❫➫➦➤➦➲✩➘✬➫ñ➲✩➤❫➨❋➯❱à
U2(x˜)
á❱➻✐➱❣➨④➩❀➻✐➩ ✆ ✂④③❚❒ ✏■✜ ☛✭❒✡ì❖➯❣➤
x˜ = κ2x
U2(x˜) =
∑
α
u2α
[
eεαF (x˜(κ1/κ2);ε,b˜) − 1
]
✆ ✂④③❈❒ ☛❣➪ ☛
✁❸➻✐➫➦❮
u2α ≡ 4πβe2αzα exp(εα)/κ22
❒   ➨❄➧❫❮✩➯ ✁❼➻❬➩
➴
➳✩➳✚➨✯➩✇➶✩➻✟ß ✂④③❈❒ ☛❛➫ñ❮❖➬☛➫✢ð☞➬❱➧Ñ➻✐➫Ñ➻✐➧❩➫ñ❮✩➨♥➘✢➬❱➧❫➨♥à✻➯❱➤
U1
ð
➫ñ❮✇➨ ✆✩➤➦➧❫➫❸➫➦➨✯➤➦➽♥➧⑨➻❬➩❛➫➦❮✩➨
ε
❰ ➨✬ß❡➳❖➬❱➩✇➧➦➻❬➯❱➩✂➯Üà
h+∗2
➬❱➤➦➨Ñá❣➻✟➱❣➨✯➩✂➸✺û ✆ ✂④③❈❒✢❏ ✍ ☛ ✁❸❮✇➨✯➤➦➨
U lin1 (x˜)
➻❬➧⑨➤❫➨✯➳✩➺❬➬❱➘✯➨④➶❀➸✺û
U lin2 (x˜; ε, b˜) =
∑
α
u2α εα F (x˜κ1/κ2; ε, b˜)
✆ ✂④③❈❒ ☛✟✞✮☛
÷⑨❮✩➨❁➶✩➯❣➲✩➸✇➺❬➨✝➻❬➩✺➫ñ➨④á❣➤ñ➬Ü➺✺➻❬➩✺➱❣➯❣➺✟➱✛➻❬➩✩á
U lin2 (t; ε, b˜)
➻❬➩ ✆ ✂④③❈❒✢❏ ✍ ☛❜➻✐➧☞➩✩➯❱➫❢➽➾➨④➤➦➨④➺✐û❩➳✩➤❫➯❣➳✚➯❣➤❫➫➦➻❬➯❣➩❖➬Ü➺Ü➫ñ➯
ε
❒
➴
➘✯➘④➯❣➤➦➶✩➻✐➩✩á
➫ñ➯❄➶✩➨✕✆❖➩✩➻✟➫ñ➻❬➯❱➩✩➧ ✆ ✂④③❈❒ ✍✉❏ ☛◗➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❚❒ ✍ ☛ ☛
κ2 = κ1 [1 +O(ε)] ✆ ✂④③❚❒ ☛✺➚ ☛
➬❱➩✩➶➉➫➦❮✩➨✷➳✩➤❫➯❣➳✚➨✯➤❫➫➦➻❬➨④➧❝➯❱à❩➫➦❮✩➨✷➶✩➯❣➲✇➸✩➺❬➨❀➻❬➩✺➫ñ➨④á❣➤ñ➬❱➺➮➬Ü➫❝➧❫➫✭➬ ✂❱➨✳➻❬➽♥➳✩➺✟û ➫ñ❮❖➬Ü➫➾➫ñ❮✩➨ ✆❖➤➦➧ ➫✉➫✂✁ó➯ ➫➦➨✯➤❫➽➾➧✉➻✐➩↔➫ñ❮✇➨
ε
❰P➨Ïß✇➳✩➬❱➩✩➧➦➻✐➯❣➩✕➯❱à
h+∗2
➬❱➤❫➨➵á❱➻✐➱❣➨④➩✕➸❥û ✆ ✂④③❚❒✤❏ ✍ ☛ ✁❸❮✩➨④➤➦➨
U lin2
➻✐➧⑨➤➦➨✯➳✇➺❃➬❱➘④➨✯➶✂➸❥û
(∑
α
u2α εα
)
F (x˜; ε = 0, b˜)
✆ ✂④③❈❒ ☛■✜ ☛
✞❡➲✩➸✇➧➦➨✯➼❥➲✩➨④➩✺➫ñ➺✐û❱ðÚ➬Ü➺❬➺Ú➳✇➤➦➯❣➳✚➨✯➤ ➫ñ➻❬➨④➧❸➶✩➨✯➤❫➻✐➱❣➨④➶✂à✻➤❫➯❣➽ ✆ ✂④③❚❒✤❏ ✍ ☛⑨➬❱➺✐➧➦➯➹❮✩➯❣➺✐➶❛à✻➯❣➤
h+∗2
❒
✧✱➱❣➨✯➩✺➫➦➲❖➬❱➺❬➺✟û❣ð❥➫ñ❮✩➨➭➽➾➬❱➻❬➩❄➤➦➨④➧➦➲✩➺✟➫ó➯Üà✒➫ñ❮✩➨➭➳✩➤❫➨④➱✛➻❬➯❣➲✇➧ó➳✚➨✯➤❫➫➦➲✩➤➦➸✩➬Ü➫ñ➻✟➱❣➨➮➬❱➩❖➬❱➺✟û❡➧❫➻❬➧✝➻❬➧✝➫ñ❮✩➬Ü➫✢ð✛➬Ü➫❁➺❬➨✯➬❱➶✩➻✐➩✩á❋➯❱➤➦➶✩➨④➤
➻❬➩
ε
ð
φ1
➬❱➩✇➶
φ2
➘✯➯❣➻✐➩✩➘✯➻✐➶✩➨ ✁❸➻✟➫ñ❮✕➫ñ❮✩➨❋➧ñ➬❱➽♥➨Ñà✻➲✩➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩
φ(0)
➬❱➳❖➬❱➤ ➫➮à✻➤❫➯❣➽ ➬➾➧❫➘✢➬❱➺✐➻❬➩✩á♥➶✩➨✯➳✚➨✯➩✇➶✩➨✯➩✩➘④➨➹➲✩➳✚➯❣➩
➨✯➻✟➫ñ❮✩➨④➤
κ1
➯❣➤
κ2
φj(x, x
′, κjq; ε, κjb,∆) =
1
κj
φ˜(0)(κjx, κjx
′,q; κjb,∆) +
1
κj
Oexp(ε) ✆ ✂④③❈❒ ☛ ✍ ☛
 ✂✁
✂P➩ ✆ ✂④③❚❒ ☛ ✍ ☛ Oexp(ε) ➶✩➨④➩✩➯❱➫➦➨✯➧ ➬Ñà✻➲✩➩✇➘④➫ñ➻✐➯❣➩❄➯❱àÚ➫➦❮✩➨⑨➱Ü➬❱➤➦➻❬➬❱➸✩➺❬➨ x ✁❸❮✩➻❬➘✭❮➾➧ñ➬Ü➫➦➻❬➧ ✆❖➨✯➧✸➫✂✁ ➯❈➳✩➤❫➯❣➳✼➨④➤❫➫➦➻❬➨✯➧④❒❥ì✑➻❬➤❫➧❫➫✝➻✟➫
➶✩➨④➘✢➬✢û✛➧⑨➨✬ß❡➳✼➯❱➩✩➨✯➩✺➫ñ➻❬➬❱➺❬➺✟û❚à✪➬❱➧ ➫◗➯✥➱❣➨④➤ó➫ñ❮✩➨➮➧➦➘✯➬❱➺❬➨
κj
➻✐➩➾➫ñ❮✇➨☎➧➦➨④➩✩➧➦➨★➫➦❮❖➬Ü➫ó➻✐➫✝à✪➬❱➺❬➺✐➧✝➯ ✒✷➬Ü➧
exp(−κjx
√
1 + q2)
➫ñ➻✐➽➾➨④➧➭➬♥à✻➲✩➩✩➘✬➫ñ➻✐➯❣➩✄✁❸❮✇➻❬➘✭❮ü➽➾➬✢û✕➻❬➩✩➘④➤➦➨✯➬❱➧➦➨❋➬❱➧
xp(ε)
✁❸➻✟➫ñ❮
limε→0 p(ε) = 0
❒ ✞❡➨✯➘④➯❣➩✩➶✒ð Oexp(ε) ➤❫➨✯➽➾➬❱➻❬➩✇➧
➸✚➯❣➲✩➩✩➶✩➨④➶❈➸✺û
ε
➫➦➻❬➽♥➨✯➧❢➬❸à✻➲✇➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩➵➯❱à
ε/(κ1b) ∝ βe
2/b
à✻➯❣➤❢➬❱➺❬➺
x > b
ð✽➨✬➱❣➨✯➩❈➻✐à Oexp(ε) ➽➾➬✥û★➶✩➤ñ➬❱➧ ➫ñ➻✐➘✢➬❱➺✐➺✐û
➱Ü➬❱➤❫û✉➯✽➱❱➨✯➤⑨➫ñ❮✇➨➵➧❫➘✢➬❱➺✐➨
εκj ∼ βe2 ≪ κj ❒
➴
➧⑨➧❫❮✩➯ ✁❸➩✂➻✐➩✉➩✩➨Ïß❡➫❸➧❫➨✯➘✬➫ñ➻❬➯❱➩✒ð✩➸✚➨✯➘✢➬Ü➲✩➧➦➨❩➯❱à❜➫➦❮✩➨❩➩✩➨④➲✇➫ñ➤➦➬❱➺❬➻✟➫Pû➾➘④➯❣➩✩➧ ➫ñ➤ñ➬Ü➻❬➩✺➫ ✆ ✂④③❈❒ ➚ ✏ ☛✬ð✛➫ñ❮✩➨★➨Ïß❡➳✩➺❬➻✐➘✯➻✐➫ ➱Ü➬❱➺❬➲✩➨
➯❱à✒➫➦❮✩➨★➘④➯❣➤➦➤❫➨✯➘④➫➦➻❬➯❣➩➾➯❱à☞➯❣➤❫➶✩➨✯➤
ε
➻❬➩
φ2
❮❖➬❱➳✇➳✼➨④➩✩➧◗➩✩➯❱➫ ➫ñ➯❈➬❱➳✩➳✚➨✢➬❱➤ ➻❬➩➾➫➦❮✩➨ ✆✩➤➦➧❫➫◗➘✯➯❣➤❫➤➦➨✯➘✬➫ñ➻✐➯❣➩➾➫➦➯❈➫ñ❮✩➨➮➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫Pû
➳✩➤❫➯ ✆❖➺❬➨Ü❒ ✆ ✒★➩✩➺✟û❛➧➦➯❣➽♥➨Ñ➳✩➤➦➯❱➳✼➨④➤❫➫ñ➻✐➨✯➧❸➯❱à✑➻✐➫➭➽❚➲✩➧ ➫➮➸✚➨ ✂✛➩✇➯ ✁❸➩ü➻❬➩✕➯❣➤➦➶✇➨✯➤❸➫ñ➯♥➧➦➨④➫❫➫ñ➺✐➨➵➫➦❮❖➬Ü➫➭➻✐➫❸➤❫➨✢➬❱➺✐➺✐û✉➶✇➯❡➨④➧➮➩✩➯Ü➫
➘✯➯❱➩❥➫➦➤➦➻✐➸✩➲✇➫ñ➨❁➫ñ➯➭➫ñ❮✩➨ ➶✩➨✯➩✩➧❫➻✐➫Pû➵➳✩➤❫➯ ✆❖➺❬➨ ➬Ü➫✑➯❣➤➦➶✩➨④➤
ε
☛Ï❒Ü÷⑨❮✩➨ ➺❃➬Ü➫❫➫ñ➨④➤✗➤❫➨✯➧➦➲✇➺✐➫✗➽❝➬✢ûÑ➸✚➨ ➱✛➻❬➨ ✁ó➨④➶❄➬❱➧✱➬➭➘✯➯❣➩✇➧➦➨✯➼❥➲✩➨④➩✩➘✯➨
➯❱à◗➫➦❮✩➨➾à✻➯❱➺❬➺❬➯ ✁❸➻✐➩✩á❛➳✩➤➦➯❱➳✼➨④➤❫➫Pû❣ð✗➬❱➺✐➤➦➨✢➬Ü➶✇ûé➲✩➧➦➨④➶ ➻❬➩♣●➭➨✬à❲❒✯✞ ✘❩➲✩➨✣★❱➪✡✠ý❒
➴
➘✯➘④➯❣➤➦➶✇➻❬➩✩áü➫➦➯❀➫➦❮✩➨ ✆✩➤➦➧❫➫❈➨✯➼❥➲❖➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✎➯❱à
➫ñ❮✇➨✁☎✛✘ ✡ ❮✇➻❬➨✯➤➦➬❱➤➦➘✭❮✺û❱ð❱➫ñ❮✩➨ ✆✩➤➦➧❫➫ ❰P➯❣➤❫➶✩➨✯➤✸➘④➯❣➤➦➤❫➨✯➘✬➫ñ➻❬➯❱➩➹➻❬➩✩➶✩➲✇➘✯➨✯➶♥➸✺û❄òó➯❣➲✇➺❬➯❣➽❚➸➹➻✐➩✺➫ñ➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩✇➧✱➻❬➩❚➫➦❮✩➨⑨➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫Pû
➳✩➤❫➯ ✆❖➺❬➨❁➻❬➧❢➶✩➨✬➫ñ➨✯➤❫➽➾➻✐➩✩➨✯➶❋➯❣➩✩➺✟ûÑ➸❥û➵➫ñ❮✇➨ó➳✚➯❱➫ñ➨④➩❥➫➦➻❃➬❱➺❥➶✩➤❫➯❣➳
Φ(x)
➬Ü➩✩➶❈➫ñ❮✇➨◗þ➮➤❫➧➦➨④➺❬➺❥à✻➲✩➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩❈➬Ü➫✗➺❬➨✢➬Ü➶✩➻❬➩✩á➭➯❣➤❫➶✩➨✯➤ ✂
➸✚➨✯➧➦➻✐➶✩➨✯➧➭➫ñ❮✩➨➵➺❃➬☛➫➦➫ñ➨④➤⑨➯❣➩✩➨➵➻❬➧➭➩✩➯❱➫➦❮✩➻❬➩✩á❄➸✩➲❡➫➮➫➦❮✩➨❈➧❫➘✯➤➦➨④➨✯➩✩➨④➶✳➳✼➯Ü➫ñ➨✯➩✺➫➦➻❃➬❱➺
φ2
➻✐➩✂➫➦❮✩➨❈➺✐➻❬➽♥➻✐➫
ε = 0
❒   ➨➵➤➦➨④➘✢➬❱➺✐➺
➫ñ❮✩➬Ü➫
limε→0 φ2
➻✐➧✱➶✩➤➦➬❱➧❫➫➦➻❬➘✢➬Ü➺❬➺✐ûÑ➶✇➻✝✒✼➨✯➤➦➨④➩✺➫✸à✻➤➦➯❣➽ ➫ñ❮✩➨⑨➸✩➬❱➤➦➨◗➺✐➯❣➩✩áÜ❰ ➤ñ➬❱➩✇á❣➨✯➶❄òó➯❱➲✩➺❬➯❣➽❈➸❚➳✼➯Ü➫ñ➨✯➩✺➫➦➻❃➬❱➺
vw
ð ✁❸❮✇➻❬➘✭❮
✁ ➯❣➲✩➺❬➶❝➸✼➨❩➬➵➫ñ➯✛➯❚➘✯➤❫➲✩➶✩➨❩➬❱➳✇➳✩➤➦➯✢ß❡➻❬➽➾➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩❄à✻➯❣➤ ➫➦❮✩➨❩þ➮➤❫➧➦➨④➺❬➺✡à✻➲✩➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩ü✃❡➫ñ❮✇➯❣➲✩á❣❮
limε→0 φ2
❮❖➬❱➧ ➫ñ❮✩➨★➧➦➬❱➽♥➨
➬❱➽♥➳✩➺❬➻✟➫ñ➲✩➶✇➨
βe2
➬Ü➧
vw
ð❖➻✐➫⑨➻✐➧❸➬♥➧❫❮✩➯❣➤ ➫❫❰P➤➦➬❱➩✩á❣➨④➶❛à✻➲✩➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩ ✁❸➻✟➫ñ❮✂➬♥➘✭❮✩➬❱➤ñ➬❱➘✬➫ñ➨④➤➦➻❬➧ ➫ñ➻✐➘❩➧➦➘✢➬Ü➺❬➨
κ ∝ ε/(βe2)
❒
✁❋❊ ✄✁   
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✬
✓✖✌✴✾ ✏✗✌✴✏
✬
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✬
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✬
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✂P➩➾➫➦❮✩➨ ✁ ➨✢➬ ✂✺❰ ➘✯➯❣➲✇➳✩➺❬➻✐➩✩á❋➤❫➨✯á❣➻✐➽➾➨⑨➯Üà✒➻❬➩✺➫➦➨✯➤➦➨④➧❫➫✯ð✛➫➦❮✩➨❸➳❖➬❱➤❫➫➦➻❬➘④➺❬➨❸➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫Pû
ρα(x)
➬Ü➫❁➺❬➨✢➬Ü➶✩➻❬➩✩áÑ➯❣➤❫➶✩➨✯➤❁➻❬➩
ε
➻✐➧
➨✯➼❥➲❖➬Ü➺✼➫ñ➯❋➻✐➫➦➧❁➱Ü➬❱➺✐➲✩➨
ρidα (x)
➻❬➩✉➬Ü➩❝➻❬➶✇➨✢➬❱➺✡á✺➬❱➧ ➧➦➲✩➸✇➽➾➻✟➫➦➫ñ➨④➶➾➫➦➯❈➫ñ❮✩➨➮➨✬ß✛➫ñ➨④➤➦➩❖➬Ü➺Ú➳✚➯❱➫ñ➨④➩❥➫➦➻❃➬❱➺✡➘④➯❣➤➦➤❫➨✯➧➦➳✚➯❣➩✩➶✇➻❬➩✩á➵➫ñ➯
➫ñ❮✇➨☎➧➦➨④➺✐à❃❰ ➨✯➩✩➨④➤➦á❱û −∆e2α/4x
➯❱à✒➬❋➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨➮➻❬➩➾➫➦❮✩➨➭➳✩➤➦➨④➧➦➨✯➩✇➘✯➨❩➯❱à✒➬ ✁ó➬❱➺❬➺ ✁❸➻✐➫➦❮✉➬❱➩➾➨✯➺✐➨✯➘④➫➦➤➦➯❣➧ ➫✭➬Ü➫➦➻❬➘➭➤➦➨④➧➦➳✚➯❣➩✩➧➦➨Üð
ρidα (x) = zα exp
(
∆e2α/4x
)
✆ ✂④③❈❒ ☛ ✏✫☛
➴
➘✯➘④➯❣➤➦➶✇➻❬➩✩á➏➫ñ➯ ✆ ✂④③❈❒ ✍✉❏ ☛✉➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❚❒✤❏ ☛Ïð◗➫ñ❮✩➨ ➧➦➽➾➬❱➺❬➺➮➶✩➻❬➽♥➨✯➩✇➧➦➻❬➯❱➩✩➺❬➨④➧➦➧❛➘✯➯❱➲✩➳✩➺❬➻✐➩✩á➏➳❖➬❱➤➦➬❱➽➾➨✬➫ñ➨④➤❛➻❬➩✩➧❫➻❬➶✩➨✳➫ñ❮✇➨
òó➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸ ✥❖➲✇➻❬➶✂➽❝➬✢û✉➸✚➨Ñ➘✭❮✩➯❣➧❫➨✯➩✷➬Ü➧
εα ≡ 1
2
κ1βe
2
α ≪ 1
✆ ✂④③❈❒ ☛■❍ ☛
✁❸❮✩➻✐➺❬➨★➫ñ❮✇➨➵➘④➯❣➲✩➳✩➺✐➻❬➩✩á➹➘④➯❣➩✩➧ ➫✭➬❱➩✺➫ ✁❸➻✐➫➦❮✕➫➦❮✩➨Ñ➶✩➻❬➨④➺❬➨④➘④➫ñ➤❫➻❬➘ ✁ó➬❱➺✐➺
∆βe2α
4b
✆ ✂④③❈❒ ☛✉★✫☛
➘✢➬Ü➩✂➫ñ➬ ✂❱➨➵➬❱➩✺û ✆❖➩✇➻✐➫ñ➨Ñá❣➻✟➱❣➨④➩✕➱Ü➬❱➺✐➲✩➨❱❒
♠▲❑é✲ ❊✒✲ ✄ ❊ ✹❣✠✽✌❥✌❡✔☞✌✛✄  P✮✂✌✚✧✩✹✺✖✻✣✽✖✻✌✛✜
✂P➩❀➫➦❮✩➨ ✁ ➨✢➬ ✂❣❰ ➘✯➯❣➲✩➳✇➺❬➻❬➩✇á➾➤❫➨✯á❣➻✐➽➾➨Üð✡➬♥➧❫➻❬➽♥➳✩➺❬➨❩➧❫➘✢➬❱➺✐➻❬➩✩á➾➬❱➩❖➬❱➺✟û✛➧➦➻❬➧❸➽➾➬✢û❛➸✼➨❋➳✼➨④➤❫à✻➯❣➤❫➽➾➨④➶❀➻✐➩✂➫➦❮✩➨➵➸✩➲✩➺ ✂✕➬Ü➧
➻❬➩✳➫➦❮✩➨➾➻✐➩✩❮✩➯❣➽♥➯❣á❣➨④➩✩➨✯➯❱➲✩➧❩➧➦➻✟➫ñ➲❖➬Ü➫➦➻❬➯❣➩é➩✩➨✯➬❱➤❩➫ñ❮✩➨ ✁ó➬❱➺❬➺❦❒
➴
➧➵➬✕➘✯➯❣➩✩➧❫➨✯➼❥➲✩➨④➩✩➘✯➨✉➯Üà ✆ ✂④③❚❒ ☛ ✍ ☛
(1/2)βe2α(φ1 −
vb)(r, r)
➧➦➘✯➬❱➺❬➨④➧➭➬❱➧
εα
➬Ü➫➭➺❬➨✯➬❱➶✩➻❬➩✇á➹➯❣➤➦➶✩➨④➤❸➬❱➩✩➶✕➫✭➬ ✂Ü➨✯➧❸➫ñ❮✩➨Ñá❣➨④➩✩➨✯➤❫➻❬➘★à✻➯❣➤❫➽
−1
2
βe2α (φ1 − vb) (r; r) = εα {1− L(κ1(x− b); κ1b,∆)}+Oexp
(
ε2
)
✆ ✂④③❈❒ ☛❡❏ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨Ñ➫ñ❮✩➨❩➫ñ➨④➤➦➽➂➯Üà✑➺✐➨✢➬❱➶✩➻✐➩✩á➹➯❣➤❫➶✩➨✯➤⑨➻✐➧⑨➨✯➩✺➫ñ➻✐➤➦➨✯➺✟û❛➶✩➨✬➫ñ➨✯➤❫➽➾➻✐➩✩➨✯➶✕➸✺û
κ1φ˜
(0)(κ1r, κ1r; κ1b,∆)
ð
L(u; b˜,∆) =
∫
d2q
(2π)2
[
φ˜(0)(u, u;q; b˜,∆)− φ˜b(u, u;q)
]
✆ ✂④③❈❒ ☛✑☛ ☛
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➴
➘✯➘④➯❣➤➦➶✇➻❬➩✩á❄➫ñ➯ ✆ ✂④③❈❒✢❍ ☛ ☛
L(u; b˜,∆) =
∫
d2q
(2π)2
Z(q; b˜; ∆)× h˜+
HW
(u;q)
✆ ✂④③❈❒ ✞✥➪❱➪ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
h˜+HW
➻❬➧⑨á❣➻✟➱❣➨④➩❀➻✐➩ ✆ ✂④③❚❒✢★✟✞✮☛Ï❒ ☎ û❛➲✩➧❫➻❬➩✩á➹➫➦❮✩➨Ñ➘✭❮❖➬❱➩✩á❣➨Ñ➯❱à❢➱Ü➬❱➤➦➻❬➬❱➸✩➺✐➨
t =
√
1 + q2
✁ ➨➵á❱➨④➫
L(x˜− b˜; b˜,∆) =
∫ +∞
1
dt
1−∆ [t+√t2 − 1]2 e−2b˜√t2−1[
t+
√
t2 − 1]2 −∆e−2b˜√t2−1 e−2(x˜−b˜)t ✆ ✂④③❚❒ ✞✥➪✌✞✙☛
÷⑨❮✩➨Ñ➧➦➲✇➘✯➘✯➨④➧➦➧❫➻✐➱❣➨❈➘✭❮❖➬❱➩✩á❣➨④➧➮➯Üà✗➱Ü➬❱➤❫➻❃➬❱➸✩➺✐➨✯➧
t = t′ + 1
➫➦❮✩➨✯➩
t′ = v/
[
2(x˜− b˜)
]
➬❱➺❬➺✐➯ ✁ ➫➦➯♥➧❫❮✩➯ ✁ ➫ñ❮✩➬Ü➫
L(x˜− b˜; b˜,∆) ∼
x˜→+∞
e−2(x˜−b˜)
2(x˜− b˜)
✆ ✂④③❚❒ ✞✥➪✺➚✫☛
✂ à
b˜ 6= 0 ➫➦❮✩➨⑨➻❬➩✺➫ñ➨④á❣➤ñ➬Ü➩✩➶➹➻❬➩ ✆ ✂④③❚❒ ✞✥➪✌✞✮☛✗➸✚➨✯❮✩➬✥➱❱➨✯➧ ➬❱➧ 1/t2 ➫ñ➻✐➽➾➨④➧ exp
[
−2(x˜− b˜)t
]
✁❸❮✩➨✯➩
t
á❣➯❡➨④➧✱➫ñ➯
+∞
➬❱➩✩➶
L(x˜− b˜, b˜,∆) ➻❬➧ ✆❖➩✩➻✟➫ñ➨◗à✻➯❣➤✝➬Ü➺❬➺✇➱Ü➬❱➺✐➲✩➨✯➧✸➯❱à x˜ ➨✬➱❣➨④➩ ✁❸❮✩➨④➩ x˜ ➬❱➳✩➳✩➤❫➯✺➬❱➘✭❮✩➨④➧ b˜ ❒ ✂ à b˜ = 0 ➫ñ❮✩➨❸➻❬➩✺➫➦➨✯á❣➤➦➬❱➩✩➶
➱Ü➬❱➩✩➻✐➧➦❮✩➨④➧➮➬Ü➧
exp(−2x˜t)/t2 à✻➯❣➤⑨➺❃➬❱➤❫á❣➨ t ✁❸❮✇➨✯➩ ∆ = 0 ➸✇➲✇➫➭➻✐➫❸➸✚➨✯❮❖➬✢➱❣➨④➧★➬❱➧ −∆exp(−2x˜t) ➻✐à ∆ 6= 0 ❒
✞❡➲✩➸✇➧➦➨✯➼❥➲✩➨④➩✺➫ñ➺✐û à✻➯❣➤
b˜ = 0
ð❢➫ñ❮✩➨✉➻✐➩✺➫ñ➨✯á❱➤ñ➬❱➺ ➶✩➻✐➱❱➨✯➤➦á❱➨✯➧➹➬Ü➫
x˜ = b˜ = 0
✁❸❮✩➨④➩
∆ 6= 0 ❒ ☎ û✎➧➦➲✇➸✇➫ñ➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➩✩á
➫ñ❮✇➨❚➶❖➬❱➩✩á❱➨✯➤➦➯❱➲✩➧★➬❱➧ û✛➽➾➳✇➫➦➯❱➫ñ➻✐➘❋➸✚➨✯❮✩➬✥➱✛➻✐➯❣➤
Ias(t) = −∆exp [−2x˜t] à✻➤❫➯❣➽ ➫ñ❮✩➨❋➻❬➩✺➫ñ➨④á❣➤ñ➬❱➩✇➶✷➯❱à L ➬❱➩✩➶ü➸❥û
➳✚➨✯➤❫à✻➯❱➤➦➽♥➻❬➩✩á
∫ +∞
1
dt Ias(t)
✁ó➨Ñá❣➨✬➫
L(x˜− b˜; b˜,∆) = −∆e
−2x˜
2x˜
+ L¯(x˜; b˜,∆)
✆ ✂④③❈❒ ✞✥➪■✜ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
L¯(x˜, b˜,∆)
➤➦➨④➽❝➬❱➻✐➩✩➧ ✆❖➩✩➻✟➫ñ➨❩➨✬➱❣➨✯➩✄✁❸❮✩➨✯➩
x˜ = b˜ = 0
❒
÷⑨❮❥➲✩➧✯ð✚➬❱➘④➘✯➯❣➤❫➶✩➻❬➩✩á➹➫➦➯ ✆ ✂④③❚❒✤✜ ✍ ☛✭ð ✆ ✂④③❚❒ ☛❡❏ ☛◗➬Ü➩✩➶ ✆ ✂④③❚❒ ✞✥➪❡✜ ☛✭ð
z[1]α
➳✩➤➦➯✥➱❱➨✯➧❸➫ñ➯❄➤➦➨✯➬❱➶
z[1]α (x) = zα e
εα θ(x− b) exp
[
∆
βe2α
4x
e−2κ1x
]
× {1− εαL¯(κ1x; κ1b,∆) +Oexp (ε2)} ✆ ✂④③❚❒ ✞✥➪ ✍ ☛
÷⑨❮✩➨Ñ➨✬ß❡➳✩➤❫➨✯➧❫➧➦➻❬➯❱➩ ✆ ✂④③❈❒✢✜■❍ ☛ó➯❱à
z[2]α
➶✩➻✝✒✼➨✯➤❫➧❸à✻➤❫➯❣➽ ➫➦❮✩➨❩➨✬ß❡➳✩➤❫➨✯➧❫➧➦➻❬➯❱➩ ✆ ✂④③❈❒✢✜ ✍ ☛ó➯❱à
z[1]α
➯❱➩✩➺✐û➾➸✺û❛➫ñ❮✩➨❩➤❫➨✯➳✩➺❬➬❱➘✯➨Ï❰
➽♥➨✯➩✺➫✸➯❱à
φ1
➸❥û
φ2
❒
➴
➫✸➺❬➨✯➬❱➶✩➻✐➩✩á☎➯❣➤❫➶✩➨✯➤✑➻❬➩
ε
ð❣➬Ü➳❖➬❱➤❫➫✗à✻➤➦➯❣➽ ➫ñ❮✇➨◗➘✭❮❖➬❱➩✩á❱➨⑨➯❱à
κ1
➻❬➩✺➫ñ➯
κ2
ð
φ2
➘✯➯❱➻❬➩✩➘④➻❬➶✩➨④➧ ✁❸➻✐➫➦❮
φ1
✝❀➻✐➩✳➯❱➫ñ❮✇➨✯➤ ✁ ➯❣➤➦➶✇➧✯ð ✆ ✂④③❈❒ ☛ ✍ ☛➮➻❬➧☎➬❱➺❬➧❫➯✉➱Ü➬❱➺❬➻✐➶❀à✻➯❣➤
φ2
➬Üà✙➫ñ➨④➤★➤➦➨④➳✩➺❃➬Ü➘✯➻❬➩✇á
κ1
➸✺û
κ2
❒✒÷⑨❮❥➲✩➧
z[2]α
➻❬➧★á❱➻✐➱❣➨④➩
➸✺û ✆ ✂④③❚❒ ✞✥➪ ✍ ☛ ✁❸❮✩➨✯➤❫➨
κ1
➻❬➧ ➤➦➨✯➳✇➺❃➬❱➘④➨✯➶✉➸✺û
κ2
➬❱➩✩➶
εα
➻✐➧ ➽❚➲✇➺✐➫ñ➻✐➳✩➺❬➻✐➨✯➶❄➸✺û
κ2/κ1
❒ ☎➮➯ ✁ ➨④➱❱➨✯➤✯ð✩➬❱➘✯➘④➯❣➤➦➶✩➻✐➩✩á❋➫➦➯
✆ ✂④③❈❒ ✍✑☛ ☛✬ð
κ2
κ1
εα = εα [1 +O(ε)] ✆ ✂④③❚❒ ✞✥➪ ✏ ☛
✁❸❮✩➻✐➺❬➨
L¯(κjx)
➶✇➨✯➘✢➬✢û✛➧➭➨✬ß❡➳✼➯❱➩✩➨✯➩✺➫ñ➻❬➬❱➺❬➺✟û➾à✪➬Ü➧❫➫✢ð❖➧❫➯♥➫➦❮❖➬Ü➫
z[2]α (x) = θ(x− b)zα exp
[
∆
βe2α
4x
e−2κ2x
]{
1 + εα
[
1− L¯(κ2x; κ2b,∆)
]
+Oexp
(
ε2
)}
✆ ✂④③❚❒ ✞✥➪❡❍ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨ Oexp (ε2) ➶✩➨✯➩✩➯Ü➫ñ➨✯➧★➬♥à✻➲✩➩✩➘✬➫ñ➻✐➯❣➩ ✁❸❮✩➻✐➘✭❮ü➫ñ➨④➩✩➶✩➧★➨Ïß❡➳✼➯❣➩✇➨✯➩✺➫ñ➻❬➬❱➺❬➺✟û✉à✪➬❱➧❫➫➭➫ñ➯✉➬➾➘✯➯❱➩✩➧❫➫ñ➬❱➩✺➫★➯❱à✸➯❱➤➦➶✩➨④➤ ε2
✁❸❮✩➨④➩
x
á❱➯❡➨④➧◗➫ñ➯
+∞ ❒
 ✂✁
♠▲❑é✲ ❊✒✲ ❉ ❵✕✖✻✧✍✌✡✠✽✧✔★ ✜➹✹❣✞✚✔✼✣✥✠☛✖ ✪✑✮❜✣✽✖✪✔✙✌ ✧✇✣➾❤✪✌❥✧❖✄❢✖✪✔✙✌✎✞✚✠☛✄☞✌❥✠Ü✜❄✖✪✔
ε
÷⑨❮✩➨❄➧➦➻✐➽➾➳✩➺✐➨✯➧ ➫❩➶✩➻❃➬Üá❣➤ñ➬❱➽♥➧☎➘④➯❣➩✺➫ñ➤❫➻❬➸✩➲✇➫➦➻❬➩✩á✉➫➦➯
ραw(x)
➬❱➤❫➨ ✁❸➤➦➻✐➫❫➫ñ➨④➩ ➻✐➩ ✆ ✂④③❈❒ ✍✺➪ ☛✬❒✒÷⑨❮✩➨❄➳✚➯❱➫ñ➨④➩✺➫ñ➻❃➬Ü➺✑➻❬➩✛❰
➱❣➯❱➺✐➱❣➨④➶❀➻✐➩
F c c
➻❬➧
φ2
❒✡ì✑➻✐➤➦➧❫➫✯ð✇➫ñ❮✇➨➵➧❫➘✢➬❱➺✐➻❬➩✩á➹➳✇➤➦➯❣➳✚➨✯➤ ➫Pû❛➯❱à
φ2
➬Ü➫❸➺❬➨✯➬❱➶✩➻❬➩✇á➹➯❣➤➦➶✩➨④➤⑨➻❬➩
ε
ð❖➩❖➬❱➽♥➨✯➺✟û
φ
(0)
2 (r, r
′; κ2) = κ2φ˜(0)(κ2r, κ2r′),
✆ ✂④③❚❒ ✞✥➪✉★✫☛
➻❬➽♥➳✩➺✐➻❬➨✯➧❁➫ñ❮❖➬☛➫✢ð❖➬❱➘④➘✯➯❣➤❫➶✩➻❬➩✇á❄➫➦➯ ✆ ✂④③❚❒✤✜❡❍ ☛ ✆ ✂④③❚❒✤✜✉★ ☛ ✆ ✂④③❈❒ ✍❡❍ ☛◗➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❈❒ ☛❡❍ ☛∫
dr′ z[2]γ (x
′)F c c(r; r′) = O(ε0) ✆ ✂④③❚❒ ✞✥➪❡❏ ☛
❐❀➯❣➤❫➨✯➯✥➱❣➨④➤✯ð❖➫ñ❮✇➻❬➧⑨➺❬➨✯➬❱➶✩➻✐➩✩á❚➘✯➯❱➤➦➤➦➨④➘④➫➦➻❬➯❣➩✕➶✩➨④➳✼➨④➩✩➶✩➧➭➯❣➩❛➫ñ❮✩➨Ñ➧➦➳✚➨✯➘④➻❬➨④➧➭➯❱➩✩➺✐û➾➫ñ❮✩➤❫➯❣➲✩á❣❮✂➬➹➘✯➯✛➨ ✔♥➘✯➻✐➨✯➩✺➫
zγ
❒☎✞❡➲✩➸✛❰
➧➦➨④➼❥➲✩➨✯➩✺➫ñ➺✟û❣ðÚ➬❱➘✯➘④➯❣➤➦➶✩➻✐➩✩á❄➫ñ➯➾➫➦❮✩➨❈➩✇➨✯➲✇➫➦➤ñ➬❱➺✐➻✐➫Pû❛➘④➯❣➩✩➧❫➫➦➤ñ➬❱➻✐➩✺➫❇✆ ✂④③❚❒ù➚✑✏ ☛✬ð✚➬Üà✙➫➦➨✯➤➭➧➦➲✩➽♥➽➾➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✕➯✽➱❱➨✯➤➮➧➦➳✚➨✯➘✯➻✐➨✯➧④ð✼➫ñ❮✇➨
➶✩➻❬➬❱á❣➤ñ➬Ü➽ ✁❸➻✟➫ñ❮✕➯❣➩✩➨Ñ➸✚➯❣➩✩➶
F c c
➘✯➯❱➩❥➫➦➤➦➻✐➸✩➲✇➫ñ➨④➧❸➯❣➩✩➺✐û✉➬Ü➫❸➩✩➨Ïß❡➫➭➯❣➤❫➶✩➨✯➤❸➻✐➩
ε
ð
∑
γ
∫
dr′ z[2]γ (x
′)F c c(r; r′) = O(ε) ✆ ✂④③❈❒ ✞✢➪✑☛ ☛
✂P➩✂➫➦❮✩➨Ñ➧ñ➬❱➽♥➨ ✁◗➬✢û❱ð✩➫ñ❮✩➨Ñ➧➦➘✯➬❱➺❬➻✐➩✩á❄➬❱➤❫á❣➲✩➽♥➨✯➩✺➫➭➧➦❮✩➯ ✁❸➧❸➫ñ❮❖➬Ü➫∫
dr′ z[2]α (x
′) [F c c(r; r′)]2 = O(ε) ✆ ✂④③❈❒ ✞ ✞✥➪ ☛
✧✱➱❣➨④➩✳➻❬➩✕➫ñ❮✩➨➵➘✢➬❱➧❫➨ ✁❸❮✩➨④➤➦➨
L
➻✐➧❸➩✩➯❱➫➮➸✼➯❣➲✇➩✩➶✩➨✯➶✷➬Ü➫❸➫ñ❮✩➨❋➯❣➤➦➻✐á❣➻❬➩ ✝✕➬❱➧➮➻✟➫➭➻❬➧❸➫ñ❮✩➨➵➘✢➬❱➧❫➨ ✁❸❮✩➨④➩
ǫw > 1
✝✕➬❱➩
ε
❰P➨Ïß✇➳✩➬❱➩✩➧➦➻✐➯❣➩✉➘✯➬❱➩❛➸✼➨☎➳✼➨④➤❫à✻➯❣➤❫➽➾➨④➶✉à✻➯❣➤ ➫➦❮✩➨★➘✯➯❱➩❥➫➦➤➦➻✐➸✩➲✇➫ñ➻✐➯❣➩❝à✻➤❫➯❣➽
[F c c]2
➫ñ➯❈➫➦❮✩➨❩➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫Pû➾➤➦➨④➳✩➤➦➨④➧➦➨④➩❥➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩
✆ ✂④③❈❒ ✍❣➪ ☛➵➸✺û ➲✇➧➦➻❬➩✇áü➫ñ❮✩➨✉à✻➯❱➺❬➺❬➯ ✁❸➻✐➩✩á✂à✻➯❱➤➦➽❚➲✩➺❬➬✇❒☞ú❜➨④➫➹➲✇➧➹➘✯➯❣➩✩➧❫➻❬➶✩➨④➤➹➬ü➶✩➻✐➽➾➨④➩✩➧➦➻✐➯❣➩✩➺✐➨✯➧➦➧➵à✻➲✩➩✩➘✬➫ñ➻❬➯❱➩
f
➯❱à❸➫➦❮✩➨
➱Ü➬❱➤➦➻❬➬❱➸✩➺✐➨
x
✁❸❮✩➻✐➘✭❮❀➻✐➩✺➱❣➯❣➺✟➱❣➨✯➧⑨➫✂✁ ➯➾➺✐➨✯➩✩áÜ➫ñ❮✕➧➦➘✯➬❱➺❬➨④➧
l1
➬❱➩✇➶
l2
❒
f
➽➾➬✢û✉➸✚➨ ✁❸➤➦➻✐➫❫➫ñ➨④➩❀➬Ü➧
f(x/l2; l1/l2)
❒  ✎➨
➧➦➨✬➫
ε ≡ l1/l2 ➬❱➩✇➶❀➲✩➧❫➨❩➫ñ❮✩➨Ñ➻❬➶✇➨✯➩✺➫ñ➻✟➫Pû
Exp
l1≪l2
∫ ∞
b
dx . . . = Exp
l1≪l≪2
[∫ l
b
dx . . .+
∫ ∞
l
dx . . .
]
✆ ✂④③❚❒ ✞✑✞✑✞✙☛
  ❮✩➨④➩
l/l2
➱Ü➬❱➩✩➻✐➧➦❮✩➨④➧✯ð
x/l2
á❣➯✛➨✯➧❸➫ñ➯✖☛✯➨④➤➦➯❝à✻➯❣➤➮➬❱➺✐➺
x < l
➸✩➲✇➫➮➤➦➨④➽❝➬❱➻✐➩✩➧✗✆❖➩✩➻✐➫➦➨➵à✻➯❱➤☎➬❱➩✺û
x > l
❒✚÷⑨❮❥➲✩➧❩➬
➸❖➬❱➧❫➻❬➘★à✻➯❣➤❫➽❚➲✩➺❬➬❈à✻➯❣➤
ε
❰P➨✬ß❡➳❖➬Ü➩✩➧➦➻✐➯❣➩✩➧❸➤➦➨✯➬❱➶✩➧
Exp
ε→0
[∫ +∞
b
dx f(x/l2; ε)
]
= Exp
l/l1→+∞
{
l1
∫ l/l1
b/l1
dx˜1 Exp
ε→0
[f(εx˜1; ε)]
+ Exp
l/l2→0
l2
∫ +∞
l/l2
dx˜2 Exp
ε→0
[f(x˜2; ε)]
} ✆ ✂④③❚❒ ✞✑✞✽➚✫☛
 ✎➨★➩✩➯❱➫➦➻❬➘✯➨➮➫ñ❮❖➬Ü➫◗➯❣➩✩➺✐û♥➫ñ❮✇➨★➧➦➲✩➽ ➯❱à☞➫ñ❮✩➨➮➫✂✁ó➯❄➻❬➩✺➫➦➨✯á❣➤➦➬❱➺❬➧ ➻❬➩ ✆ ✂④③❚❒ ✞✑✞✽➚ ☛ ➻✐➧ó➻✐➩✩➶✩➨✯➳✚➨✯➩✇➶✩➨✯➩✺➫⑨à✻➤➦➯❱➽
l
ð ✁❸❮✩➨④➤➦➨✯➬❱➧
➨✢➬Ü➘✭❮ ➻✐➩✺➫ñ➨✯á❱➤ñ➬❱➺➭➽❝➬✢û ➶✩➻✟➱❣➨✯➤❫á❣➨ ✁❸❮✩➨④➩
l/l1
➸✼➨④➘✯➯❣➽♥➨✯➧❝➻❬➩✜✆❖➩✇➻✐➫ñ➨✄✁❸❮✩➻❬➺✐➨
l/l2
➱Ü➬❱➩✇➻❬➧➦❮✇➨✯➧✯❒◗òó➯❣➽♥➳❖➬❱➤➦➻✐➧➦➯❣➩ ➯❱à
✆ ✂④③❈❒ ✞✢➪ ✍ ☛◗➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❈❒ ✞✢➪❡❍ ☛ó➻❬➽♥➳✩➺✐➻❬➨✯➧❁➫ñ❮❖➬☛➫
z[2]α (x) = z
[1]
α (x)× exp
[
∆
βe2α
2x
(e−2κ2x − e−2κ1x)
]
+O (zαε2) ✆ ✂④③❚❒ ✞✑✞✣✜ ☛
➬❱➩✩➶❀➬➹➧❫➫➦➤ñ➬❱➻✐á❣❮✺➫➦à✻➯❣➤ ✁◗➬❱➤❫➶✕➘✢➬❱➺✐➘✯➲✩➺❬➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✉➺❬➨✯➬❱➶✩➧◗➫➦➯❄➫➦❮✩➨Ñ➤➦➨④➧➦➲✩➺✟➫∫
dr′
[
z[2]α (x
′)− z[1]α (x′)
]
[F c c(r; r′)]2 = O(ε2) ✆ ✂④③❚❒ ✞✑✞✎✍ ☛
    ✁  
÷⑨❮✩➨➵➸❖➬❱➧➦➻✐➘★à✻➯❣➤➦➽❈➲✩➺❃➬ ✆ ✂④③❚❒ ✞✑✞✽➚ ☛ ✁❸➻✟➫ñ❮
l1 = βeαeγ
➬Ü➩✩➶
l2 = κ
−1
2
➬❱➺✐➺❬➯ ✁❸➧⑨➯❣➩✩➨❩➫ñ➯❄➧❫❮✩➯ ✁ ➫ñ❮✩➬Ü➫
∫
dr′ z[2]α (x
′)FRT(r; r′) = O(ε2) ✆ ✂④③❚❒ ✞✑✞ ✏✫☛
✂P➩✩➶✩➨④➨✯➶✒ð✚➬❱➘④➘✯➯❣➤❫➶✩➻❬➩✇á❄➫➦➯ ✆ ✂④③❚❒✤✜✑☛ ☛◗➬Ü➩✩➶ ✆ ✂④③❚❒ ✞✥➪✉★ ☛Ïð✇➫ñ❮✇➨➵➧❫➘✢➬❱➺✐➻❬➩✩á➹➘✭❮✩➬❱➩✩á❣➨
r = r˜/κ2
➧➦❮✇➯ ✁❸➧❸➫ñ❮✩➬Ü➫
F˜RT(r˜; r˜
′; εαγ) = θ
(
‖r˜− r˜′‖ − κ2σ
εαγ
)
e−εαγ φ˜2(r˜;r˜
′) − 1
+ εαγ φ˜2(r˜; r˜
′)− 1
2
ε2αγ
(
φ˜2(r˜; r˜
′)
)2
✆ ✂④③❚❒ ✞✑✞✣❍ ☛
✁❸➻✐➫➦❮
εαγ ≡ κ2βeαeγ ❒ ✞❡➻❬➩✇➘✯➨ z[2]α
➧❫➘✢➬❱➺✐➨✯➧❩➬❱➧
zα = ρ
id
α b ∝ 1/a3
✆ ✁❸❮✩➨✯➤❫➨
ρidα b
➻❬➧➭➫ñ❮✩➨➹➸✇➲✩➺ ✂ ➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫Pûü➯❱à
➬❱➩✕➻❬➶✇➨✢➬❱➺✒á❣➬❱➧ ✁❸➻✐➫ñ❮❛➫➦❮✩➨Ñ➧ñ➬❱➽♥➨★à✻➲✩á✺➬❱➘④➻✐➫➦➻❬➨✯➧❍☛◗➬❱➩✩➶
Exp
ε→0
F˜RT(r˜; r˜
′; εαγ) = O(ε3αγ),
✆ ✂④③❚❒ ✞✑✞✩★✫☛
∫
dr′ z[2]α (x
′)FRT(r; r′)
➻✐➧❚➯❱à➭➯❣➤❫➶✩➨✯➤
κ−32 a
−3ε3αγ = O(ε2αγ)
❒❆✆ ✞❡➨✯➨❛➶✩➨✕✆❖➩✩➻✟➫ñ➻❬➯❱➩✩➧ ✆ ✂④③❈❒✢❍ ☛❈➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❈❒✢❏ ☛✬❒✳☛
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r = βeαeγu
➬❱➩✇➶❀➫ñ❮✇➨
➳✩➤❫➯❣➳✼➨④➤❫➫Pû✷➫➦❮❖➬Ü➫
limε→0 FRT(εu, εu′; εαγ)
➻✐➧❩➬❱➩é➻❬➩✺➫➦➨✯á❣➤➦➬❱➸✩➺❬➨❋à✻➲✩➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩é➯❱à
u
➻✐➩✩➶✩➨④➳✼➨④➩✩➶✩➨✯➩✺➫Ñà✻➤➦➯❱➽
ε
➧➦➯
➫ñ❮✩➬Ü➫ ✆ ✂④③❈❒ ✞✑✞✥➚ ☛➮➻❬➽♥➳✩➺✐➻❬➨✯➧➭➫ñ❮❖➬☛➫
∫
dr′z[2]α (x
′)FRT(r; r′)
➻✐➧❩➯❱à ➯❣➤➦➶✩➨④➤
(βeαeα′)
3a−3 = O(Γ3) = O(ε2) ❒
✂P➩➏à✪➬❱➘④➫✯ð✱➫ñ❮✩➨✕➺❬➨④➩✩á❱➫➦❮✩➧
b
➬❱➩✩➶
σ
➽❝➬✢û➏➬❱➺✐➧➦➯éá❣➨④➩✩➨✯➤➦➬Ü➫ñ➨✕➘✯➯❱➩❥➫➦➤➦➻✐➸✩➲✇➫ñ➻✐➯❣➩✩➧➹➯❱à➮➯❣➤❫➶✩➨✯➤
ε2 exp[∆βe2α/4b]
➯❣➤
ε2 exp[βe2α/4σ]
ð ✁❸❮✩➨④➤➦➨
b
➬❱➩✩➶
σ
➬❱➤➦➨Ñ➧➦➲✇➳✩➳✼➯❱➧➦➨✯➶✂➫ñ➯❄➸✚➨ ✆✩➩✩➻✐➫➦➨❱❒
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➶✩➻❬➬❱á❣➤ñ➬Ü➽➾➧➮➘✯➯❣➩✺➫ñ➤❫➻❬➸✩➲❡➫ñ➨➹➬Ü➫Ñ➺✐➨✢➬❱➧ ➫Ñ➬Ü➫★➫➦❮✩➨➹➯❣➤❫➶✩➨✯➤
ε2
➻❬➩✷➫➦❮✩➨➹➨✬ß❡➳✚➯❣➩✩➨④➩❥➫➦➻❃➬❱➺✑➯❱à✝➫ñ❮✩➨➹➶✩➻❬➬❱á❣➤➦➬❱➽➾➽➾➬Ü➫➦➻❬➘Ñ➤➦➨④➳✩➤➦➨Ï❰
➧➦➨④➩✺➫✭➬Ü➫➦➻❬➯❣➩ ✆ ✂④③❈❒ ✍❣➪ ☛✬❒✐✧✱➱❱➨✯➩✺➫ñ➲❖➬Ü➺❬➺✐û❱ð✩➻❬➩✕➯❣➤❫➶✩➨✯➤◗➫➦➯❄➘✢➬❱➺✐➘✯➲✩➺❬➬Ü➫ñ➨
ραw(x)
➲✩➳❛➫ñ➯❄➯❣➤➦➶✇➨✯➤
ε
ð✩➻❬➩ ✆ ✂④③❚❒ ✍✺➪ ☛ ✁ ➨Ñ➯❣➩✩➺✐û
❮❖➬✢➱❣➨Ñ➫ñ➯❄➘④➯❣➩✩➧➦➻✐➶✩➨✯➤⑨➫➦❮✩➨Ñ➘✯➯❣➩✺➫ñ➤❫➻❬➸✩➲❡➫ñ➻❬➯❱➩✉à✻➤➦➯❣➽ ➫ñ❮✩➨Ñ➶✩➻❬➬❱á❣➤ñ➬Ü➽ ✁❸➻✐➫➦❮✕➯❣➩✩➨Ñ➸✼➯❱➩✩➶
F c c
➲✩➳✕➫ñ➯❄➯❣➤❫➶✩➨✯➤
ε
♠▲❑é✲ ❊✒✲ ✙
ε
✫➦✌✺✏❜♦✗✧✩✔✗✜✢✖✻✞✚✔➉✞  ➭✣✽♣☞✌✷✹❣✞✚✔✼✣✢✠Ü✖ ✪✗✮☞✣✽✖✻✞✚✔  ý✠☛✞✩★ ✣✽♣☞✌
F c c
✄✗✖✻✧✍✌✡✠✽✧✔★
✂P➩ ✆ ✂④③❚❒ ✍✺➪ ☛ ➫➦❮✩➨Ñ➘✯➯❣➩✺➫ñ➤❫➻❬➸✩➲❡➫ñ➻❬➯❱➩✉à✻➤➦➯❣➽
F c c
➲✩➳✕➫ñ➯❄➯❣➤❫➶✩➨✯➤
ε
➻✐➧◗➶✩➨④➤➦➻✐➱❱➨✯➶✂à✻➤➦➯❣➽ ✆ ✂④③❚❒ ✞✥➪❡❍ ☛◗➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❈❒✢✜✉★✫☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
φ2
➻✐➧✉➤➦➨④➳✩➺❃➬❱➘④➨✯➶❞➸✺û❞➻✟➫ñ➧✉➺✐➨✢➬❱➶✩➻✐➩✩á✎➱Ü➬❱➺✐➲✩➨
φ
(0)
2
❒✝✂ ➫❛➻✐➧✉➨✯➼❥➲❖➬❱➺➮➫ñ➯ ➫ñ❮✇➨ ✆❖➤➦➧ ➫✕➯❣➤➦➶✩➨④➤❝➫ñ➨④➤➦➽ ➻❬➩➉➫ñ❮✇➨
ε
❰P➨Ïß✇➳✩➬❱➩✩➧➦➻✐➯❣➩✕➯❱à
− βeα
κ22
∫ +∞
b˜
dx˜′
∑
γ
zγeγ [1 + w0(x˜
′; εγ,∆)]{
1 + εγ
[
1− L¯(x˜′; b˜,∆)
]
+Oexp(ε2)
}
×
{
φ˜(0)(x˜, x˜′;q = 0; b˜) + φ˜(1)(x˜, x˜′;q = 0; b˜,∆) +Oexp(ε2)
}
✆ ✂④③❚❒ ✞✑✞✣❏ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
b˜ = κ2b
➬❱➩✇➶
w0(x˜; εα,∆)(x) ≡ exp[∆
εα
2x˜
e−2x˜]−1 ✆ ✂④③❈❒ ✞✑✞✎☛ ☛
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φ˜
➶✩➯✛➨✯➧❸➩✩➯❱➫❸➶✇➨✯➳✚➨✯➩✩➶❀➯❣➩
➫ñ❮✇➨◗➧➦➳✚➨✯➘④➻❬➨✯➧
γ
ð ✁❸❮✩➻❬➺✐➨ ➫➦❮✩➨◗➻❬➩✺➫➦➨✯á❣➤➦➬❱➺❡➯Üà
f(x˜)
➫ñ➻❬➽♥➨✯➧
w0(x˜; εα,∆)
á❱➻✐➱❣➨④➧✝➬☎➘✯➯❱➩❥➫➦➤➦➻✐➸✩➲✇➫ñ➻✐➯❣➩❚➯❱à✡➯❱➤➦➶✩➨④➤✱➺❃➬❱➤❫á❣➨✯➤
 ✂✁
➫ñ❮✩➬❱➩
∫
dx˜f(x˜)
ð✛➫ñ❮✩➨❩➘④➯❣➩✺➫ñ➤❫➻❬➸✩➲✇➫➦➻❬➯❣➩ ✆ ✂④③❚❒ ✞✑✞✣❏ ☛ ➻❬➩✺➱❣➯❱➺✐➱❣➨④➧⑨➯❣➩✩➺✟û➾➫➦❮✩➨❩➺❬➨✯➬❱➶✩➻❬➩✇á❈➫ñ➨④➤➦➽↕➻✐➩❝➫ñ❮✇➨❩➳✼➯❱➫➦➨✯➩✺➫ñ➻❬➬❱➺
φ2
✂
➻✐➫❸➻✐➧⑨➤➦➨④➶✩➲✩➘✯➨④➶❀➫➦➯
− βeα
κ22
∫ +∞
b˜
dx˜′
∑
γ
zγeγ
{
w0(x˜
′; εγ,∆) (x′) + εγ
[
1− L¯(x˜′; b˜,∆)
]}
× φ˜(0)(x˜, x˜′,q = 0; b˜) ✆ ✂④③❈❒ ✞✽➚Ü➪ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
φ˜(0)(x˜, x˜′,q = 0; b˜) = 2π [e−|x˜−x˜
′| + e−(x˜+x˜
′−2b˜)]
❒
✧✸➼✛➲✩➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩ ✆ ✂④③❚❒ ✞✽➚❱➪ ☛ó➽➾➬✢û✉➸✚➨Ñ➤➦➨ ✁❸➤❫➻✐➫❫➫ñ➨✯➩✂➬❱➧
∑
γ
∫
dr′ z[2]γ (x
′)F c c(r; r′) = −4πβeα
κ22
(∑
γ
zγeγεγ [1−Mγ(κ2x; εγ, κ2b,∆)]
)
+Oexp(ε2) ✆ ✂④③❚❒ ✞✽➚✟✞✙☛
✁❸➻✐➫➦❮
Mγ(x˜; εγ, b˜,∆) = M¯(x˜; b˜,∆) + (ln εγ)∆
1 + e2b˜
4
e−x˜ −∆Iγ(x˜; b˜,∆, βe2γ/b)
✆ ✂④③❈❒ ✞✽➚❱➚ ☛
✂P➩ ✆ ✂④③❚❒ ✞✽➚❣➚✫☛
M¯(x˜; b˜,∆) =
1
2
∫ +∞
b˜
du′
[
e−|x˜−u
′| + e−(x˜+u
′−2b˜)
]
L¯(u′; b˜,∆)
✆ ✂④③❈❒ ✞✽➚❣✜ ☛
➬❱➩✩➶
Mγ − M¯ ➻❬➧⑨➫ñ❮✩➨ ε ❰ ➨✬ß❡➳❖➬❱➩✩➧❫➻❬➯❣➩✂➬Ü➫❸➯❱➤➦➶✩➨④➤➦➧ ln εγ ➬❱➩✩➶ (εγ)0 ➯❱à❢➫ñ❮✩➨Ñ➻✐➩❥➫➦➨✯á❣➤➦➬❱➺
−1
2
1
εγ
∫ +∞
b˜
du′
[
e−|x˜−u
′| + e−(x˜+u
′−2b˜)
]
w0(u
′; εγ,∆)
✆ ✂④③❚❒ ✞✽➚ ✍ ☛
☎ û➵➲✩➧❫➻❬➩✩á➭➫ñ❮✩➨❁➸❖➬❱➧❫➻❬➘ à✻➯❱➤➦➽❚➲✩➺❬➬ ✆ ✂④③❚❒ ✞✑✞✽➚✫☛Ïð ✁ó➨ á❣➨④➫✗➫ñ❮✩➨❁➘✯➯❱➩❥➫➦➤➦➻✐➸✩➲✇➫ñ➻✐➯❣➩➵➯❱à❖➯❣➤❫➶✩➨✯➤
ln εγ
✁❸➤❫➻✐➫➦➫➦➨✯➩❋➻❬➩ ✆ ✂④③❚❒ ✞✽➚❣➚✫☛
➬❱➩✩➶✕➫ñ❮✇➨Ñ➱Ü➬❱➺✐➲✩➨❩➯❱à
Iγ
❒
Iγ(x˜; b˜,∆, βe
2
γ/b) = −
1
4
e−x˜
{(
1 + e2b˜
)[
ln
( |∆|
2
)
+ 2C− 1
+A
(
βe2γ∆
4b
)]
+ e2b˜ ln 3
}
+
1
4
e−2x˜
[
ex˜Ei(−x˜)− e3x˜Ei(−3x˜)] ✆ ✂④③❚❒ ✞✽➚✑✏✫☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
C
➻✐➧❁➫➦❮✩➨✰✧✝➲✇➺❬➨✯➤❁➘✯➯❱➩✩➧❫➫ñ➬❱➩✺➫✢ð
Ei(−u) ➶✇➨✯➩✩➯❱➫➦➨✯➧❁➫ñ❮✩➨✰✧✑ß✇➳✚➯❣➩✩➨④➩✺➫ñ➻❃➬Ü➺✟❰ ✂P➩✺➫➦➨✯á❣➤➦➬❱➺❖à✻➲✩➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩♥➶✩➨✕✆❖➩✩➨✯➶✉à✻➯❱➤
u > 0
➬❱➧
Ei(−u) ≡ − ∫ +∞
u
dt exp(−t)/t ➬❱➩✇➶
A(u) ≡ 1
u
[eu − 1]− Ei (u) ✆ ✂④③❈❒ ✞✥➚■❍ ☛
A(u)
➬❱➤➦➻✐➧➦➨④➧❸à✻➤❫➯❣➽ ➫➦❮✩➨Ñ➻❬➩✺➫ñ➨④á❣➤ñ➬☛➫ñ➻❬➯❱➩❛➯❱à
exp(−βe2γ∆/4u′)
➻❬➩ ✆ ✂④③❈❒ ✞✥➚ ✍ ☛
    ✁  
♠▲❑é✲ ❊✒✲ ✩
❊
✣✥✠☛✮❢✹❱✣✽✮❢✠✽✌✂✞  ➭✣✽♣☞✌
ε
✫➦✌✺✏❜♦✗✧✩✔✗✜✢✖✻✞✚✔   ✞✡✠➾✣✽♣☞✌✷✄☞✌✛✔✗✜✢✖✙✣Ï❅ ♦✗✠✽✞❖✾✱❤✻✌
÷⑨❮✩➨✝➧❫➫➦➤➦➲✩➘✬➫ñ➲✩➤❫➨ ➯❱à❥➫➦❮✩➨
ε
❰ ➨✬ß❡➳❖➬❱➩✇➧➦➻❬➯❱➩Ñà✻➯❱➤Ú➫ñ❮✩➨✝➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû❩➳✩➤❫➯ ✆❖➺❬➨✑➘✢➬❱➩➵➩✩➯ ✁ ➸✚➨✝➻❬➩✺➱❣➨④➧❫➫➦➻❬á✺➬Ü➫➦➨✯➶✒❒
➴
➘✯➘✯➯❱➤➦➶✩➻✐➩✩á
➫ñ➯ ✆ ✂④③❚❒ ✍✺➪ ☛◗➬❱➩✩➶✕➫ñ❮✇➨➵➤❫➨✯➧❫➲✩➺✐➫➦➧➭➯Üà✗➫➦❮✩➨Ñ➳✩➤➦➨✬➱❡➻✐➯❣➲✩➧❸➧➦➨④➘④➫➦➻❬➯❣➩
ραw(x) = z
[2]
α (x)
[
1 +
∑
γ
∫
dr′z[2]γ (x)F
c c(r, r′;α, γ)
] [
1 +Oexp(ε2)
]
✆ ✂④③❚❒ ✞✽➚❡★✫☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
z[2]α (x)
➻❬➧◗á❱➻✐➱❣➨④➩❛➸✺û ✆ ✂④③❚❒ ✞✥➪❡❍ ☛ó➬❱➩✩➶
F c c(r, r′;α, γ)
➻❬➧◗➤❫➨✯➳✩➺❬➬❱➘✯➨④➶✕➸❥û −βeαeγκ2φ˜(0)(κ2r, κ2r′) ❒
☎ û❛➲✇➧➦➻❬➩✇á ✆ ✂④③❈❒ ✞✥➚✟✞✮☛ ✁ ➨➵á❱➨④➫
ραw(x) = θ(x− b)zαe∆
βe2α
4x
e−2κ2x
{
1 + εα
[
1− L¯ (κ2x; κ2b,∆)
]
−4πβeα
κ22
∑
γ
zγeγεγ [1−Mγ (κ2x; εγ, κ2b,∆)] +Oexp(ε2)
}
✆ ✂④③❚❒ ✞✽➚■❏ ☛
☎ û ➶✩➨ ✆✩➩✩➻✐➫➦➻❬➯❣➩ ➯❱à★➫ñ❮✇➨❀➸✩➲✇➺ ✂➏➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫Pû ✆ ✂④③❈❒ ➚❣✜ ☛➾➬❱➩✇➶↔➧➦➻✐➩✩➘✯➨
L
➬❱➩✩➶
M
➱Ü➬❱➩✩➻❬➧❫❮ ✁❸❮✩➨④➩
x
á❣➯✛➨✯➧❄➫ñ➯
➻❬➩✟✆❖➩✩➻✐➫Pû
ρBα = zα
1 + εα −
(∑
γ zγeγεγ
)
4πβeα
κ22
+O(ε2)
 ✆ ✂④③❚❒ ✞✽➚ ☛ ☛
➴
➘✯➘④➯❣➤➦➶✇➻❬➩✩á✉➫➦➯ ✆ ✂④③❚❒✤❏ ☛ÏðÚ➫ñ❮✩➨❈➺❃➬Ü➫❫➫ñ➨✯➤☎➨✬ß❡➳✩➤➦➨④➧➦➧❫➻❬➯❣➩é➶✩➯✛➨✯➧❩➘④➯❣➻❬➩✩➘④➻❬➶✩➨ ✁❸➻✐➫ñ❮✷➫➦❮✩➨❚➘④➺❃➬❱➧❫➧➦➻❬➘✯➬❱➺✑➺✐➻❬➽♥➻✐➫➭➯❱à✝➫ñ❮✇➨➹➳❖➬❱➤ ❰
➫ñ➻✐➘✯➺✐➨✉➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫Pû ➻❬➩ ➬✷➼❥➲❖➬❱➩✺➫ñ➲✩➽ ➳✇➺❃➬❱➧❫➽❝➬ ✁❸❮✩➨④➤➦➨✕➨✬ß❡➘✭❮❖➬Ü➩✩á❣➨✂➨ ✒✼➨✯➘④➫➦➧♥➬❱➤➦➨❛➩✩➨④á❣➺❬➨④➘④➫➦➨✯➶ ✆✪➧➦➨④➨ ✧✝➼✡❒❂✆ ✏❡❒ù➚■❏ ☛❚➻✐➩
●❸➨④à❲❒✕✞
➴
ò◗➢ ☛ ✍ ✠ ☛Ï❒✚❐❀➯❣➤❫➨✯➯✥➱❣➨④➤✯ð✚➬❱➘✯➘④➯❣➤➦➶✇➻❬➩✩á➹➫ñ➯ ✆ ✂④③❚❒✤❍ ☛⑨➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❈❒ ✍ ☛ ☛✬ð
κ2
➻✐➧⑨➨✯➼❥➲❖➬❱➺✒➫➦➯
κD
➲✩➳✕➫ñ➯➾➬❄➘④➯❣➤➦➤❫➨✯➘Ï❰
➫ñ➻✐➯❣➩❛➯❱à✑➯❣➤➦➶✩➨④➤
ε
κ2 = κD [1 +O(ε)] ✆ ✂④③❚❒ ✞✣✜❣➪ ☛
þ➮➧❫➻❬➩✩á❩➫➦❮✩➨❸➳✩➤➦➯❣➳✚➨✯➤ ➫Pû
exp[−(1+ε)u] = exp[−u]−εu exp[−u]+O (ε2u) ð✺➘✯➯❱➽➾➳❖➬Ü➤➦➻❬➧❫➯❣➩➹➯❱à ✆ ✂④③❚❒ ✞✽➚■❏ ☛
✁❸➻✐➫➦❮ ✆ ✂④③❚❒ ✞✽➚ ☛ ☛ó➺❬➨✢➬Ü➶✩➧⑨➫ñ➯
ρα(x) =ρ
B
αθ(x− b) exp
(
∆
βe2α
4x
e−2κDx
)
×
{
1− 1
2
βκD
[
e2αL¯ (κDx; κDb,∆)
−eα 4πβ
κ2D
∑
γ
ρBγ e
3
γMγ(κDx; εγ, κDb,∆)
]
+Oexp(ε2)
}
✆ ✂④③❚❒ ✞✣✜✌✞✮☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
εγ = (1/2)βe
2
γκD
❒
Mγ
➻✐➧✑➶✩➨✕✆❖➩✩➨✯➶♥➻❬➩ ✆ ✂④③❚❒ ✞✽➚❣➚✫☛✬ð ✁❸❮✇➻❬➺❬➨
L¯
➻✐➧✱á❣➻✟➱❣➨✯➩➹➸✺û ✆ ✂④③❚❒ ✞✥➪✌✞✮☛❢➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❈❒ ✞✢➪❡✜ ☛✬❒
 ✎➨❝➤➦➨④➘✢➬❱➺✐➺✸➫ñ❮❖➬Ü➫
L¯(x˜; b˜,∆)
➶✩➨✯➘④➤➦➨✢➬Ü➧➦➨✯➧➹➨Ïß❡➳✼➯❣➩✇➨✯➩✺➫ñ➻❬➬❱➺❬➺✟û✳à✪➬❱➧❫➫❈➬❱➧
exp(−2x˜)/2x˜ ✁❸❮✇➨✯➩ x˜ á❣➯✛➨✯➧➵➫ñ➯ ∞ ð
✁❸❮✩➻✐➺❬➨
Mγ
➶✩➨✯➘✯➬✢û❡➧➭➯❣➩✩➺✟û❛➬❱➧
exp(−x˜)/x˜ ❒
÷⑨❮✩➨ü➨Ïß❡➳✩➤➦➨④➧➦➧➦➻✐➯❣➩✩➧♥à✻➯❣➤
L¯
➬❱➩✩➶
Mγ
➻✐➩ ✆ ✂④③❚❒ ✞✣✜✌✞✮☛❚➘✢➬Ü➩ ➸✚➨❀➽➾➬❱➶✩➨✕➽♥➯❣➤➦➨✕➨Ïß✇➳✇➺❬➻❬➘④➻✐➫ ✁❸➻✟➫ñ❮➏➫ñ❮✩➨✂➨✬ß✛➫ñ➤➦➬
➬❱➧❫➧➦➲✩➽♥➳✇➫ñ➻✐➯❣➩
η ≡ κDb≪ 1 ✆ ✂④③❈❒ ✞✣✜❣➚ ☛
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✁❸❮❖➬Ü➫➦➨④➱❱➨✯➤➮➫➦❮✩➨❩➱Ü➬❱➺❬➲✩➨❩➯Üà
βe2/b
➽❝➬✢û✉➸✚➨❱❒ ✂P➩❀➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➲✩➺❃➬Ü➤✯ð❡➫➦❮✩➨Ñ➘✯➯❣➩✇➶✩➻✐➫➦➻❬➯❣➩ ✆ ✂④③❚❒ ✞✣✜✺➚ ☛ ✁❸➻❬➺✐➺Ú➸✚➨❩à✻➲✩➺✝✆❖➺✐➺❬➨④➶❛➻✐à
b ≤ a ð ✁❸❮✩➨④➤➦➨ a ➻❬➧◗➫➦❮✩➨Ñ➽➾➨✯➬❱➩✕➻❬➩✺➫ñ➨④➤➦➳❖➬Ü➤❫➫ñ➻✐➘✯➺✐➨★➶✩➻❬➧ ➫✭➬❱➩✇➘✯➨❱ð✩à✻➯❱➤➭➻✐➩✩➧❫➫ñ➬❱➩✩➘④➨❩➻✐à b ➻❬➧⑨➯❱à✗➫ñ❮✩➨Ñ➧➦➬❱➽➾➨❩➽➾➬❱á❣➩✇➻✐➫ñ➲✇➶✩➨
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σ
➯ÜàÚ➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨④➧ ✁❸❮✇➻❬➘✭❮♥➻✐➫ñ➧❫➨✯➺✟à✼➻✐➧✸➧➦➽➾➬❱➺❬➺✐➨✯➤❢➫ñ❮❖➬❱➩
a
❒
L¯(x; κDb,∆)
➻❬➧✸➸✚➯❣➲✩➩✇➶✩➨✯➶
à✻➯❣➤★➨✬➱❣➨④➤❫û
x
ð❜➨④➱❱➨✯➩ ✁❸❮✩➨✯➩
b
➱Ü➬❱➩✩➻✐➧➦❮✩➨④➧✯ð❜➬Ü➩✩➶é➻✐➫❩➘✯➬❱➩é➸✼➨❄➨✬ß❡➳❖➬Ü➩✩➶✩➨✯➶ ➻❬➩✳➳✚➯ ✁ó➨④➤➦➧➵➯❱à
κDb
❒
➴
➘④➘✯➯❣➤❫➶✩➻❬➩✇á✕➫➦➯
✆ ✂④③❈❒ ✞✢➪✌✞✮☛◗➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❈❒ ✞✢➪❡✜ ☛✭ð
L¯(x; b˜ = 0,∆)
➻❬➧⑨➶✇➻❬➤➦➨④➘④➫➦➺✐û✉á❱➻✐➱❣➨④➩❀➸✺û
L¯(x˜; η = 0,∆) =
∫ +∞
1
dt e−2tx˜
(1−∆2)
(t+
√
t2 − 1)2 −∆
✆ ✂④③❚❒ ✞✣✜❡✜ ☛
✁❸❮✩➻✐➺❬➨
Mγ(x˜; εγ, η = 0,∆) = M¯(x˜; η = 0,∆) + ln(εγ)
∆
2
e−x˜
−∆Iγ(x˜; η = 0,∆, βe2/b) ✆ ✂④③❈❒ ✞✣✜ ✍ ☛
✁❸❮✩➨④➩
Iγ
➻❬➧⑨á❱➻✐➱❣➨④➩✕➻❬➩ ✆ ✂④③❈❒ ✞✽➚ ✏ ☛◗➬❱➩✩➶
M¯(x˜; η = 0,∆) =
∫ +∞
1
dt
[
e−2tx˜ − 2te−x˜
1− (2t)2
]
1−∆2(
t+
√
t2 − 1)2 −∆ ✆ ✂④③❚❒ ✞✣✜ ✏✫☛
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✍✑✠
♠▲❑é✲ ✡✒✲ ✄ ● ✿✒✮✗✖✙✘✩✧✩❤✪✌✛✔✼✣ ★✎✌✛✧✩✔❜✫❫✾✑✌✛❤✪✄↔✣✽♣☞✌✛✞✡✠✥❅
÷⑨❮✩➨❝➨Ïß✇➬❱➘④➫❋➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫Pû ➳✩➤❫➯ ✆❖➺✐➨
ρα(x)
➻❬➧Ñ➤➦➨④➺❃➬Ü➫➦➨✯➶é➫ñ➯✕➫ñ❮✩➨➾þ➮➤❫➧➦➨✯➺✐➺✸à✻➲✩➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩
hαγ
➸✚➨④➫✂✁ ➨✯➨✯➩ ➧❫➳✼➨④➘✯➻✐➨✯➧
α
➬❱➩✩➶
γ
➫ñ❮✩➤❫➯❣➲✩á❣❮✕➫ñ❮✩➨✚✆❖➤❫➧❫➫➭➨✯➼❥➲❖➬☛➫ñ➻❬➯❱➩✂➯Üà✗➫➦❮✩➨ ☎ó➯❣➤➦➩✛❰ ✘❩➤➦➨✯➨④➩❡❰ ✡✝➱❱➯❣➩ ✆ ☎✛✘☛✡ ☛ó❮✇➻❬➨✯➤➦➬❱➤➦➘✭❮✺û✕➨④➼✛➲✩➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✒ð
d
dx
(ln ρα(x)) = −β d
dx
(
eαΦ(x) + e
2
αVself(x)
)
− βeα
∫
dr′
(∑
γ
eγργ(x
′)hαγ(r, r′)
)
∂vw
∂x
(r, r′)
✆ ✂④③❚❒ ✞✣✜❡❍ ☛
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Vself(x)
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Φ(x)
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∑
γ eγργ(x)
ð
Φ(x) ≡
∫
dr′ vw(r, r
′)
∑
γ
eγργ(x
′)
✆ ✂④③❚❒ ✞✣✜✉★✫☛
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Φ(x)
➨✯➼❥➲❖➬Ü➺❁➫➦➯ ☛✯➨④➤➦➯ ✁❸❮✇➨✯➩
x
á❣➯✛➨✯➧➵➫ñ➯
+∞ ❒   ❮✇➨✯➩ ➫ñ❮✇➨➾➤❫➨✯➺❃➬☛➫ñ➻❬➯❱➩✎➸✚➨④➫✂✁ ➨✯➨④➩
Φ(x)
➬❱➩✩➶❚➫ñ❮✇➨⑨➘✯➯❣➤❫➤➦➨✯➧❫➳✼➯❱➩✩➶✩➻❬➩✇á❩➨✯➺❬➨④➘④➫➦➤➦➯❣➧ ➫✭➬Ü➫➦➻❬➘ ✆✩➨✯➺❬➶➹➻✐➧✱➘✯➯❱➽❚➸✩➻❬➩✇➨✯➶ ✁❸➻✐➫➦❮ ✘➵➬Ü➲✩➧➦➧✑➫➦❮✩➨✯➯❱➤➦➨✯➽➝➫ñ➯❣á❱➨④➫ñ❮✇➨✯➤ ✁❸➻✟➫ñ❮
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Φ(x)
➳✇➤➦➯✥➱❣➨④➧➭➫➦➯➾➤❫➨✢➬❱➶
Φ(x) = −4π
∫ +∞
x
dx′ (x′ − x)
∑
γ
eγργ(x
′)
✆ ✂④③❚❒ ✞✣✜❡❏ ☛
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∑
γ eγργ(x
′)hαγ(r, r′)
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➬ ➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨
eα
➺✐➯❡➘✯➬Ü➫ñ➨④➶ ➬Ü➫
r
ðó➫ñ❮✇➨✳➨✬ß❡➘✯➨④➧➦➧ü➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨✳➸✚➨✯➻✐➩✩á ➘✢➬Ü➺❬➘✯➲✇➺❃➬Ü➫➦➨✯➶ ✁❸➻✐➫➦❮ ➤➦➨✯➧❫➳✼➨④➘④➫✕➫ñ➯ ➫➦❮✩➨✳➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨
✁➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû➾➳✇➤➦➯ ✆❖➺✐➨
∑
γ eγργ(x)
❒✛÷⑨❮✇➨☎➨✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➯❱➧❫➫✭➬☛➫ñ➻❬➘❸➳✚➯❱➫ñ➨④➩✺➫ñ➻❃➬Ü➺❖➘✯➤➦➨✯➬Ü➫ñ➨④➶❛➬Ü➫
r”
➸❥û❄➫➦❮✩➨➮➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨
eα
➬❱➩✩➶➾➻✐➫ñ➧
➧➦➘④➤➦➨④➨✯➩✩➻✐➩✩á➾➘④➺❬➯❣➲✇➶✂➻✐➧
Φexc,α(r, r
′′) = eαvw(r, r′′) +
∫
dr′
(∑
γ
eγργ(x
′)hαγ(r, r′)
)
vw(r
′, r′′)
✆ ✂④③❚❒ ✞✣✜✑☛ ☛
➴
➽➾➨✯➬❱➩ ✆❖➨✯➺✐➶❀➬Ü➳✩➳✩➤➦➯✢ß❡➻❬➽➾➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✕➬❱➽♥➯❣➲✩➩✺➫➦➧◗➫ñ➯♥➬❱➧➦➧❫➲✩➽♥➻❬➩✩á➹➫ñ❮✩➬Ü➫
ΦCMexc,α(r, r
′′) = eαφCM(r, r′′)
✆ ✂④③❚❒ ✞✎✍✺➪❣➬ ☛
hCMαγ (r, r
′) = −βeαeγφCM(r, r′) ✆ ✂④③❚❒ ✞✎✍✺➪❱➸ ☛
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➽♥➨✢➬❱➩❡❰ ✆❖➨✯➺✐➶❛➨✯➼❥➲❖➬Ü➫➦➻❬➯❣➩
φCM(r, r′′) = vw(r, r′′)− β
∫
dr′
(∑
γ
e2γργ(x
′)
)
vw(r, r
′)φCM(r′, r′′)
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➫ñ❮✇➨❋Û➮➻❬➤ñ➬Ü➘❩➶✩➻❬➧ ➫ñ➤➦➻✐➸✩➲✇➫➦➻❬➯❣➩
δ(r, r′′)
ð
∫
dr′ g(r, r′)
∂f
∂x
(r, r′) =
∫
dr′′ δ(r− r′′) ∂
∂x
(∫
dr′ g(r′′, r′)f(r, r′)
)
✆ ✂④③❚❒ ✞✎✍❥➚✫☛
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−βe
2
α
2
∂
∂x
[φCM − vw] (r, r) ✆ ✂④③❈❒ ✞✎✍❡✜ ☛
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∆βe2/b≪ 1 ❒✩÷⑨❮✇➨➵➱Ü➬❱➺✐➲✩➨✯➧⑨➯❱à ǫw ➬❱➤❫➨➵➶✇➻❬➧➦➳✇➺❃➬✢û❣➨④➶✂➻✐➩❛➫ñ❮✩➨✚✆❖á❣➲✇➤➦➨❱❒
➳✩➤❫➯ ✆❖➺❬➨❩➶✇➨✯➩✩➧❫➻✐➫Pû❛➫ñ❮✇➤➦➯❣➲✩á❱❮ ✆ ✂④③❚❒ ✞✣✜❡❏ ☛ ✁❸➻✐➫➦❮❛➫ñ❮✩➨➵➤➦➨④➧➦➲✩➺✟➫❸á❣➻✐➱❱➨✯➩ü➻✐➩ ✆ ✂④③❚❒ ✞ ✏ ✍ ☛Ï❒
M¯
➻❬➧❸➬❄➳✼➯❣➧❫➻✐➫➦➻✐➱❣➨★à✻➲✇➩✩➘④➫➦➻❬➯❣➩✒ð
✁❸❮✩➨④➤➦➨✢➬Ü➧
Mγ − M¯ ➽➾➬✢û ❮❖➬✢➱❣➨❀➬❱➩✺û➏➧➦➻✐á❣➩✒❒✸÷⑨❮❥➲✩➧♥➫ñ❮✩➨✂➳✩➤➦➯✓✆❖➺❬➨❛➯❱à Φ ➶✩➨④➳✼➨④➩✩➶✩➧➾➯❣➩ ➫➦❮✩➨✕➘✯➯❣➽♥➳✚➯❣➧➦➻✟➫ñ➻❬➯❱➩
{eγ, ργ}γ=1,... ,ns
➯❱à❢➫ñ❮✩➨❋òó➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸ ✥❖➲✇➻❬➶✂➬❱➩✩➶✂➯❣➩❛➫ñ❮✩➨❩➱Ü➬❱➺✐➲✩➨❩➯❱à
∆
❒✡ì❖➯❣➤⑨➻✐➩✩➧❫➫ñ➬❱➩✩➘④➨❱ð ✁❸❮✩➨④➩
κDb≪ 1 ð
Φ(x = 0) = −2πβ
κD
∑
γ
ρBγ e
3
γ
{
(1−∆2)J(∆)
+
∆
2
[
ln
(
3κDβe
2
γ |∆|/4
)− 1 + 2C+ A(∆βe2γ
4b
)]
+O(ε; κDb)
}
✆ ✂④③❚❒ ✞ ✏■❏ ☛
✂P➩ ✆ ✂④③❚❒ ✞ ✏■❏ ☛ O(ε; κDb) ➶✩➨④➩✩➯❱➫➦➨✯➧➮➬➹➫➦➨✯➤❫➽➂➯❱à✗➯❣➤➦➶✩➨④➤❸➨✯➻✐➫➦❮✩➨✯➤ ε ➯❣➤ κDb ð✡➬❱➩✇➶
J(∆) =
1
4(1 + ∆ +∆2)
{
− π√
3
+ (1 + 2∆) ln 3
+
1−∆2
∆
ln(1−∆) + 1−∆√
∆
ln
(
1 +
√
∆
1−√∆
)}
✆ ✂④③❚❒ ✞ ✏ ☛ ☛
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Φ(x)
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∑
α eαρα(x) = 0
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➽➾➬❱➶✩➨✸➯❱à❡➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✯➧
+e
➬❱➩✇➶ −e ð✢➫ñ❮✇➨❁➺❬➬Ü➫➦➫➦➨✯➤❜➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨✝➧❫û✛➽♥➽➾➨✬➫ñ➤ û❩➘✯➯❣➽❈➸✩➻❬➩✩➨④➶ ✁❸➻✟➫ñ❮❩➫ñ❮✇➨❁➩✇➨✯➲✇➫➦➤ñ➬❱➺✐➻✐➫Pû★➤❫➨✯➺❬➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩
✆ ✂④③❈❒ ➚ ✍ ☛◗➻❬➽♥➳✩➺❬➻✐➨✯➧ ➫➦❮❖➬Ü➫
ρB+ = ρ
B
−
❒ ✒★➩✂➫➦❮✩➨❋➘④➯❣➩✺➫ñ➤➦➬❱➤❫û✉à✻➯❱➤➮➬➹➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨Ï❰P➧❫û✛➽♥➽➾➨✬➫ñ➤❫➻❬➘Ñ➳✩➺❃➬Ü➧➦➽➾➬ ✁❸➻✐➫ñ❮❀➬Ü➫❸➺✐➨✢➬❱➧ ➫
à✻➯❣➲✩➤Ñ➧❫➳✼➨④➘✯➻❬➨④➧
ρBα 6= ρB−α
➻❬➩✳➫➦❮✩➨➾á❱➨✯➩✩➨④➤➦➻❬➘❄➘✯➬❱➧➦➨Ü❒ ☎➭➯ ✁ó➨✬➱❣➨✯➤④ð✑➻✐➩ ➧❫➯❣➽♥➨➾➧❫➻✐➫ñ➲✩➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✩➧ ✆✻à✻➯❱➤❩➻❬➩✩➧ ➫✭➬❱➩✩➘④➨ ✁❸❮✇➨✯➩
➫✂✁ ➯❚➶✩➻✝✒✼➨✯➤❫➨✯➩✺➫ ➧ñ➬❱➺✟➫ñ➧✝➽❝➬Ü➶✩➨ ✁❸➻✟➫ñ❮♥➽➾➯❱➩✩➯✥➱❱➬Ü➺❬➨✯➩✺➫❁➻❬➯❱➩✩➧❁➬❱➤➦➨➭➶✩➻❬➧❫➧➦➯❣➺✟➱❣➨④➶❝➻❬➩ ✁ó➬Ü➫ñ➨④➤❊☛✝➫➦❮✩➨➭➧❫û✛➧❫➫➦➨✯➽ ➻❬➧✝➳✩➤➦➨④➳❖➬❱➤❫➨✯➶
➻❬➩✂➬➹➧❫û✛➽♥➽➾➨✬➫ñ➤❫➻❬➘❩➧❫➫ñ➬Ü➫ñ➨✄✂✩➫ñ❮✩➨Ñ➸✩➲✇➺ ✂❝➶✇➨✯➩✩➧❫➻✐➫Pû✕➳❖➬❱➤➦➬❱➽♥➨④➫ñ➨④➤➦➧❸➬❱➤❫➨Ñ➘✭❮✩➯❣➧➦➨④➩❀➫➦➯♥➧➦➬Ü➫ñ➻✐➧❫à✙û
ρB symα = ρ
B sym
−α
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✂P➩❛➧➦➲✇➘✭❮✕➬❈➧❫û✛➽♥➽➾➨✬➫ñ➤➦➻✐➘☎➧ ➫✭➬Ü➫➦➨❱ð❥➫ñ❮✩➨★➧ û✛➽➾➽♥➨④➫➦➤❫û♥➯❱à❜➫ñ❮✇➨ ☎ ➬❱➽♥➻❬➺✟➫ñ➯❣➩✇➻❬➨✯➩❄➲✩➩✇➶✩➨✯➤◗➻✐➩✺➱❣➨✯➤❫➧➦➻✐➯❣➩✉➯❱à☞➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨★➧❫➻❬á❣➩✇➧
➨✯➩❡à✻➯❣➤➦➘④➨✯➧❸➫ñ❮❖➬Ü➫➭➬☛➫➭➬❱➩✺û❛➳✼➯❱➻❬➩✺➫
x ∑
α
eαρ
sym
α (x) = 0
✆ ✂④③❈❒ ✞❭❍✌✞✮☛
➬❱➩✩➶Úð❖➧➦➲✩➸✩➧❫➨✯➼❥➲✩➨④➩❥➫➦➺✐û❱ðÚ➬❱➘④➘✯➯❣➤❫➶✩➻❬➩✇á❄➫➦➯ ✆ ✂④③❚❒ ✞✣✜✉★✫☛Ïð
Φsym(x) = 0
✆ ✂④③❈❒ ✞❭❍✺➚ ☛
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Q(ǫw < +∞) ≡
∫ +∞
0
dx
∑
α
eαρα(x; ǫw < +∞) = 0 ✆ ✂④③❚❒ ✞✣❍❡✜ ☛
÷⑨❮✩➨Ñá❣➺✐➯❣➸❖➬❱➺✚➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨Ñ➯❱à☞➫ñ❮✩➨❩➧ û❡➧ ➫ñ➨④➽ ➶✩➨✯➤❫➻✐➱❣➨④➶✂à✻➤❫➯❣➽ ✆ ✂④③❚❒ ✞✣✜✌✞✙☛✬ð❖➬❱➩✇➶❛➘✢➬❱➺✐➘✯➲✩➺❬➬Ü➫ñ➨④➶❛➻❬➩✉➫ñ❮✇➨➵➺✐➻❬➽♥➻✐➫
κDb = 0
ð
➻❬➩✇➶✩➨✯➨④➶ ➱❱➬Ü➩✩➻❬➧❫❮✩➨✯➧❚➻✐➩ ➬❱á❣➤❫➨✯➨④➽➾➨④➩❥➫ ✁❸➻✐➫ñ❮ ✆ ✂④③❚❒ ✞✣❍❡✜ ☛✭❒ ☎ ➨✯➧➦➻✐➶✩➨✯➧④ð✸➬❱➘④➘✯➯❣➤❫➶✩➻❬➩✩á❀➫ñ➯ ✆ ✂④③❚❒ ✞✣✜❡❏ ☛Ïð❢➫➦❮✩➨✉à✪➬❱➘④➫❋➫ñ❮❖➬☛➫
Φ(x = 0) 6= 0 ➽➾➨✯➬❱➩✩➧❩➫ñ❮✩➬Ü➫Ñ➫ñ❮✩➨❄➶✩➻✐➨✯➺❬➨④➘④➫➦➤➦➻❬➘➹➺❬➬✢û❣➨✯➤➵➘✢➬Ü➤➦➤➦➻✐➨✯➧➵➬✕➩✩➯❣➩✺➱Ü➬❱➩✩➻❬➧❫❮✩➻❬➩✇á✂➶✇➻❬➳✚➯❣➺❬➨❚➫➦❮✩➯❣➲✩á❣❮ ➻✐➫➦➧Ñ➩✩➨④➫
➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨Ñ➻❬➧✛☛④➨✯➤➦➯✇❒
ì✑➻❬➩✩➬❱➺❬➺✟û❣ð ✁ó➨Ñ➫ñ➲✩➤❫➩✂➫➦➯➹➫ñ❮✩➨Ñ➧➦➯☛❰P➘✢➬Ü➺❬➺❬➨④➶✕➘✯➯❣➩✺➫✭➬Ü➘④➫❸➫ñ❮✩➨④➯❣➤➦➨④➽ ✁❸❮✩➻✐➘✭❮❀á❣➻✟➱❣➨④➧❸➫➦❮✩➨➵➶✩➻✝✒✼➨✯➤❫➨✯➩✩➘④➨➵➸✚➨④➫✂✁ ➨✯➨④➩ü➫ñ❮✇➨
➸✩➲✩➺ ✂❝➫ñ❮✇➨✯➤➦➽♥➯✛➶✇û✛➩❖➬❱➽♥➻❬➘✢➬Ü➺Ú➳✩➤❫➨✯➧➦➧❫➲✩➤➦➨
PB
➬❱➩✩➶✕➫ñ❮✇➨ ✂❥➻❬➩✇➨④➫ñ➻✐➘❩➳✩➤➦➨④➧➦➧❫➲✩➤➦➨❋➯❣➩✂➫➦❮✩➨ ✁◗➬❱➺✐➺
kBT
∑
α ρα(x = b)
❒
➴
➘✯➘④➯❣➤➦➶✇➻❬➩✩á✕➫ñ➯✕➫ñ❮✩➨ ✆❖➤❫➧❫➫❋➨✯➼❥➲❖➬Ü➫➦➻❬➯❣➩ ➯❱àó➫➦❮✩➨ ☎✛✘ ✡ ❮✩➻✐➨✯➤➦➬❱➤➦➘✭❮✺û ✆ ✂④③❈❒ ✞✣✜■❍ ☛❩➬❱➩✩➶ ➧➦➻❬➩✇➘✯➨
vb(r, r
′)
➶✩➨④➳✼➨④➩✩➶✩➧
➯❣➩✩➺✟û✉➯❣➩
r− r′ ✆✻➘④à❲❒✐●❸➨④à❲❒▼✞ßò⑨ò ❏✌✞✥➬ ✠ ☛✬ð
PB =
1
β
∑
α
ρα(x = b)−
∫ +∞
b
dx′
∑
α
ρα(x
′)
∂ [e2αVself]
∂x′
(x′)
−
∫ +∞
b
dx′
∫ +∞
b
dx′′
∫
dy
∂ [vw − vb]
∂x′
(x′, x′′,y)
×
∑
α,γ
eαeγρα(x
′)ργ(x′′) [1 + hαγ(x′, x′′,y)]
✆ ✂④③❚❒ ✞✣❍ ✍ ☛
✒★➩✷➯❣➩✩➨❋❮❖➬❱➩✩➶Úð✼➲✩➳✷➫➦➯❝➯❣➤❫➶✩➨✯➤
ε
ð✚➫➦❮✩➨❈➸✩➲✇➺ ✂✕➳✩➤➦➨④➧➦➧❫➲✩➤➦➨
PB
➻✐➧ ✄❫➲✩➧ ➫☎➫ñ❮✇➨❚➧➦➲✩➽ ➯❱à✸➫➦❮✩➨❈➻✐➶✩➨✢➬Ü➺✟❰Pá❣➬❱➧❸➳✩➤➦➨④➧➦➧➦➲✇➤➦➨
➳✩➺✐➲✩➧◗➫ñ❮✩➨➵Û☎➨④➸✺û❣➨❈➘④➯❣➤➦➤❫➨✯➘✬➫ñ➻❬➯❱➩ ✞ÞÛ ☎ ➚■✜✫✠
βPB =
∑
α
ρBα −
κ3D
24π
+O (ε2 ln ε) ✆ ✂④③❚❒ ✞✣❍ ✏✫☛
✒★➩♥➫➦❮✩➨❸➯❱➫ñ❮✇➨✯➤✸❮❖➬❱➩✇➶✒ð✺➻✐➫✝➘✯➬❱➩➾➸✚➨❸➧➦❮✩➯ ✁❸➩♥à✻➤➦➯❣➽➐➬Ñ➶✇➻❃➬❱á❣➤➦➬❱➽♥➽❝➬Ü➫➦➻❬➘ ➬❱➩❖➬❱➺✟û✛➧➦➻❬➧✱➫➦❮❖➬Ü➫✸➫➦❮✩➨❸➳❖➬❱➤❫➫❁➯❱à
hαγ
✁❸❮✇➻❬➘✭❮
➶✩➯✛➨✯➧❸➘✯➯❱➩❥➫➦➤➦➻✐➸✩➲✇➫ñ➨❩➫➦➯❄➫➦❮✩➨Ñ➻❬➩✺➫ñ➨④á❣➤ñ➬Ü➺✒➻❬➩ ✆ ✂④③❚❒ ✞✣❍ ✍ ☛⑨➬Ü➫❸➯❣➤❫➶✩➨✯➤
ε
➻❬➧⑨➯❣➩✩➺✟û
−βeαeγκDφ˜(0)(κDr, κDr′) ✆ ✂④③❚❒ ✞✣❍❡❍ ☛
➴
à✙➫➦➨✯➤✱➯❱➲✩➤✱➨✬ß❡➳✩➺✐➻❬➘④➻✐➫✱➨Ïß❡➳✩➤➦➨④➧➦➧➦➻✐➯❣➩✩➧✸❮❖➬✢➱❱➨➭➸✚➨✯➨④➩➹➻❬➩✩➧❫➨✯➤ ➫ñ➨✯➶❄➻✐➩❥➫➦➯☎➫ñ❮✇➨⑨➤✯❒Þ❮✒❒ß➧④❒❣➯❱à❀✆ ✂④③❈❒ ✞✣❍ ✍ ☛✬ð❱➬★➧❫➫ñ➤➦➬❱➻❬á❱❮❥➫❫à✻➯❣➤ ✁ó➬❱➤❫➶
➘✢➬Ü➺❬➘✯➲✇➺❃➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✒ð ✁❸❮✩➻✐➘✭❮❄➲✩➧➦➨④➧❁➫➦❮✩➨⑨➸❖➬❱➧❫➻❬➘óà✻➯❣➤❫➽❚➲✩➺❬➬❇✆ ✂④③❈❒ ✞✑✞✥➚ ☛✗➻❬➩➹➯❱➤➦➶✩➨④➤✱➫ñ➯❩❮❖➬❱➩✇➶✩➺❬➨◗➳✇➤➦➯❣➳✚➨✯➤❫➺✐û❈➫➦❮✩➨⑨➧➦➨④➺✐à❃❰ ➨✯➩✩➨④➤➦á❱û
➘✯➯❱➩❥➫➦➤➦➻✐➸✩➲✇➫ñ➻✐➯❣➩✩➧❩➫ñ➯
ρα(x)
ð❢➬❱➺❬➺✐➯ ✁❸➧❩➯❣➩✩➨❄➫ñ➯ü➘✭❮✇➨✯➘ ✂✳➫ñ❮❖➬☛➫ ✆ ✂④③❚❒ ✞✣❍ ✏ ☛★➻❬➧Ñ➤❫➨④➫ñ➤❫➻❬➨✬➱❣➨✯➶ ➲✩➳ ➫➦➯ü➯❣➤❫➶✩➨✯➤
ε
➻✐➩ ➫➦❮✩➨
➺❬➻✐➽➾➻✟➫ ✁❸❮✇➨✯➤➦➨
κDb
➱Ü➬❱➩✩➻✐➧➦❮✩➨④➧✯❒
✁♠▲❑é✲ ✡✒✲ ✙ ✚✉✌✛✔❢✌❥✠☛✖❦✹❛♦❢✠✽✞✚♦✸✌❥✠✥✣✽✖✻✌✛✜❄✞  ❸✣✽♣☞✌ü♦❢✠☛✞❖✾✑❤✪✌ü✄❢✌✛✔❢✜✢✖✙✣✬❅
÷⑨❮✩➨➹➳✩➤❫➯ ✆❖➺❬➨➵➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pûü➻✐➧☎➤➦➲✇➺❬➨✯➶ü➸❥û✂➫ñ❮✇➨❚➘✯➯❣➽♥➳✚➨④➫ñ➻✟➫ñ➻✐➯❣➩❀➸✚➨④➫✂✁ ➨✯➨④➩✳➫ñ❮✩➤❫➨✯➨ ✂❥➻❬➩✇➶✩➧★➯❱à✸➨✕✒Ú➨④➘④➫➦➻✐➱❣➨➹➻✐➩✺➫ñ➨✯➤➦➬❱➘✬❰
➫ñ➻✐➯❣➩✩➧④ð✒➬❱➧❩➨Ïß✇❮✇➻❬➸✩➻✟➫ñ➨✯➶é➸✺û✷➤❫➨ ✁❸➤❫➻✐➫ñ➻✐➩✩á❝➫➦❮✩➨❄➶✩➨✯➩✩➧❫➻✐➫Pûü➳✩➤➦➯ ✆✩➺❬➨ ✆ ✂④③❚❒ ✞✣✜✌✞✮☛➮➸✺û✳➽♥➨✢➬Ü➩✩➧❩➯❱à ✆ ✂④③❚❒ ✞✎✍✑✍ ☛✭ð❂✆ ✂④③❚❒ ✞ ✏ ✍ ☛
➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❈❒ ✞ ✏■❍ ☛ ✁❸➻✐➫➦❮❛➫ñ❮✩➨Ñ➤➦➨④➧➦➲✩➺✟➫
ρα(x) = ρ
B
αe
∆βe2α(e
−2κDx/4x)
×
{
1− βe2α
κD
2
L¯(κDx; κDb,∆)− βeαΦ(x) +Oexp(ε2)
}
✆ ✂④③❚❒ ✞✣❍✉★ ☛
÷⑨❮✩➨Ñ➻❬➩✺➫➦➨✯➤➦➳✇➤➦➨④➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩✕➯❱à ✆ ✂④③❚❒ ✞✣❍✉★ ☛ó➻✐➧◗➫ñ❮✩➨❩à✻➯❣➺✐➺❬➯ ✁❸➻❬➩✩á✇❒
ì✑➻❬➤❫➧❫➫✯ð
eαΦ(x)
➻✐➧ ➫ñ❮✇➨★➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻✐➯❣➩❝➸✚➨④➫✂✁ ➨✯➨④➩❀➬❋➘✭❮❖➬❱➤➦á❱➨
eα
➬❱➩✩➶❝➫➦❮✩➨☎➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨★➳✇➤➦➯ ✆❖➺✐➨☎➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû❝➻✐➩❝➫ñ❮✇➨
➨✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➻✐➘★➺❃➬✢û❱➨✯➤✯❒✇÷⑨❮✩➨Ñ➯❱➫ñ❮✩➨④➤◗➫✂✁ó➯❄➻✐➩❥➫➦➨✯➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩✩➧ ✁❸➻❬➺❬➺✼➸✼➨☎➼✛➲✩➬❱➺❬➻✠✆❖➨✯➶✕➬❱➧◗➫➦❮✩➨❩➫✂✁ó➯❄➳❖➬Ü➤❫➫ñ➧⑨➯Üà✗➧❫➯❣➽♥➨❩➧➦➘✯➤❫➨✯➨④➩✩➨✯➶
➧➦➨④➺✐à❃❰ ➨✯➩✩➨④➤➦á❱û❱ð❖➸✼➨④➘✢➬❱➲✩➧❫➨➵➫➦❮✩➨④û❛➬❱➤➦➨Ñ➳✩➤❫➯❣➳✼➯❱➤❫➫ñ➻✐➯❣➩❖➬❱➺✡➫ñ➯
e2α
❒
✞❡➨✯➘④➯❣➩✩➶✒ð
exp(∆βe2α exp(−2κDx)/4x)
➻✐➧❁➫➦❮✩➨☎➨✕✒Ú➨④➘④➫➦➻✐➱❣➨✡☎ó➯❣➺✐➫✍☛✯➽➾➬❱➩✩➩❄à✪➬❱➘④➫➦➯❣➤ ➬❱➧➦➧❫➯❡➘④➻❃➬Ü➫➦➨✯➶ ✁❸➻✟➫ñ❮❝➫➦❮✩➨
➳❖➬❱➤ ➫➭➯❱à✱➫ñ❮✇➨❋➧❫➘✯➤➦➨④➨✯➩✩➨④➶✷➧➦➨④➺✐à❃❰ ➨✯➩✩➨④➤➦á❱û✕➘④➤➦➨✢➬☛➫ñ➨✯➶ü➸❥û❛➫➦❮✩➨➵➨✯➺❬➨④➘④➫➦➤➦➯❣➧ ➫✭➬Ü➫➦➻❬➘Ñ➤➦➨④➧➦➳✚➯❣➩✩➧➦➨❋➯❱à✑➫➦❮✩➨ ✁◗➬❱➺✐➺ý❒❖÷⑨❮✩➨➵➨ ✒✼➨✯➘✬➫
➯❱à❩➫➦❮✩➨✷➘✯➯❱➤➦➤➦➨④➧➦➳✚➯❣➩✩➶✩➻✐➩✩á➏➬Ü➫❫➫ñ➤ñ➬Ü➘④➫ñ➻✟➱❣➨ ✆
∆ > 0
☛➾➯❣➤➾➤➦➨④➳✩➲✩➺❬➧❫➻✐➱❱➨ ✆
∆ < 0
☛❄➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻❬➯❱➩ ✁❸➻✐➫➦❮↔➫ñ❮✩➨ ✁◗➬❱➺✐➺
➘✢➬Ü➩✩➩✩➯❱➫❋➸✼➨➾➺❬➻✐➩✩➨✢➬❱➤❫➻ ☛④➨✯➶✒❒ ✂P➩✩➶✇➨✯➨✯➶Úð ✁❸❮✩➨④➩ ➫ñ❮✩➨➾➶✩➻❬➨④➺❬➨④➘④➫ñ➤❫➻❬➘ ✁ó➬❱➺❬➺✸➻✐➧❋➤❫➨✯➳✩➲✩➺✐➧➦➻✟➱❣➨❱ð☞➫ñ❮✇➨❝➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû ➱Ü➬❱➩✇➻❬➧➦❮✇➨✯➧❚➬Ü➧
exp(−|∆|βe2α/2b)
✁❸❮✩➨④➩
b
á❱➯❡➨④➧✝➫➦➯ ☛✯➨✯➤❫➯✩❒✟✞❡➻❬➩✇➘✯➨⑨➫ñ❮✩➨❸❮❖➬Ü➤➦➶❡❰ ➘✯➯❣➤❫➨⑨➤➦➨✯➳✇➲✩➺❬➧❫➻❬➯❣➩❄➻❬➧✝➧❫➳✩➲✩➤➦➻✐➯❣➲✩➧ ✁❸❮✩➨④➩
∆ < 0
ð
✁ ➨❋➘✯➬❱➩✕➧➦➨④➫
b = 0
➬Ü➩✩➶
ρα(x = 0,∆ < 0) = 0
✆ ✂④③❚❒ ✞✣❍❡❏ ☛
✒★➩✂➫➦❮✩➨Ñ➘✯➯❣➩✺➫➦➤ñ➬❱➤ û ✁❸❮✩➨✯➩
∆ > 0
ð✇➫ñ❮✇➨➵➶✇➨✯➩✩➧❫➻✐➫Pû✕➸✩➺✐➯ ✁❸➧⑨➲✇➳ü➬❱➧
ρα(x = b,∆) ∼
b→0
ρBα exp
{
∆βe2αe
−κDb
4b
}
[1 +O(ε)] ✆ ✂④③❚❒ ✞✣❍✑☛ ☛
÷⑨❮✩➻❬➤❫➶✒ð❖➫ñ❮✩➨❋➳❖➬❱➤ ➫☎➯❱à✗➫ñ❮✩➨❋➧➦➘④➤➦➨✯➨④➩✩➨✯➶✳➧❫➨✯➺✟à❃❰P➨✯➩✇➨✯➤➦áÜû ✁❸❮✩➻❬➘✭❮✷➨Ïß❡➻❬➧❫➫➦➧☎➨✬➱❣➨✯➩ü➻❬➩❀➫➦❮✩➨❋➬❱➸✩➧➦➨④➩✩➘✯➨❈➯❱à✝➬❱➩✺û✕➨✯➺✐➨✯➘Ï❰
➫ñ➤❫➯❣➧❫➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➘❋➳✇➤➦➯❣➳✚➨✯➤ ➫Pûü➯❱à✑➫ñ❮✩➨ ✁ó➬❱➺✐➺❀✆✻➩❖➬❱➽♥➨✯➺✐û✕➨✬➱❣➨④➩ ✁❸❮✩➨✯➩
∆ = 0
☛❸➻❬➧
(κD/2)L¯(κDx; κDb,∆)
✂Ú➻✐➫☎➬❱➤❫➻❬➧➦➨④➧
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➫ñ❮✇➨➾➧❫➘✯➤➦➨④➨✯➩✩➻✐➩✩áü➘④➺❬➯❣➲✇➶ ✆ ✁❸➻✐➫➦❮ ➬✕➩✩➨④➫❋➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨ −eα ☛★➧➦➲✩➤❫➤➦➯❣➲✇➩✩➶✩➻❬➩✇á✷➬❱➩✺ûé➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨ eα ð✒➫ñ❮✩➨ ✁◗➬Ü➺❬➺✝❮✩➻❬➩✇➶✩➨✯➤❫➧
➫ñ❮✇➨➭➧ ➫✭➬❱➸✇➻❬➺❬➻✝☛✯➻✐➩✩á☎➨✕✒Ú➨④➘④➫❁➯❱à✒òó➯❣➲✩➺❬➯❱➽❚➸➹➻❬➩✺➫ñ➨④➤ñ➬❱➘✬➫ñ➻✐➯❣➩✩➧✯ð❣➬❱➧✸➨✬ß❡❮✩➻✐➸✩➻✐➫➦➨✯➶❄➘✯➺✐➨✢➬❱➤❫➺✐û❋➻❬➩➹➫ñ❮✩➨⑨à✻➯❣➺✐➺❬➯ ✁❸➻❬➩✇á☎➧➦➲✇➸✩➧➦➨④➘④➫ñ➻✐➯❣➩
➬❱➸✚➯❣➲✇➫⑨➫➦❮✩➨Ñ➳✩➺❃➬❱➻✐➩❛❮❖➬❱➤❫➶ ✁ó➬❱➺✐➺ý❒
÷⑨❮✩➨Ñ➫ñ➯❱➫ñ➬❱➺✒➧➦➘④➤➦➨④➨✯➩✩➨④➶ü➧➦➨④➺✐à❃❰ ➨✯➩✩➨④➤➦á❱û❛➻✐➧⑨➨✯➼❥➲❖➬❱➺❜➫➦➯
e2αV
sc
self
(x) = e2α(κD/2)L(κDx; κDb,∆)
✆ ✂④③❈❒ ✞✩★Ü➪ ☛
➬❱➘④➘✯➯❣➤❫➶✩➻❬➩✩á➹➫➦➯ ✆ ✂④③❚❒ ✞✥➪❡✜ ☛✬❒ ✂ ➫➦➧➭➶✇➨✯➘✢➬✢û✂➬Ü➫◗➺❃➬❱➤❫á❣➨★➶✩➻✐➧❫➫✭➬Ü➩✩➘✯➨④➧
e2α exp(−2κDx)/4x
✆✪á❣➻✟➱❣➨✯➩✕➸✺û ✆ ✂④③❈❒ ✞✥➪❣➚ ☛✛☛ó➻✐➧
➻❬➩✇➶✩➨✯➳✚➨✯➩✩➶✇➨✯➩✺➫❋à✻➤❫➯❣➽
∆
➬Ü➩✩➶✎➻✐➧❩➳✼➯❱➧➦➻✐➫➦➻✐➱❱➨❛✃✒à✪➬❱➤➵➬ ✁ó➬✢û✳à✻➤➦➯❣➽❾➫ñ❮✩➨ ✁ó➬❱➺❬➺❦ð✼➫ñ❮✇➨➾➧❫➘✯➤➦➨④➨✯➩✩➨④➶ ➧➦➨④➺✐à❃❰ ➨✯➩✩➨④➤➦á❱û✳➻✐➧Ñ➬
➤➦➨④➳✩➲✩➺✐➧➦➻✐➱❱➨➹➨ ✒✼➨✯➘✬➫✢ð❜➨④➱❱➨✯➩✎➻✐à✝➫ñ❮✩➨❄➨④➺❬➨✯➘✬➫ñ➤❫➯❣➧❫➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➘❚➤➦➨④➧➦➳✚➯❣➩✩➧➦➨♥➯❱à✝➫ñ❮✇➨ ✁ó➬❱➺✐➺✑➲✩➳✚➯❣➩ ➯❣➩✩➨➹➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨❄➻❬➧❩➬☛➫➦➫ñ➤➦➬❱➘④➫➦➻✐➱❱➨
✆
∆ > 0
☛✬❒☞÷⑨❮✩➨✉➘④➯❣➩✺➫ñ➤➦➻✐➸✩➲✇➫➦➻❬➯❣➩éà✻➤➦➯❣➽➄➫➦❮✩➨❝➘④➯❣➽♥➳✩➺❬➨✬➫ñ➨♥➧➦➘✯➤❫➨✯➨④➩✩➨✯➶ ➧❫➨✯➺✐à❃❰ ➨✯➩✩➨④➤➦á❱û
e2αV
sc
self
➫ñ➯
ρα(x) − ρBα
➻✐➧
➶✩➤➦➬ ✁❸➩✂➻❬➩✂ì✑➻✐á✩❒✌✂④③❈❒ ★✛❒
❐❀➯❣➤❫➨✯➯✥➱❣➨④➤✯ð✩➬Ü➧❁à✪➬❱➤❁➬❱➧❁➫ñ❮✩➨➭➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû➾➳✇➤➦➯ ✆❖➺✐➨❸➯❱à❜➯❣➩✩➨➭➧➦➳✚➨✯➘④➻❬➨④➧ó➻❬➧❁➘✯➯❱➩✩➘✯➨④➤➦➩✩➨④➶✒ð✛➫➦❮✩➨
exp(−2κDx)/x ➫ñ➬❱➻❬➺
➯❱à✸➫➦❮✩➨❈➧❫➘✯➤➦➨④➨✯➩✩➨④➶✎➧❫➨✯➺✟à❃❰P➨✯➩✇➨✯➤➦áÜû❀➻✐➧★➬❱➺ ✁◗➬✢û✛➧☎➯✥➱❱➨✯➤➦➘④➯❣➽♥➨❚➸✺û❀➫➦❮✩➨❚➨ ✒✼➨✯➘✬➫❩➯❱à −eαΦ(x) ð ✁❸❮✩➻✐➘✭❮✷➯❣➩✩➺✟û✂➶✩➨✯➘✯➬✥û✛➧
➬❱➧
exp(−κDx) ð✡➬Ü➫❸➺❬➬❱➤➦á❱➨★➶✩➻❬➧ ➫✭➬❱➩✇➘✯➨✯➧❸à✻➤➦➯❱➽ ➫ñ❮✇➨ ✁ó➬❱➺✐➺ýð
Φ(x) ∼
x→+∞
Φase
−κDx ✆ ✂④③❚❒ ✞✩★✟✞✙☛
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e2αVself
➫➦➯➮➫➦❮✩➨ ➳✇➤➦➯ ✆❖➺✐➨✝➶✩➨✯➩✩➧❫➻✐➫Pû❱❒
✂P➩❈➫➦❮✩➨ ➘✯➬❱➧➦➨ ➯❱à✡➬➭➧❫û✛➽➾➽♥➨④➫➦➤➦➻✐➘❁➫✂✁ ➯Ü❰P➘④➯❣➽♥➳✼➯❣➩✇➨✯➩✺➫✑➳✇➺❃➬❱➧❫➽❝➬❸➯❱à✩➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨④➧
e
➬❱➩✇➶ −e ð ρ+(x) = ρ−(x) = ρ(x)
➬❱➩✩➶
ΦHW (x = 0)
✁❸❮✩➻✐➺❬➨
ρ(x) = ρB exp [−βe2V scself(x)]
❒ ✂P➩ ì✑➻❬á✇❒ ✂④③❈❒ ★❡✃ß➬✇ð ✁❸❮✩➨✯➤❫➨
ǫw < 1
ð✒➸✚➯❱➫ñ❮✷➫➦❮✩➨
➨✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➯❱➧❫➫✭➬☛➫ñ➻❬➘✂➬❱➩✇➶ á❣➨④➯❣➽♥➨④➫ñ➤❫➻❬➘❛➤❫➨✯➳✩➲✩➺✐➧➦➻✐➯❣➩✩➧❄à✻➤➦➯❣➽ ➫➦❮✩➨ ✁◗➬❱➺✐➺⑨➽❝➬ ✂❱➨
ρ(x) < ρB
❒❁ì✑➻✐á✩❒ ✂④③❚❒✢★❡✃Þ➸✒ð ✁❸❮✩➨✯➤❫➨
ǫw > 1
ð✒➶✩➻✐➧➦➳✩➺❬➬✥û✛➧★➫➦❮✩➨➹➘✯➯❣➽♥➳✚➨④➫ñ➻✟➫ñ➻✐➯❣➩✳➬Ü➫Ñ➧❫❮✩➯❣➤❫➫Ñ➶✇➻❬➧❫➫ñ➬❱➩✩➘④➨✯➧Ñ➸✼➨✬➫✂✁ó➨④➨✯➩ ➫➦❮✩➨➹➨✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➯❱➧❫➫✭➬☛➫ñ➻❬➘❄➬☛➫➦➫ñ➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩❀➫ñ➯
➫ñ❮✇➨ ✁◗➬Ü➺❬➺ ✆ ✁❸❮✩➻✐➘✭❮❛á❣➨④➫➦➧◗➺❃➬❱➤❫á❣➨✯➤ ✁❸❮✩➨④➩
ǫw
➻✐➩✩➘✯➤❫➨✢➬❱➧❫➨✯➧❊☛ ➬❱➩✩➶✉➫ñ❮✇➨☎á❣➨④➯❣➽➾➨✬➫ñ➤❫➻❬➘☎➤❫➨✯➳✩➲✇➺❬➧➦➻✐➯❣➩➾à✻➤❫➯❣➽❼➫ñ❮✩➨ ✁◗➬❱➺✐➺ý❒ ✂P➩
ì✑➻✐á✩❒ ✂④③❈❒ ★✛✃ù➬✇ð
κDβe
2 = 0.1
➬❱➩✇➶
κDb = 10
−5 ✁❸❮✇➨✯➤➦➨✯➬❱➧Ñ➻❬➩éì✑➻✐á✩❒ ✂④③❚❒✢★❡✃ß➸Úð κDβe2 = 0.01
ð
κDb = 0.1
➬❱➩✩➶✕➫ñ❮✇➨Ñ➱Ü➬❱➺✐➲✩➨✯➧⑨➯Üà
ǫw
➬❱➤➦➨ ✁❸➤➦➻✟➫➦➫➦➨✯➩✕➻❬➩❛➫ñ❮✇➨ ✆✩á❣➲✩➤➦➨Ü❒
÷⑨❮✩➨➭➧➦➻✐á❣➩❄➯❱à
Φas
➶✩➨④➳✼➨④➩✩➶✩➧❁➯❣➩♥➫➦❮✩➨➭➘✯➯❣➽♥➳✼➯❱➧➦➻✐➫➦➻❬➯❣➩ {eγ , ρBγ }γ=1,... ,ns
➬Ü➧ ✁ ➨✯➺✐➺✚➬❱➧✝➯❣➩
κDb
➬❱➩✇➶
∆
❒ ✂P➩✩➶✩➨④➨✯➶
Φas = −2πβ
κD
∑
γ
e3γρ
B
γ
{
M¯as(κDb,∆) + [Mγ −M ] (x˜ = 0; εγ, κDb,∆)
}
✆ ✂④③❚❒ ✞✩★❣➚✫☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨❱ð✡➻✐➩✕➫➦❮✩➨Ñ➺❬➻✐➽➾➻✟➫
η ≡ κDb = 0 ð M¯as ➻❬➧⑨➯❱➸✇➫✭➬❱➻✐➩✩➨✯➶❛à✻➤❫➯❣➽ ✆ ✂④③❚❒ ✞✣✜ ✏ ☛
M¯as(η = 0,∆) =
1
8
1−∆2
1 + ∆+∆2
{
π√
3
+ (1 + 2∆) ln 3
+2
(1−∆2)
∆
ln(1−∆)
}
✆ ✂④③❚❒ ✞✩★■✜ ☛
✂P➩✷➬Ü➩ü➬❱➧ û✛➽➾➽♥➨④➫➦➤➦➻❬➘❩➳✇➺❃➬❱➧❫➽❝➬➹➯❣➤➭➬❄➘✭❮❖➬❱➤➦á❱➨✬❰P➧ û✛➽➾➽♥➨④➫➦➤➦➻❬➘❩➳✇➺❃➬❱➧❫➽❝➬ ✁❸➻✐➫➦❮ü➬☛➫➮➺✐➨✢➬❱➧ ➫⑨à✻➯❣➲✩➤❸➘✯➯❱➽➾➳✚➯❣➩✩➨④➩❥➫➦➧☎➬Ü➩✩➶
➻❬➩✂➬❱➩✂➬❱➧ û✛➽➾➽♥➨④➫➦➤➦➻❬➘❩➧ ➫✭➬Ü➫➦➨
ρasymα (x) ∼
x→+∞
ρBα
[
1− βeαΦase−κDx
]
✆ ✂④③❚❒ ✞✩★ ✍ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨✢➬Ü➧✯ð✇➻✐➩❝➬➵➧❫û✛➽♥➽➾➨✬➫ñ➤➦➻✐➘➭➫✂✁ ➯Ü❰ ➘✯➯❣➽♥➳✼➯❱➩✩➨✯➩✺➫ ➳✩➺❃➬❱➧❫➽❝➬Ñ➯❣➤❁➻❬➩➾➬❋➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨Ï❰P➧❫û✛➽♥➽➾➨✬➫ñ➤❫➻❬➘➭➳✩➺❃➬❱➧❫➽❝➬ ✁❸➻✐➫➦❮❝➽♥➯❣➤➦➨
➫ñ❮✩➬❱➩✂➫✂✁ ➯♥➘✯➯❣➽♥➳✼➯❱➩✩➨✯➩✺➫ñ➧➭➬❱➩✇➶✂➻✐➩✂➬❄➧ û✛➽➾➽♥➨④➫➦➤➦➻❬➘❩➧ ➫✭➬Ü➫➦➨ ✆✪➧➦➨④➨❋➶✇➨ ✆❖➩✩➻✟➫ñ➻✐➯❣➩ ✆ ✂④③❈❒ ✞✣❍❱➪ ☛★☛
Φ(x) = 0
ð
ρsymα (x) ∼
x→+∞
ρBα
[
1− βe2α
e−2κDx
4x
]
✆ ✂④③❚❒ ✞✩★✑✏✫☛
☎➮➯ ✁ ➨④➱❱➨✯➤✯ð❖➸✚➨✯➘✯➬❱➲✩➧❫➨❩➯❱à❜➫ñ❮✩➨☎➸✩➲✩➺ ✂❄➺✐➯❡➘✯➬❱➺✡➩✩➨✯➲✇➫➦➤ñ➬❱➺✐➻✐➫Pû❱ð✛➫➦❮✩➨★➻❬➩✑✥❖➲✩➨✯➩✇➘✯➨★➯❱à
Φ(x)
➬Ü➫ó➺❃➬❱➤❫á❣➨☎➶✇➻❬➧❫➫ñ➬❱➩✩➘④➨✯➧◗➶✩➻✐➧ñ➬❱➳✛❰
➳✚➨✢➬❱➤❫➧➭➻✐➩❛➫ñ❮✩➨❩➫ñ➯Ü➫✭➬❱➺✒➳✩➬❱➤❫➫➦➻❬➘✯➺✐➨★➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû
∑
α ρα(x)
➨④➱❱➨✯➩❀➻❬➩❛➫ñ❮✩➨Ñ➘✯➬❱➧➦➨Ñ➯❱à✱➬❱➩✂➬❱➧❫û✛➽♥➽➾➨✬➫ñ➤➦➻✐➘★➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬
∑
α
ρα(x) ∼
x→+∞
∑
α
ρBα −
κ2
D
16π
e−2κDx
x
+O
(
e−3κDx
x
)
✆ ✂④③❚❒ ✞✩★■❍ ☛
✁÷⑨❮✩➨➵➫ñ➯❱➫ñ➬❱➺❜➳❖➬❱➤ ➫ñ➻❬➘④➺❬➨❩➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû✂➻❬➧❸➧➦➲✩➸✇➽➾➻✟➫➦➫ñ➨④➶❀➫➦➯❝➬❱➩❀➨ ✒✼➨✯➘✬➫ñ➻✐➱❱➨❈➤❫➨✯➳✩➲✩➺✐➧➦➻✐➯❣➩❛à✪➬❱➤☎➬ ✁ó➬✢û✂à✻➤❫➯❣➽↕➫➦❮✩➨ ✁ó➬❱➺✐➺ý❒ ✒★➩
➫ñ❮✇➨➵➘④➯❣➩✺➫ñ➤➦➬❱➤❫û
∑
α
eαρα(x) ∼
x→+∞
−κ
2
D
4π
Φase
−κDx ✆ ✂④③❚❒ ✞✩★❡★✫☛
  ❮✩➨④➩↔➬❱➳✇➳✩➤➦➯✺➬Ü➘✭❮✩➻❬➩✩á✳➫➦❮✩➨✕➸✩➲✩➺ ✂ ➤➦➨✯á❱➻❬➯❣➩✒ð✗➫ñ❮✩➨✕➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✕➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫Pû ➱❱➬Ü➩✩➻❬➧❫❮✩➨✯➧ ✁❸➻✐➫➦❮ ➬ ➧❫➻❬á❣➩➏➤➦➲✇➺❬➨✯➶➏➸✺û ➫ñ❮✇➨
➘✯➯❱➽➾➳✚➯❣➧➦➻✟➫ñ➻✐➯❣➩✉➯❱à❢➫ñ❮✩➨❋òó➯❣➲✇➺❬➯❣➽❚➸ ✥❖➲✇➻❬➶✒❒
♠▲❑é✲ ✡✒✲ ✩ ✍❋✧❖✜④✌✷✞  ➭✧ ♦✗❤✪✧❖✖✪✔➉♣☞✧✩✠☛✄ ✂❚✧❖❤✪❤✁ 
ǫw = 1 ✂
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➬❱➘✬➫ñ➻❬➯❱➩✩➧➮➻✐➩❀➫➦❮✩➨❦✥❖➲✇➻❬➶✷➬Ü➩✩➶ü➫ñ❮✇➨❈á❣➨④➯❣➽➾➨✬➫ñ➤❫➻❬➘Ñ➶✩➨④à✻➯❱➤➦➽➾➬Ü➫ñ➻✐➯❣➩❀➯Üà✸➧➦➘④➤➦➨✯➨④➩✩➻❬➩✇á✉➘✯➺✐➯❣➲✩➶✩➧➮➸❥û✂➫ñ❮✇➨❈➻❬➽♥➳✚➨✯➩✩➨✬➫ñ➤ñ➬Ü➸✩➺❬➨
✁ó➬❱➺❬➺❦❒
➴
➘✯➘④➯❣➤➦➶✇➻❬➩✩á❄➫ñ➯ ✆ ✂④③❈❒ ✞❭❍✉★ ☛✬ð❡➫ñ❮✩➨Ñ➨✬ß❡➳✩➤❫➨✯➧❫➧➦➻❬➯❱➩ü➯❱à❢➫ñ❮✩➨Ñ➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû❛➳✩➤❫➯ ✆❖➺❬➨❩➻✐➧⑨➤➦➨④➶✩➲✩➘✯➨④➶❀➫➦➯
ρHWα (x) = ρ
B
α
{
1− βe2α
κD
2
LHW (κD(x− b))− βeαΦHW (x)
}
✆ ✂④③❚❒ ✞✩★■❏ ☛
✂P➩ ✆ ✂④③❚❒ ✞✩★■❏ ☛Ïð
LHW
➘✢➬❱➩✂➸✚➨➵➨Ïß❡➳✩➺❬➻✐➘✯➻✐➫➦➺✐û♥➘✢➬Ü➺❬➘✯➲✇➺❃➬Ü➫➦➨✯➶❛à✻➤➦➯❣➽ ✆ ✂④③❈❒ ✞✥➪✟✞✮☛ ✁❸➻✐➫➦❮✕➫➦❮✩➨Ñ➤➦➨④➧➦➲✩➺✟➫✶✆✻➧➦➨④➨ ✞ ✁❣➬❱➩✐❏❣➚❱➬ ✠ ☛
LHW (u) = e−2u
[
1
2u
+
1
u2
+
1
2u3
]
− 1
u
K2(2u)
✆ ✂④③❈❒ ✞✩★ ☛ ☛
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➴
➘✯➘④➯❣➤➦➶✇➻❬➩✩á✷➫➦➯ ✆ ✂④③❈❒ ✞✣✜ ✍ ☛Ïð
MHW
➻✐➧❈➤➦➨④➶✩➲✩➘④➨✯➶ ➫ñ➯
M¯HW (x)
❒✗÷⑨❮❥➲✩➧
MHW
➻❬➧⑨➻✐➩✩➶✩➨④➳✼➨④➩✩➶✩➨✯➩✺➫➭à✻➤➦➯❣➽ ➫ñ❮✩➨Ñ➧❫➳✼➨④➘✯➻❬➨④➧
γ
➬❱➩✩➶Úð✡➬❱➘✯➘④➯❣➤➦➶✩➻✐➩✩á➹➫ñ➯ ✆ ✂④③❈❒ ✞ ✏ ✍ ☛✬ð
ΦHW (x) = −
2πβ
(∑
γ ρ
B
γ e
3
γ
)
κD
M¯HW (κD(x− b)) ✆ ✂④③❈❒ ✞❭❏❣➪ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
M¯HW
➶✩➨④➳✼➨④➩✩➶✩➧❈➯❱➩
κD(x − b) ➧❫➻❬➩✩➘④➨➾➻✟➫➵➻❬➧Ñ➶✩➨ ✆✩➩✩➨✯➶ ➻✐➩ ➫➦➨✯➤➦➽♥➧➵➯❱à LHW (κD(x − b)) ➫ñ❮✩➤❫➯❣➲✩á❣❮
✆ ✂④③❈❒ ✞✥➚■✜ ☛✬❒✌✂ ➫ñ➧❸➨✬ß❡➳✩➤❫➨✯➧➦➧❫➻❬➯❣➩ü➬Ü➫
u = κD(x− b) ➘✯➯❱➻❬➩✩➘④➻❬➶✩➨④➧ ✁❸➻✐➫ñ❮ ✆ ✂④③❚❒ ✞✣✜ ✏ ☛ ✁❸❮✩➨④➩ ∆ ➻✐➧⑨➧➦➨✬➫➭➫➦➯ ☛✯➨✯➤❫➯✩ð
M¯HW (u) =
∫ +∞
1
dt
[
e−2tu − 2te−u
1− (2t)2
]
1(
t+
√
t2 − 1)2 ✆ ✂④③❚❒ ✞✣❏✌✞✙☛
÷⑨❮✩➨Ñ➺❃➬Ü➤➦á❣➨Ï❰P➶✩➻✐➧❫➫✭➬Ü➩✩➘✯➨❩➸✚➨✯❮❖➬✢➱✛➻❬➯❱➤⑨➯❱à ✆ ✂④③❈❒ ✞❭❏✌✞✮☛ó➤➦➨✯➬❱➶✩➧
M¯HW (u) ∼
u→∞
1
2
[
ln 3− 2 + π√
3
]
e−u
✆ ✂④③❚❒ ✞✣❏✺➚✫☛
  ➨Ñ➩✩➯Ü➫ñ➻❬➘④➨★➫ñ❮❖➬☛➫✢ð✡➬❱➘④➘✯➯❣➤❫➶✩➻❬➩✩á➹➫➦➯❄➫➦❮✩➨Ñ➸✩➲✩➺ ✂❝➺❬➯✛➘✢➬Ü➺✒➩✩➨✯➲❡➫ñ➤ñ➬Ü➺❬➻✐➫Pû ✆ ✂④③❚❒ù➚ ✍ ☛✭ð
∑
α
ρHWα (x) =
∑
α
ρBα −
κ3
D
8π
LHW (κD(x− b)) <
∑
α
ρBα
✆ ✂④③❚❒ ✞✣❏❡✜ ☛
✞❡➻✐➩✩➘✯➨
LHW
➻✐➧❁➬➵➳✚➯❣➧➦➻✟➫ñ➻✟➱❣➨◗à✻➲✩➩✩➘✬➫ñ➻✐➯❣➩✒ð❣➫ñ❮✇➨❸➫➦➯❱➫✭➬Ü➺❖➳❖➬❱➤❫➫➦➻❬➘④➺❬➨⑨➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû❄➻❬➧✝➺❬➯ ✁ ➨✯➤✸➫ñ❮❖➬Ü➩➾➻✟➫ñ➧✝➸✩➲✩➺ ✂❈➱Ü➬❱➺❬➲✩➨❸➬☛➫ó➬Ü➩❥û
➳✚➯❣➻❬➩✺➫➵✃❖➫ñ❮✩➨Ñ➫ñ➯❱➫ñ➬❱➺❜➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➺❬➨Ñ➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû✂➲✩➩✩➶✩➨④➤➦á❣➯✛➨✯➧➮➬➾➤❫➨✯➳✩➲✩➺✐➧➦➻✐➯❣➩ü➬☛➫☎➬Ü➩❥û✂➶✩➻✐➧❫➫ñ➬❱➩✩➘✯➨Ü❒✡÷⑨❮✩➨❈➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨➵➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫Pû
➳✩➤❫➯ ✆❖➺❬➨Ñ➬Ü➺❬➧➦➯➹➫ñ➬ ✂❱➨④➧➮➬❄➧➦➻✐➽➾➳✇➺❬➨☎à✻➯❣➤❫➽↕➩✩➨✯➬❱➤➭➬➹❮❖➬❱➤➦➶ ✁ó➬❱➺❬➺
∑
α
eαρ
HW
α (x) = −β
(∑
γ
ρBγ e
3
γ
)
κD
2
[
LHW (κD(x− b))− M¯HW (κD(x− b))
]
✆ ✂④③❚❒ ✞✣❏ ✍ ☛
 ✂✁
✁❸❮✩➨④➤➦➨
M¯HW
➻❬➧❩➳✩➤❫➯❣➳✚➯❣➤❫➫➦➻❬➯❣➩❖➬Ü➺❢➫➦➯
ΦHW
➬❱➘④➘✯➯❣➤❫➶✩➻❬➩✇á✉➫ñ➯ ✆ ✂④③❈❒ ✞✣❏✟✞✮☛Ï❒  ✎➨➹❮❖➬✢➱❣➨❄➘✭❮✩➨④➘ ✂❱➨④➶ ➫ñ❮❖➬Ü➫ ✆ ✂④③❚❒ ✞✣❏ ✍ ☛
➬❱á❣➤❫➨✯➨④➧ ✁❸➻✟➫ñ❮❛➫ñ❮✇➨➵➤❫➨✯➧❫➲✩➺✐➫ ✆❴✜✺➚ ☛ó➻❬➩✦●❸➨④à❲❒▼✞ ✘❩➲✩➨✣★❱➪✮✠ý❒ ✞✛➻❬➩✩➘④➨
LHW (0) = 1/3
ð
LHW (0) > M¯HW (κDb; κDb)
❰
=
[
ln 3 + 1− π/√3] /8 ð ✁❸❮✩➻✐➺❬➨ LHW ➬❱➩✩➶ M¯HW ➬Ü➤➦➨❝➳✚➯❣➧❫➻✐➫ñ➻✟➱❣➨➹à✻➲✩➩✩➘✬➫ñ➻✐➯❣➩✩➧➵➯❱à x ✁❸❮✩➻✐➘✭❮ ➶✩➨④➘✢➬✢û ➤❫➨✯➧❲❰
➳✚➨✯➘④➫➦➻✐➱❱➨✯➺✐û✉➬❱➧
exp(−2κDx)/x ➬❱➩✇➶ exp(−κDx) ✁❸❮✩➨✯➩ x á❱➯❡➨④➧◗➫ñ➯❄➻❬➩✜✆✩➩✩➻✐➫Pû❱ð✇➫ñ❮✩➨❩➨Ïß❡➳✩➤➦➨④➧➦➧➦➻✐➯❣➩ ✆ ✂④③❚❒ ✞✣❏ ✍ ☛
➻❬➽♥➳✩➺✐➻❬➨✯➧❸➫ñ❮✩➬Ü➫★➫ñ❮✇➨❚➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨➹➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫Pûü➳✩➤➦➯✓✆❖➺❬➨❚➻✐➧★➬Ü➫★➺❬➨✢➬Ü➧❫➫Ñ➬✉➶✩➯❱➲✩➸✩➺❬➨❋➺❃➬✢û❣➨④➤Ñ➬❱➩✩➶✷➫➦❮✩➨➹➧➦➻✐á❣➩✷➯❱à✝➫ñ❮✇➨❚➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨
➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû✉➬Ü➫❁➫ñ❮✇➨ ✁ó➬❱➺❬➺✡➻❬➧ ✆✇ß❡➨✯➶❛➸✺û♥➫ñ❮✩➨➮➧➦➻✐á❣➩❝➯❱à
∑
γ ρ
B
γ e
3
γ
✆✪➻❬➩♥➫ñ❮✩➨➮➘✯➯❣➩✇➧➦➻❬➶✇➨✯➤➦➨④➶ ✁ ➨✢➬ ✂♥➘✯➯❣➲✇➳✩➺❬➻✐➩✩á❋➤❫➨✯á❣➻✐➽➾➨ ☛✬ð
(∑
γ
ρBγ e
3
γ
)∑
α
eαρ
HW
α (x = b) < 0
✆ ✂④③❈❒ ✞❭❏ ✏ ☛
÷⑨❮✩➨➹➻✐➩❥➫➦➨✯➤❫➳✩➤➦➨✬➫✭➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✷➯Üà❇✆ ✂④③❚❒ ✞✣❏ ✏ ☛➮➻✐➧➮➫➦❮✩➨❚à✻➯❣➺❬➺✐➯ ✁❸➻❬➩✩á✩❒ ✂ à✝➫➦❮✩➨➹➽❝➬Üá❣➩✩➻✐➫➦➲✩➶✩➨④➧☎➯❱à❁➳✚➯❣➧➦➻✟➫ñ➻✐➱❱➨❈➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨④➧❩➻❬➧☎à✪➬❱➤
➺❃➬Ü➤➦á❣➨④➤✗➫ñ❮✩➬❱➩❚➫ñ❮✩➯❱➧➦➨◗➯❱à✚➩✩➨④á✺➬Ü➫➦➻✐➱❣➨ó➘✭❮❖➬❱➤➦á❱➨✯➧✯ðÜ➫ñ❮✩➨④➩❚➫ñ❮✩➨⑨➺❬➬✥û❱➨✯➤✸➬☛➫✱➫ñ❮✩➨ó➘✯➯❣➩✺➫✭➬Ü➘④➫ ✁❸➻✟➫ñ❮❚➫ñ❮✇➨ ✁◗➬Ü➺❬➺✇➻✐➧✑➩✩➨④á✺➬Ü➫➦➻✐➱❣➨④➺✐û
➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✯➶Ú❒✚❐❀➯❣➤➦➨④➯✥➱❣➨✯➤④ð✡➧➦➻❬➩✇➘✯➨
M¯HW (0)
➻❬➧❸➳✚➯❣➧➦➻✟➫ñ➻✟➱❣➨❱ð ✆ ✂④③❈❒ ✞✣❏❱➪ ☛⑨➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❈❒ ✞✣❏✑✏ ☛ó➻❬➽♥➳✩➺✐û♥➫ñ❮✩➬Ü➫
ΦHW (x = b)
∑
α
eαρ
HW
α (x = b) > 0
✆ ✂④③❈❒ ✞❭❏❡❍ ☛
✆ ✂④③❈❒ ✞❭❏❡❍ ☛ó➨✯➩✇➧➦➲✩➤❫➨✯➧➮➫➦❮❖➬Ü➫❸➻✟à ✁ ➨❋➶✇➨ ✆❖➩✩➨❩➫➦❮✩➨❋➨④➺❬➨④➘④➫ñ➤❫➯❣➧❫➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➘★➘✢➬Ü➳❖➬❱➘✯➻✟➫Pû❛➯❱à❢➫ñ❮✩➨➵➨✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➻✐➘❩➺❃➬✢û❣➨④➤➭➬❱➧◗➫ñ❮✩➨➵➤ñ➬☛➫ñ➻❬➯∑
α eαρ
HW
α (x = b)/Φ
HW (x = b)
ð✩➫➦❮✩➻❬➧⑨➘✯➬❱➳❖➬❱➘④➻✐➫Pû❛➻✐➧⑨➳✼➯❱➧➦➻✐➫➦➻✐➱❱➨❱ð❖➬❱➧❸➻✟➫⑨➧➦❮✩➯❱➲✩➺❬➶✒❒
ì✑➻❬➤❫➧❫➫ ✁ó➨✉➫➦➲✩➤➦➩ ➫➦➯ü➫ñ❮✩➨❛➧❫➳✼➨④➘✯➻✠✆❖➘✉➘✢➬Ü➧➦➨❛➯❱à➭➬✷➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨Ï❰P➧❫û✛➽♥➽➾➨✬➫ñ➤❫➻❬➘❝➳✇➺❃➬❱➧❫➽❝➬✂➻❬➩ ➬✷➧ û❡➽♥➽♥➨④➫ñ➤❫➻❬➘♥➧❫➫ñ➬Ü➫ñ➨Ü❒
÷⑨❮✩➨❋➺❬➯✛➘✢➬❱➺✒➩✇➨✯➲✇➫➦➤ñ➬❱➺✐➻✐➫Pû ✆ ✂④③❈❒ ✞❭❍✌✞✮☛⑨➬❱➩✩➶✂➫ñ❮✩➨Ñ➱Ü➬❱➩✩➻❬➧❫❮✩➻❬➩✇á➾➯❱à
Φ(x)
✆ ✂④③❈❒ ✞❭❍✺➚ ☛✬ð ✁❸❮✩➻✐➘✭❮✷➬❱➤❫➨❩➱❱➬Ü➺❬➻❬➶ ✁❸❮❖➬☛➫ñ➨④➱❱➨✯➤
➫ñ❮✇➨☎➧❫➫➦➤➦➨④➩✩á❱➫ñ❮❝➯❱à✒➫ñ❮✇➨★➘✯➯❣➲✇➳✩➺❬➻✐➩✩á❋➻✐➩✩➧➦➻✐➶✩➨❸➫ñ❮✩➨➮➳✩➺❃➬❱➧❫➽❝➬Ñ➽➾➬✥û❄➸✚➨★➬Ü➩✩➶❝à✻➯❣➤ ➬❱➩✺û❄➱❱➬Ü➺❬➲✩➨➭➯❱à✒➫➦❮✩➨☎➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫ñ➻✐➨✯➧✯ð❡➬❱➤❫➨
➤➦➨✬➫ñ➤❫➻❬➨④➱❱➨✯➶➾➬Ü➫ ✆❖➤❫➧❫➫❁➯❣➤❫➶✩➨✯➤✸➻✐➩
ε
à✻➤➦➯❱➽➡➯❣➲✇➤✸➨✬ß❡➳✩➤➦➨④➧➦➧❫➻❬➯❣➩✩➧④❒ ✂P➩✩➶✩➨✯➨④➶✒ð❥➬❱➘④➘✯➯❣➤❫➶✩➻❬➩✩á★➫➦➯ ✆ ✂④③❚❒ ✞✣❏❣➪ ☛✑➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❈❒ ✞✣❏ ✍ ☛Ïð∑
α ρα(x)
➬Ü➩✩➶
ΦHW (x)
➬❱➤❫➨➹➸✼➯Ü➫ñ❮é➳✩➤➦➯❱➳✼➯❣➤ ➫ñ➻✐➯❣➩❖➬❱➺☞➫ñ➯
∑
γ ρ
B
γ e
3
γ
➬Ü➩✩➶✳➫ñ❮✩➻✐➧★➘✯➯❣➽❈➸✩➻❬➩❖➬☛➫ñ➻❬➯❱➩ü➱Ü➬❱➩✩➻❬➧❫❮✩➨✯➧Ñ➻✐➩
➬❱➩✺û➹➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨Ï❰P➧❫û✛➽♥➽➾➨✬➫ñ➤❫➻❬➘◗➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬★➻❬➩♥➬❩➧❫û✛➽♥➽➾➨✬➫ñ➤❫➻❬➘◗➧ ➫✭➬Ü➫➦➨❱❒ ✂P➩♥➬❩➳✩➺❃➬❱➧❫➽❝➬ ✁❸➻✟➫ñ❮♥➬❱➩❄➨④➱❱➨✯➩➾➯❣➤✸➯❡➶✇➶♥➩❥➲✩➽❈➸✼➨④➤
➯❱à✗➧➦➳✚➨✯➘④➻❬➨✯➧④ð❖à✻➯❣➤❸➬➹➳❖➬❱➤❫➫➦➻❬➘④➲✩➺❃➬❱➤ó➧➦➨④➫➭➯❱à✗➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫ñ➻❬➨④➧ ✁❸❮✩➻❬➘✭❮✂➧ñ➬Ü➫➦➻❬➧ ✆❖➨✯➧⑨➫ñ❮✇➨➵➘④➯❣➩✩➧ ➫ñ➤ñ➬Ü➻❬➩✺➫
∑
γ
ρBγ e
3
γ = 0
✆ ✂④③❈❒ ✞✣❏❡★ ☛
➫ñ❮✇➨ó➳✩➤❫➯❣➳✼➨④➤❫➫➦➻❬➨✯➧✤✆ ✂④③❈❒ ✞❭❍✌✞✮☛☞➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❚❒ ✞✣❍✺➚ ☛❜❮❖➬❱➳✇➳✼➨④➩✩➧✑➫ñ➯➮➸✼➨✝➱Ü➬❱➺❬➻✐➶❈➬☛➫ ✆❖➤❫➧❫➫✑➯❣➤➦➶✩➨④➤✗➻✐➩
ε
❒
➴
➧✑➬➮➘④➯❣➩✩➧➦➨④➼❥➲✩➨✯➩✩➘④➨❱ð
➬❱➘④➘✯➯❣➤❫➶✩➻❬➩✩á➹➫➦➯ ✆ ✂④③❚❒ ✞✩★■❏ ☛◗➬☛➫➭➬❱➩✺û✕➳✼➯❣➻✐➩✺➫
ρHWα (x)|
 
γ ρ
B
γ e
3
γ=0
< ρBα
✆ ✂④③❚❒ ✞✣❏❡❏ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨✢➬Ü➧✯ð ✁❸❮✩➨④➩ ✆ ✂④③❈❒ ✞✣❏❡★ ☛➵➻✐➧❈➩✩➯❱➫❈➽➾➨✬➫✢ð☞➫ñ❮✩➨❝➺❃➬Ü➫❫➫ñ➨✯➤➵➳✩➤❫➯❣➳✼➨④➤❫➫Pû✎➻❬➧❋➯❣➩✩➺✐ûé➱Ü➬❱➺✐➻❬➶éà✻➯❣➤❋➫➦❮✩➨❝➫ñ➯Ü➫✭➬❱➺✝➳❖➬❱➤ ➫ñ➻✐➘✯➺❬➨
➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû
∑
α ρ
HW
α (x)
ð✽➬❱➧☞➧➦❮✩➯ ✁❸➩➵➻❬➩ ✆ ✂④③❈❒ ✞❭❏❡✜ ☛✬❒✯÷⑨❮✩➨ ➤❫➨✯➧❫➲✩➺✐➫☞➽➾➬✢û★➸✚➨❁➻✐➩✺➫ñ➨✯➤❫➳✩➤➦➨✬➫ñ➨④➶❈➬❱➧❜à✻➯❣➺✐➺❬➯ ✁❸➧✯❒
➴
➘✯➘④➯❣➤➦➶✩➻✐➩✩á
➫ñ➯✶✆ ✂④③❈❒ ✞✎✍ ✍ ☛✬ð ✁❸❮✩➨④➩
Φ(x = b) = 0
ð✽➫ñ❮✇➨ ➤➦➬Ü➫ñ➻✐➯
ρHWα (x = b)/ρ
B
α
➻❬➧❢➯❣➩✩➺✐ûÑ➶✇➨④➫ñ➨④➤➦➽♥➻❬➩✩➨④➶❈➸✺û➵➫ñ❮✩➨❁➶✩➻✝✒✼➨✯➤❫➨✯➩✩➘④➨
➸✚➨④➫✂✁ ➨✯➨✯➩❛➫➦❮✩➨★➨ ✒✼➨✯➘✬➫ñ➻✟➱❣➨❩➧➦➨④➺✐à❃❰ ➨✯➩✩➨④➤➦á❣➻✐➨✯➧
(e2α/2)[φ− vb](r, r)
➬Ü➫ó➫➦❮✩➨ ✁ó➬❱➺❬➺✼➬❱➩✩➶❛➻✐➩❝➫ñ❮✩➨☎➸✩➲✩➺ ✂✡❒
➴
➘✯➘④➯❣➤➦➶✩➻✐➩✩á
➫ñ➯❩➫➦❮✩➨➭à✻➲✇á✺➬❱➘✯➻✟➫Pû❚➨Ïß✇➳✩➬❱➩✩➧➦➻✐➯❣➩ ✆ ✂④③❚❒ ✞✽➚■❏ ☛✑➯❱à✼➫➦❮✩➨➭➶✩➨✯➩✩➧❫➻✐➫Pû❱ð ✁❸❮✩➨✯➩
∑
γ ρ
B
γ e
3
γ = 0
➫➦❮✩➨❸➨ ✒✼➨✯➘④➫➦➻✐➱❱➨➮➧❫➨✯➺✐à❃❰ ➨✯➩✩➨④➤➦á❱û
➻❬➩ ➫➦❮✩➨❛➸✩➲✩➺ ✂✡ð ✁❸❮✩➻❬➘✭❮➏➻✐➧➹➨✯➼❥➲❖➬❱➺ó➫➦➯ −e2ακD/2
ð✗➻❬➧❚➺✐➯ ✁ó➨④➤❚➫ñ❮❖➬❱➩➏➻✟➫ñ➧❚➱Ü➬❱➺❬➲✇➨❛➬Ü➫❚➫➦❮✩➨❛❮❖➬❱➤❫➶ ✁ó➬❱➺✐➺ýð✑➩✩➬❱➽➾➨④➺✐û
−e2ακD/3
✃✩➫➦❮✩➨➵➘✭❮❖➬❱➤➦á❱➨➵➧❫➲✩➤➦➤❫➯❣➲✩➩✩➶✇➨✯➶ü➸✺û✕➻✟➫ñ➧⑨➧➦➘④➤➦➨④➨✯➩✩➻✐➩✩á❝➘④➺❬➯❣➲✩➶ ✁❸➻✟➫ñ❮✂á❣➺❬➯❣➸✩➬❱➺Ú➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨➵➯❱à✗➯❣➳✩➳✚➯❣➧➦➻✟➫ñ➨❩➧➦➻✐á❣➩
➻❬➧❄➽♥➯❣➤➦➨✕➧ ➫✭➬❱➸✩➺✐➨✕➻❬➩➏➫ñ❮✩➨✂➸✩➲✩➺ ✂ ➫ñ❮❖➬❱➩ ➬Ü➫❄➫ñ❮✇➨❀➳✩➺❬➬❱➻❬➩ ✁ó➬❱➺❬➺❦❒
➴
➧➦➻❬➽♥➳✩➺✐➨❛➤➦➨✢➬Ü➧➦➯❣➩ à✻➯❣➤➹➫ñ❮✩➻✐➧➾➨✕✒Ú➨④➘④➫➾➻❬➧➹➫ñ❮❖➬☛➫
à✻➯❣➤☎➬❱➺❬➺☞➧➦➳✚➨✯➘④➻❬➨④➧Ñòó➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸ü➧❫➘✯➤❫➨✯➨✯➩✇➻❬➩✩á✉➻✐➧☎➺✐➨✯➧➦➧➮➨ ✔♥➘✯➻✐➨✯➩✺➫ ✁❸❮✩➨④➩✳➳✼➯❱➺❃➬❱➤❫➻ ☛✢➬☛➫ñ➻❬➯❱➩✂➘④➺❬➯❣➲✇➶✩➧★➬❱➤❫➨❈➶✩➨✬à✻➯❣➤➦➽♥➨✯➶ü➸❥û
➫ñ❮✇➨♥➳✇➤➦➨✯➧❫➨✯➩✩➘④➨❝➯❱à ➫ñ❮✩➨❄❮❖➬Ü➤➦➶ ✁◗➬❱➺✐➺ý❒
➴
➧➵➬❱➩✎➻✐➺❬➺✐➲✩➧❫➫➦➤ñ➬Ü➫➦➻❬➯❣➩✒ð ✁ ➨➾➘④➯❣➩✩➧❫➻❬➶✩➨④➤❋➬✕➧❫û✛➽♥➽➾➨✬➫ñ➤❫➻❬➘❚➫✂✁ ➯Ü❰P➘④➯❣➽➾➳✚➯❣➩✩➨④➩✺➫
➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬❛➽❝➬❱➶✇➨♥➯Üà◗➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨✯➧
e
➬❱➩✇➶ −e ❒ ➴ ➘✯➘✯➯❱➤➦➶✩➻✐➩✩á❀➫➦➯❀➘✭❮❖➬Ü➤➦á❣➨Ï❰P➧❫û✛➽♥➽➾➨✬➫ñ➤ û ρ+(x) = ρ−(x) ➬Ü➩✩➶✎➫➦❮✩➨
➳✩➤❫➯ ✆❖➺❬➨❩➶✇➨✯➩✩➧❫➻✐➫Pû❛➻✐➧➭➶✇➤ñ➬ ✁❸➩❀➻✐➩✂ì✑➻❬á✩❒✟✂④③❚❒✤❏✇✃ß➬✇❒
✞❡➨✯➘④➯❣➩✩➶✒ð ✁ó➨❛➻✐➩❥➱❱➨✯➧ ➫ñ➻❬á❣➬Ü➫ñ➨❝➫➦❮✩➨✉➘✯➬❱➧➦➨✉➯Üà➮➳✇➺❃➬❱➧❫➽❝➬❱➧ ✁❸❮✩➻✐➘✭❮ ➬Ü➤➦➨❝➩✇➯❱➫➹➻❬➩ ➬ü➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨❛➧❫û✛➽♥➽➾➨✬➫ñ➤➦➻✐➘❝➧ ➫✭➬Ü➫➦➨
➬❱➩✩➶ ✁ ➨❄➘✯➯❣➩✩➧❫➻❬➶✩➨④➤❩➫ñ❮✩➨➹á❣➨④➩✩➨✯➤❫➻❬➘➹➘✯➬❱➧➦➨ ✁❸❮✩➨④➤➦➨
∑
γ ρ
B
γ e
3
γ 6= 0
❒✒÷⑨❮✩➨④➩✒ð☞➬❱➺❬➤❫➨✢➬❱➶❡û✳➬Ü➫❩➺✐➨✢➬❱➶✇➻❬➩✩á❛➯❣➤❫➶✩➨✯➤❩➻✐➩
ε
ð
✁ΦHW (x) 6= 0 ➬❱➩✩➶ ∑α eαρα(x) 6= 0 ❒ ✂ à ∑γ ρBγ e3γ > 0 ➫ñ❮✩➨④➩ ΦHW (x) < 0 à✻➯❣➤☎➬❱➺❬➺ x ❒✚÷⑨❮✩➨✯➩✷à✻➯❱➤★➬❱➺✐➺
➩✩➨④á✺➬Ü➫ñ➻✟➱❣➨④➺✐û✉➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨④➶ü➧❫➳✼➨④➘✯➻❬➨④➧
α−
➬Ü➫➭➬❱➩✺û✕➳✚➯❣➻❬➩✺➫✢ð✇➬❱➘✯➘④➯❣➤➦➶✇➻❬➩✩á➹➫ñ➯ ✆ ✂④③❚❒ ✞✩★■❏ ☛Ïð
ρHWα− (x) < ρ
B
α−
✆ ✂④③❚❒ ✞✣❏✑☛ ☛
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1− 1
6
βκD
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e2α − eα
3
4
∑
γ ρ
B
γ e
3
γ∑
γ′ ρ
B
γ′e
2
γ′
(
ln 3 + 1− π√
3
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γ e
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☛Ïð ✁❸❮✩➨✯➤❫➨✢➬❱➧❁➫ñ❮✩➨➭➨✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➯❱➧❫➫✭➬☛➫ñ➻❬➘
➬Ü➫❫➫ñ➤ñ➬Ü➘④➫ñ➻✐➯❣➩✂➻❬➧➭➯❣➩✩➺✐û✕➺✐➻❬➩✩➨✯➬❱➤❸➻❬➩
eα
✆❦➬❱➩✇➶ü➳✩➤❫➯❣➳✼➯❱➤❫➫ñ➻✐➯❣➩❖➬❱➺✒➫➦➯
ΦHW < 0
☛Ï❒✚÷⑨❮✇➨✯➩
ρ2(x = b)
➽➾➬✢û✕❮❖➬❱➳✩➳✚➨✯➩
➫ñ➯➏➸✚➨✳➺❃➬❱➤❫á❣➨✯➤➾➫ñ❮❖➬❱➩
ρB2
➻✐➩ ➧❫➳✩➻✐➫➦➨✳➯❱à➵➫ñ❮✩➨ ✁ó➬❱➺❬➺☎á❣➨✯➯❣➽♥➨④➫➦➤➦➻✐➘✷➤➦➨④➳✩➲✩➺❬➧❫➻❬➯❣➩Ú❒ ✆ ✂ à
ρ2(x = b) < ρ
B
2
➫ñ❮✇➨✯➩
ρ1(x = b) < ρ
B
1
ð✼➬Ü➘✯➘✯➯❱➤➦➶✩➻✐➩✩á➾➫➦➯ ✆ ✂④③❚❒ ✞✣❏ ✏ ☛❸➬❱➩✩➶✂➫ñ❮✩➨➵➩✩➨✯➲❡➫ñ➤ñ➬Ü➺❬➻✐➫Pû✉➘✯➯❣➩✩➶✇➻✐➫ñ➻✐➯❣➩ ✆ ✂④③❚❒ù➚ ✍ ☛✭ð✚➬❱➩✩➶
ρ1(x)− ρB1
➘✯➯❱➩❥➫ñ➬❱➻❬➩✇➧➮➬☛➫❸➺❬➨✢➬Ü➧❫➫➭➬➹➶✩➯❣➲✩➸✇➺❬➨❩➺❃➬✢û❱➨✯➤✯❒✳☛
♠▲❑é✲ ✡✒✲ ❊ ❵✕✖✻✌✛❤✪✌✛✹❱✣✥✠☛✖✪✹ ✂❚✧❖❤✪❤
÷⑨❮✩➨☎á❱➨✯➩✩➨④➤➦➻❬➘➭➳✩➤❫➯❣➳✼➨④➤❫➫➦➻❬➨✯➧❁➯❱à✼➫ñ❮✩➨➭➶✩➨✯➩✇➧➦➻✐➫Pû♥➳✩➤❫➯ ✆❖➺✐➨✯➧ ✁❸❮✩➨✯➩
ǫw 6= 1 ❮❖➬✢➱❣➨➮➸✼➨④➨✯➩✉➶✩➻✐➧➦➘④➲✩➧➦➧❫➨✯➶✉➻✐➩➾➧❫➲✩➸✩➧➦➨④➘✬❰
➫ñ➻✐➯❣➩✓✂④③❚❒✤❍✇❒✤✜✇❒ ☎➭➨✯➤➦➨ ✁ ➨❸➘✯➯❣➩✇➧➦➻❬➶✇➨✯➤❁➬❱➩❄➬❱➧ û❡➽♥➽♥➨④➫ñ➤❫➻❬➘ó➫✂✁ ➯Ü❰ ➘✯➯❣➽♥➳✼➯❱➩✩➨✯➩✺➫✝➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬ ✁❸➻✐➫➦❮
e+ = −2e− ➬❱➩✩➶ ✁ ➨
 ✂✁
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0.98
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symmetric
ε = 1
w
κ
D(x−b)
ρ (x) / ρ B
ì✑➻❬á❣➲✇➤➦➨✡✂④③❈❒✢❏✇✃✡➬
0 1 2 3
0.994
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 e
 −e_
asymmetric
ε = 1 
w
ρ+ +
κ
ρ ρ
(x−b)
(x)/ B
D
ρ_
ì✗➻❬á❣➲✩➤❫➨✡✂④③❚❒✤❏✇✃❖➸
ì✑➻✐á❣➲✩➤➦➨ ✂④③❚❒✤❏✇✃ÜÛ☎➨✯➩✇➧➦➻✐➫Pû❋➳✩➤❫➯ ✆❖➺❬➨④➧✗➻✐➩❚➬➮➫✂✁ ➯Ü❰ ➘✯➯❣➽♥➳✼➯❱➩✩➨✯➩✺➫✱➳✇➺❃➬❱➧❫➽❝➬❸➩✩➨✢➬Ü➤✱➬➮➳✇➺❃➬❱➻✐➩❋❮❖➬Ü➤➦➶ ✁ó➬❱➺❬➺❦❒ ✂ à✩➫ñ❮✩➨ ➳✩➺❃➬Ü➧➦➽➾➬
➻❬➧➵➧❫û✛➽♥➽➾➨✬➫ñ➤❫➻❬➘ ✆✪ì✑➻❬á✇❒ ✂④③❚❒✤❏✇✃ù➬ ☛
ΦHW (x) = 0
➬Ü➩✩➶ ➯❣➩✩➺✟û✳➫ñ❮✩➨❝á❣➨✯➯❣➽♥➨④➫➦➤➦➻✐➘➾➤❫➨✯➳✩➲✩➺✐➧➦➻✐➯❣➩✎à✻➤❫➯❣➽➄➫ñ❮✩➨ ✁◗➬❱➺✐➺✝➻❬➧
➻❬➩✺➱❱➯❣➺✐➱❱➨✯➶✒❒⑨÷⑨❮✩➨é➘④➲✩➤❫➱❱➨ ➻✐➧✉➫ñ❮✩➨é➧➦➬❱➽➾➨é➬Ü➧❛➻❬➩ ●❸➨④à❲❒✕✞ ✁❣➬❱➩✟❏✺➚Ü➸✘✠❦❒✝✂ à❈➫➦❮✩➨✳➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬ ➻❬➧✉➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨ ➬❱➧ û✛➽➾➽♥➨④➫➦➤➦➻❬➘
✁❸➻✐➫➦❮
e+ = 2|e−| ✆✪ì✑➻❬á✇❒ ✂④③❚❒✤❏✇✃Þ➸ ☛✬ð ΦHW (x = b) < 0 = ΦHW (x = +∞) ➬❱➩✩➶➏➫ñ❮✩➨✂➘✯➯❣➽♥➳✚➨④➫ñ➻✟➫ñ➻✐➯❣➩
➸✚➨④➫✂✁ ➨✯➨✯➩ ➫ñ❮✩➨❛á❱➨✯➯❣➽♥➨④➫➦➤➦➻❬➘➾➤➦➨④➳✩➲✩➺❬➧❫➻❬➯❣➩ à✻➤❫➯❣➽➋➫➦❮✩➨ ✁ó➬❱➺❬➺ó➬❱➩✩➶ ➫ñ❮✩➨✕➬☛➫➦➫ñ➤➦➬❱➘④➫➦➻❬➯❣➩ ➫➦➯✷➫ñ❮✩➨ ✁ó➬❱➺✐➺ó➸✺û
ΦHW (x)
à✻➯❣➤➭➳✼➯❱➧➦➻✐➫➦➻✐➱❱➨➵➘✭❮✩➬❱➤➦á❣➨④➧★➤➦➨④➧➦➲✩➺✟➫ñ➧➭➻❬➩✺➫ñ➯❝➬➾➶✩➯❱➲✩➸✩➺❬➨➵➺❃➬✢û❱➨✯➤➭➧❫➫ñ➤❫➲✩➘④➫➦➲✩➤➦➨❋à✻➯❣➤
ρ+(x)− ρB+
❒ ✂P➩üì✑➻❬á❱➧ ✂④③❈❒✢❏✇✃ß➬❝➬Ü➩✩➶
✂④③❚❒✤❏✇✃Þ➸
κDβe
2 = 0.01
➬❱➩✩➶
κDb = 0.1
❒
➘✯➯❱➽➾➽♥➨✯➩✺➫★➸✇➤➦➻❬➨ ✥✩û✂➫ñ❮✩➨❋➘✯➯❣➤❫➤➦➨✯➧❫➳✼➯❱➩✩➶✩➻❬➩✇á ✆❖á❣➲✩➤❫➨✯➧✯❒✼÷⑨❮✩➨❚➫ñ❮✇➤➦➨✯➨❈➨ ✒✼➨✯➘④➫➦➧❩➶✩➻❬➧❫➘✯➲✩➧❫➧➦➨④➶ ➻✐➩✷➧➦➲✇➸✩➧➦➨④➘④➫ñ➻✐➯❣➩ ✂④③❚❒✤❍✇❒✤✜
➻❬➩✺➫➦➨✯➤➦➳✇➺❃➬✢û❣❒
ì✑➻❬➤❫➧❫➫ ✁ ➨➹➫ñ➲✩➤❫➩é➫➦➯❛➫ñ❮✩➨❄➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû✳➳✩➤➦➯✓✆❖➺❬➨④➧✯❒   ❮✩➨④➩
ǫw < 1
➫ñ❮✩➨❄➨④➺❬➨✯➘✬➫ñ➤❫➯❣➧❫➫ñ➬Ü➫ñ➻✐➘❚➤➦➨④➳✩➲✩➺❬➧❫➻❬➯❣➩✳à✻➤❫➯❣➽ ➫➦❮✩➨
✁ó➬❱➺❬➺❢➽❝➬ ✂❱➨✯➧★➬❱➺❬➺☞➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pûü➳✩➤❫➯ ✆❖➺✐➨✯➧★➬☛➫☎➫ñ❮✇➨ ✁ó➬❱➺❬➺✤✆
x = b
☛❸➱Ü➬❱➩✇➻❬➧➦❮ü➨✬ß❡➳✼➯❱➩✩➨✯➩✺➫ñ➻❬➬❱➺❬➺✟û❛à✪➬❱➧❫➫ ✁❸❮✩➨✯➩
b
á❣➯✛➨✯➧➭➫ñ➯
☛✯➨④➤➦➯ ✆✪➧❫➨✯➨➵ì✑➻❬á✇❒ ✂④③❚❒ ☛✇✃ß➬ ☛✬❒
  ❮✩➨✯➩
ǫw = 1
➫➦❮✩➨★➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû✉➬☛➫ ➫➦❮✩➨ ✁ó➬❱➺❬➺ ✆
x = b
☛ ➶✩➻✠✒Ú➨④➤➦➧❁à✻➤➦➯❣➽❼➻✐➫➦➧ó➸✩➲✇➺ ✂➹➱Ü➬❱➺❬➲✩➨➭➯❣➩✩➺✟û♥➸❥û❝➬❋➫➦➨✯➤➦➽❼➯❱à
➯❣➤❫➶✩➨✯➤
ε = κDβe
2/2
✆✪➧➦➨④➨❈ì✗➻❬á✩❒✟✂④③❚❒✢★❡✃ß➸ ☛✬❒
  ❮✩➨✯➩
ǫw > 1
➫ñ❮✩➨❩➶✇➨✯➩✩➧❫➻✐➫Pû✕➬Ü➫
x = b
➻❬➩✩➘④➤➦➨✯➬❱➧➦➨④➧➮➬Ü➧
ǫw
á❣➨④➫➦➧❸➺❃➬❱➤❫á❣➨✯➤ ➸✼➨④➘✢➬❱➲✩➧❫➨Ñ➯❱à✗➫➦❮✩➨❩➨✯➺✐➨✯➘✬➫ñ➤➦➯❱➧❫➫✭➬☛➫ñ➻❬➘
➬Ü➫❫➫ñ➤ñ➬Ü➘④➫ñ➻✐➯❣➩✕➫ñ➯❝➫➦❮✩➨ ✁ó➬❱➺❬➺✯✆✻➧➦➨✯➨❚ì✑➻❬á✩❒ ✂④③❈❒ ☛❡✃ß➸ ☛Ï❒✙✞✛➲✩➸✩➧➦➨④➼❥➲✩➨✯➩✺➫ñ➺✟û❣ðÚ➫➦❮✩➨❈➶✇➻✝✒✼➨✯➤➦➨④➩✩➘✯➨
ρ+(x) − ρB+
ð ✁❸❮✩➻❬➘✭❮✳❮❖➬Ü➧
➬❄➶✩➯❣➲✩➸✩➺✐➨✬❰ ➺❃➬✢û❣➨④➤➭➧ ➫ñ➤❫➲✩➘④➫➦➲✩➤➦➨ ✁❸❮✩➨✯➩
ǫw ≤ 1 ð❖➨✬ß❡❮✩➻✐➸✩➻✐➫➦➧➮➬➹➫ñ❮✇➤➦➨✯➨✬à✻➯❣➺❬➶✛❰P➺❃➬✢û❱➨✯➤❸➧❫➫➦➤➦➲✩➘✬➫ñ➲✩➤❫➨ ✁❸❮✩➨④➩ ǫw ➸✚➨✯➘✯➯❱➽➾➨④➧
➧➦➲✟✔➾➘④➻❬➨④➩❥➫➦➺✐û❛➺❬➬❱➤➦á❱➨❱❒
÷⑨❮✩➨❩➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨★➶✩➨④➩✩➧➦➻✟➫Pû✉➳✩➤❫➯ ✆❖➺✐➨
C(x) = e+ρ+(x) + e−ρ−(x)
➯❣➸✼➨✬û✛➧ó➫ñ❮✩➨☎➧ñ➬❱➽♥➨★➨④➱❱➯❣➺❬➲❡➫ñ➻❬➯❱➩ ✁❸❮✩➨✯➩
ǫw
➱Ü➬❱➤➦➻✐➨✯➧④❒ ✂ à
ǫw = 1
ð✩➫ñ❮✇➨❋➘④➯❣➩✩➶✩➻✟➫ñ➻❬➯❱➩
ρ+e
3
+ + ρ−e
3
− > 0
➻❬➽♥➳✩➺✐➻❬➨✯➧ ➫ñ❮❖➬Ü➫
ΦHW (x = b) < 0
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e
✙✐➩
➬❛➩✩➨✯➲❡➫ñ➤ñ➬Ü➺✧✙ ☛★✙❬➩✩á➾➲✩➩✩✙✟à✻➯❣➤➦➽ ➸❖➬❱➘✣✢❥á❣➤➦➯❱➲✩➩✩➶ ✁✓✙✐➫ñ❮✳➶✇➨✯➩✩➧✚✙✐➫Pû
ρ
ð ✁ó➨❄➧❫➫ñ➬❱➤❫➫❩à✻➤❫➯❣➽➄➬❝➫✂✁ ➯Ü❰ ➘✯➯❣➽♥➳✼➯❱➩✩➨✯➩✺➫Ñ➳✩➺❬➬❱➧➦➽➾➬
✁✓✙✐➫➦❮
e+ = e
➬❱➩✇➶
ρ+ = ρ
➬❱➩✩➶ ✁ ➨❈➫ñ➬✜✢❱➨❈➫➦❮✩➨❚➺✪✙❬➽✫✙✐➫ ✁❸❮✩➨④➤➦➨
e−/e+
➱❱➬Ü➩✩✙❬➧❫❮✩➨✯➧ ✁❸❮✬✙❬➺❬➨
e−ρ− = −e+ρ+
✙❬➧✭✢Ü➨✯➳✇➫ ✆✇ß❡➨✯➶Ú❒
÷⑨❮✩➨➵á❣➨✯➩✩➨④➤ñ➬❱➺❜➨Ïß❡➳✩➤➦➨④➧➦➧✛✙✐➯❣➩ ✆ ✂④③❚❒ ✞✣✜✌✞✙☛◗➫➦➨✯➩✩➶✇➧❸➫➦➯➹➫ñ❮✩➨Ñ➺✧✙✐➽✮✙✟➫
ρOCP = ρ θ(x− b) exp
[
∆βe2e−2κDx
4x
]
×
{
1− 1
2
βκDe
2
[
L¯(κDx; κDb,∆)−MOCP (κDx; βκDe2/2, κDb,∆)
]}
✆ ✂④③❚❒ ✞ ☛❡✜ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
κD =
√
4πβρe2
ð
L¯
✙❬➧Ñ➶✩➨✕✆❖➩✩➨✯➶ ➸❥û ✆ ✂④③❈❒ ✞✢➪✌✞✮☛❩➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❚❒ ✞✥➪❡✜ ☛✬ð ✁❸❮✩✙❬➺✐➨
MOCP
✙❬➧➵➨✯➼❥➲❖➬❱➺✸➫➦➯❀➫ñ❮✇➨
à✻➲✩➩✩➘✬➫✦✙✐➯❣➩
Mγ
➶✩➨ ✆✩➩✩➨✯➶✤✙✐➩ ✆ ✂④③❚❒ ✞✽➚❣➚ ☛⑨➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❚❒ ✞✽➚■✜ ☛ ✁❸❮✇➨✯➩
εγ = κDβe
2/2
❒✡÷⑨❮✩➨❋➳✼➯❱➫➦➨✯➩✺➫✦✙❬➬❱➺❜➶✩✙✠✒Ú➨④➤➦➨✯➩✇➘✯➨
✁✓✙✐➫➦❮❛➫ñ❮✩➨Ñ➸✩➲✩➺✪✢✯✙❬➧
ΦOCP = −1
2
κDeMOCP (κDx; βκDe
2/2, κDb,∆)
✆ ✂④③❈❒ ✞ ☛ ✍ ☛
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ρOCP (x) = ρθ(x− b)e−βe2V scself (x) [1− βeΦOCP (x)] ✆ ✂④③❈❒ ✞ ☛✑✏ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
V scself(x)
✙✐➧óá☞✙✟➱❣➨✯➩✰✙✐➩ ✆ ✂④③❈❒ ✞✢➪ ☛✬❒✩❐❀➯❣➤➦➨④➯✥➱❣➨✯➤④ð ✁ ➨❩➩✩➯❱➫✦✙✐➘✯➨➭➫ñ❮❖➬Ü➫✯ð✇➸✺û➾➲✩➧✛✙✐➩✩á ✆ ✂④③❚❒ ✞✥➪ ☛Ïð✛➫➦❮✩➨❩➶✩➨✕✆❖➩✩✙✐➫✛✙❬➯❣➩✇➧
✆ ✂④③❈❒ ✞✥➚■✜ ☛◗➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❈❒ ✞✥➚ ✍ ☛✱✙❬➩✉➫➦❮✩➨Ñ➘✢➬❱➧❫➨❋➯Üà
MOCP
➽➾➬✢û✉➸✚➨Ñ➤➦➨ ✁❸➤✚✙✐➫❫➫ñ➨✯➩✂➬❱➧
1
2
∫ +∞
b˜
dx˜′
[
e−βe
2V scself(x˜
′) − 1
] [
e−|x˜−x˜
′| + e−(x˜+x˜
′−2b˜)
]
= βeΦOCP (x; b˜)
+O(ε2D)
✆ ✂④③❚❒ ✞ ☛❡❍ ☛
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÷⑨❮✩➨➭➨✬ß❡➳✩➤➦➨④➧➦➧✚✙❬➯❣➩ ✆ ✂④③❚❒ ✞ ☛❡✜ ☛❅✙❬➧✱➱Ü➬❱➺✧✙✐➶❄➬Ü➫ ➬❱➩✺û➹➶✩✙✐➧❫➫✭➬Ü➩✩➘✯➨⑨à✻➤➦➯❱➽➐➫ñ❮✩➨ ✁ó➬❱➺❬➺✩➬❱➩✩➶❄à✻➯❣➤✝➬❱➩✺û❚➱Ü➬❱➺❬➲✇➨➭➯Üà
∆
➬Ü➩✩➶
κDb
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✙❬➩♥➫ñ❮✩➨➮➘✢➬❱➧❫➨
∆ < 0
➬❱➩✇➶
b = 0
ð✇➬Ü➩✩➶➾à✻➯❣➤❁➶✩✙✐➧❫➫✭➬Ü➩✩➘✯➨④➧
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V sc ∗
self
(x) = εL(κDx; b = 0,∆)
✆ ✂④③❈❒ ✞✎☛✉★ ☛
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x ≫ βe2 ✁❸❮✩✙❬➘✭❮ ➬❱➤❫➨
➺❃➬Ü➤➦á❣➨❄➨✯➩✇➯❣➲✩á❣❮ ➫ñ➯❀➬❱➺❬➺✐➯ ✁➡➯❣➩✩➨❄➫ñ➯❀➤➦➨④➳✩➺❃➬❱➘④➨
U(r)
ð❢➶✩➨ ✆✩➩✩➨✯➶✄✙✐➩✎➯❱➲✩➤Ñ➨✯➼❥➲❖➬Ü➫✛✙❬➯❣➩ ✆ ✂④③❚❒ ✞ ✏❣➚✫☛Ïð☞➸✺û ☛✯➨✯➤❫➯✩❒☞÷⑨❮✩➨
➘✯➯❱➤➦➤➦➨④➧➦➳✚➯❣➩✩➶✩✙✐➩✩á♥➬❱➳✩➳✩➤❫➯✢ß✬✙✐➽❝➬☛➫ñ➨✯➶
Φ∗
OCP
✙✐➧⑨➧➦➯❣➺✐➲✇➫✦✙✐➯❣➩❛➯❱à
d2
dx2
Φ∗
OCP
− κ2
D
Φ∗
OCP
= −κ
2
D
βe
e−βe
2V sc ∗self (x˜)
✆ ✂④③❚❒ ✞ ☛❡❏ ☛
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OCP
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➺❃➬❡❏❡✜✮✠✡➘✯➯☞✙✐➩✩➘✏✙✐➶✩➨✯➧ ✁✓✙✟➫ñ❮❄➯❣➲✩➤✸à✻➯❣➤❫➽❚➲✩➺❃➬
✆ ✂④③❈❒ ✞✎☛❡❍ ☛✬❒
➴
➘✯➘✯➯❱➤➦➶✩✙✐➩✩á ➫➦➯ ➫ñ❮✩➨ ➢✗➯✜✙❬➧➦➧❫➯❣➩ ➨✯➼❥➲❖➬Ü➫✛✙❬➯❣➩ ✁❸❮✩✙✐➘✭❮ ➤❫➨✯➺❃➬☛➫ñ➨✯➧
Φ∗OCP
➬Ü➩✩➶❞➫ñ❮✩➨é➘✭❮❖➬❱➤❫á❣➨é➶✩➨✯➩✇➧✛✙✐➫Pû
e [ρ(x)− ρ]
ρ∗
OCP
(x) = ρ
[
e−βe
2V sc ∗self (x) − βeΦ∗
OCP
(x)
]
x≫ βe2 ✆ ✂④③❚❒ ✞ ☛✑☛ ☛
✧✱➱❣➨✯➩✺➫➦➲❖➬❱➺❬➺✟û✎➫➦❮✩➨❝➤❫➨✯➧❫➲✩➺✐➫ ✆ ✂④③❚❒ ✞ ☛✑☛ ☛Ñ➶✩➯✛➨✯➧❈➘✯➯☞✙✐➩✩➘✏✙✐➶✩➨ ✁✓✙✟➫ñ❮ ➫ñ❮✩➨
x ≫ βe2 ➺✪✙❬➽✫✙✐➫❩➯❱àó➫ñ❮✩➨✉➨Ïß❡➳✩➤➦➨④➧➦➧✛✙✐➯❣➩
✆ ✂④③❈❒ ✞✎☛ ✏ ☛ ✁❸❮✩✙❬➘✭❮ ✙✐➧♥➱Ü➬❱➺✪✙❬➶ à✻➯❱➤❝➬❱➩✺û
x
❒✝✒★➲✩➤❝➬❱➸✩✙✐➺✧✙✐➫Pû ➫ñ➯ ❮✩➬❱➩✩➶✩➺✐➨ ✁✓✙✐➫➦❮❞➬❱➺✐➺➭➶✬✙❬➧❫➫ñ➬❱➩✩➘④➨✯➧❝➤❫➨✯➺✪✙❬➨✯➧♥➯❣➩↔➫✂✁ ➯
➳✩➤❫➯❣á❣➤➦➨④➧➦➧❫➨✯➧ ✁✓✙✟➫ñ❮♥➤➦➨✯➧❫➳✼➨④➘④➫◗➫➦➯➵➫➦❮✩➨★➬Ü➳✩➳✩➤➦➯❣➬❱➘✭❮❝➯❱à✡●➭➨✬à❲❒❂✞
➴
➺❬➬❡❏❡✜✙✠ý❒❡ì❅✙❬➤❫➧❫➫✯ð ✁ó➨➮➨✬ß✛➫ñ➤➦➬❱➘④➫ à✻➤➦➯❣➽➐➫➦❮✩➨☎➨Ïß❡➳✩➤➦➨④➧➦➧✛✙✐➯❣➩
➯❱à
e2αV
sc ∗
self
(x)
➫➦❮✩➨❄➳❖➬❱➤❫➫ ✁❸❮✩✙✐➘✭❮ ➶✩✙✟➱❣➨④➤➦á❣➨④➧❈➬❱➧❩➫➦❮✩➨➾➸✩➬❱➤➦➨❄➧➦➨④➺✐à❃❰ ➨✯➩✩➨④➤➦á❱û
∆e2α/(4x)
✁❸❮✩➨④➩
x
➬❱➳✇➳✩➤➦➯✺➬Ü➘✭❮✩➨✯➧
➫ñ❮✇➨ ✁ó➬❱➺❬➺✝➬❱➩✇➶ ✁❸❮✩✙❬➘✭❮✎➨✯➩✇à✻➯❱➤➦➘✯➨④➧❈➫ñ❮✇➨♥➱Ü➬❱➩✩✙✐➧➦❮✩✙✐➩✩á✂➯❱à◗➫ñ❮✇➨❝➶✩➨④➩✩➧✛✙✟➫Pû ➬☛➫❋➫➦❮✩➨ ✁ó➬❱➺✐➺ ✁❸❮✇➨✯➩
b = 0
❒ ✞❡➨④➘✯➯❣➩✇➶✒ð
✁ ➨❈➬❱➤❫➨❈➬Ü➸✩➺❬➨❩➫ñ➯♥➶✩✙✐➧➦➨✯➩✺➫ñ➬❱➩✩á❣➺✐➨Ñ➫➦❮✩✙❬➧❸➧❫❮✩➯❣➤❫➫ ❰P➤➦➬❱➩✩á❣➨Ñ➨ ✒✼➨✯➘✬➫➮à✻➤❫➯❣➽↕➫➦❮✩➨❋➺✐➯❣➩✩áÜ❰ ➤ñ➬❱➩✇á❣➨❩➨✬ß❡➳✚➯❣➩✩➨✯➩✺➫✛✙❃➬❱➺❜➧❫➘✯➤➦➨④➨✯➩✩✙✐➩✩á
➫ñ❮✇➤➦➯❣➲✩á❱❮✂➯❱➲✩➤❸➧❫û✛➧❫➫➦➨✯➽➾➬Ü➫✦✙✐➘❩➽➾➨✬➫ñ❮✩➯✛➶✕➯❱à✑➨Ïß❡➳❖➬❱➩✩➧✚✙❬➯❣➩ ✙❬➩✺➫ñ➤❫➯❡➶✇➲✩➘✯➨④➶●✙✐➩✂➧❫➲✩➸✩➧❫➨✯➘④➫✛✙❬➯❣➩ ✂④③❚❒ ✍✩❒✤❍
✁❋❊ ✄
✓ ✄❞❂✴❂❦☛✡✌✴✯✰✓
✁
✄
✂P➩❛➫ñ❮✩✙✐➧⑨➬❱➳✩➳✚➨✯➩✩➶✬✙✟ß ✁ ➨Ñ➧➦❮✩➯ ✁ ➫ñ❮❖➬☛➫✢ð ✁❸❮✩➨④➩
Uj(x˜)
➱Ü➬❱➩✩✙❬➧❫❮✩➨✯➧❸➬☛➫⑨➺❃➬❱➤❫á❣➨★➶✩✙✐➧❫➫ñ➬❱➩✩➘✯➨④➧❸➬Ü➫⑨➺✐➨✢➬❱➧ ➫➭➬❱➧óà✪➬❱➧ ➫➭➬❱➧
1/x˜
ð
H+ ∗j (x˜)
✙❬➧◗➫➦❮✩➨❩➯❣➩✩➺✟û✉➧❫➯❣➺❬➲✇➫✛✙❬➯❣➩❛➯Üà✗➫➦❮✩➨ ✙❬➩✺➫ñ➨④á❣➤ñ➬❱➺Ú➨✯➼❥➲❖➬Ü➫✛✙❬➯❣➩ ✆ ✂④③❈❒ ★❣❍ ☛✬❒
H+ ∗j (x;
√
1 + q2, b˜)
➯❣➸✚➨④û✛➧
➫ñ❮✇➨➵➩✇➯❣➩✩❮✩➯❣➽♥➯❣á❣➨④➩✩➨✯➯❱➲✩➧❸➶✩✙✝✒✼➨✯➤❫➨✯➩✺➫✦✙❬➬❱➺Ú➨④➼✛➲✩➬Ü➫✦✙✐➯❣➩
d2H+j
dx˜2
− 2
√
1 + q2
dH+j
dx˜
− Uj(x˜)H+j = Uj(x˜)
✆ ✂④③❈❒ ➚❱➪❱➪ ☛
➬❱➩✩➶✂➧ñ➬☛➫✦✙❬➧ ✆❖➨✯➧⑨➫➦❮✩➨❩à✻➯❣➺❬➺✐➯ ✁✓✙✐➩✩á❚➸✚➯❣➲✩➩✩➶✩➬❱➤❫û❝➘✯➯❣➩✩➶✬✙✐➫✦✙✐➯❣➩✩➧
H+ ∗j (b˜;
√
1 + q2, b˜) = 0
✆ ✂④③❈❒ ➚Ü➪✌✞✮☛
➬❱➩✩➶
lim
x˜→+∞
e−x˜
√
1+q2H+ ∗j (x˜;
√
1 + q2, b˜) = 0
✆ ✂④③❈❒ ➚Ü➪✺➚ ☛
☎ û❀➲✩➧✛✙✐➩✩á❝➫ñ❮✇➨❈➨✬ß✛➫➦➤ñ➬✉➘✭❮❖➬❱➩✇á❣➨❚➯❱à✱à✻➲✇➩✩➘④➫✛✙❬➯❣➩
Gj(x˜) = exp
[
−2x˜
√
1 + q2
]
dH+j /dx˜
➫ñ❮✩➨❋➳✩➤➦➯❱➸✩➺❬➨④➽
✙❬➧♥➤➦➨④➶✩➲✩➘④➨✯➶➉➫ñ➯ ➬ ✆❖➤❫➧❫➫➾➯❣➤➦➶✇➨✯➤❝➶✬✙✝✒✼➨✯➤➦➨④➩✺➫✦✙❃➬Ü➺⑨➨✯➼❥➲❖➬Ü➫✛✙❬➯❣➩ ✁❸❮✩✙❬➘✭❮➉➤❫➨✯➺❬➬Ü➫ñ➨④➧
dGi/dx˜
➫ñ➯
H+j
❒✝÷⑨❮✩➨✂à✻➯❣➤➦➽➾➬❱➺
✙❬➩✺➫➦➨✯á❣➤➦➬Ü➫✦✙✐➯❣➩❛➯❱à❢➫ñ❮✩➨Ñ➺❃➬☛➫➦➫ñ➨④➤◗➨✯➼❥➲❖➬☛➫✦✙❬➯❱➩❀➺✐➨✢➬❱➶✩➧◗➫➦➯➹➫ñ❮✩➨Ñ➤➦➨④➺❃➬Ü➫✛✙❬➯❣➩
H+j (x˜;
√
1 + q2, b˜) = a0 + a1e
2x˜
√
1+q2 − LUj
[
1 +H+j ; 2
√
1 + q2, b˜
]
✆ ✂④③❚❒ù➚❱➪❡✜ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨ LUj
✙✐➧◗➫ñ❮✩➨Ñ➺✪✙❬➩✩➨✯➬❱➤ó➯❣➳✚➨✯➤➦➬Ü➫ñ➯❱➤⑨➶✩➨ ✆❖➩✇➨✯➶ ✙✐➩ ✆ ✂④③❚❒✢★❡★ ☛Ï❒
  ❮✩➨✯➩
Uj
➫ñ➨✯➩✇➶✩➧❢➫➦➯ ☛④➨✯➤❫➯★➬Ü➫❢➺❬➨✯➬❱➧❫➫✗➬❱➧❜à✪➬❱➧ ➫✗➬❱➧
U0/x˜
✁❸❮✩➨④➩
x˜
á❱➯❡➨④➧❢➫➦➯ ✙✐➩✜✆❖➩✩✙✟➫Pû ✆ ✁✓✙✟➫ñ❮
U0
➬➭➘④➯❣➩✩➧❫➫ñ➬❱➩✺➫✹☛Ïð
➫ñ❮✇➨➵➸✚➯❣➲✩➩✇➶❖➬❱➤❫û❝➘✯➯❣➩✇➶✩✙✐➫✛✙❬➯❣➩✩➧ ✆ ✂④③❚❒ù➚❱➪✌✞✙☛◗➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❈❒ ➚❱➪❣➚ ☛✱✙❬➽♥➳✩➺✐û❄➫➦❮❖➬Ü➫⑨➫ñ❮✇➨ ✙✐➩✺➫ñ➨✯á❱➤ñ➬Ü➫✛✙❬➯❣➩❛➘④➯❣➩✩➧❫➫ñ➬❱➩✺➫ñ➧
a0
➬Ü➩✩➶
✁ ✁
a1
➬❱➤➦➨ ✙❬➩❝à✪➬❱➘✬➫⑨➨✯➼❥➲❖➬Ü➺✼➫ñ➯ ☛④➨✯➤❫➯❁✙❬➩❝➫➦❮✩➨★➘✢➬Ü➧➦➨❩➯❱à
H+ ∗j
❒✟✂P➩✩➶✩➨✯➨④➶✒ð✇➫➦❮✩➨❩❮✺û❡➳✚➯❱➫➦❮✩➨✯➧✚✙❬➧⑨➬❱➸✚➯❣➲✇➫
Uj
➽♥➨✢➬❱➩✇➧ó➫ñ❮❖➬☛➫
➫ñ❮✇➨✯➤➦➨Ñ➨Ïß✬✙✐➧❫➫➦➧➮➧❫➯❣➽➾➨
x˜0
➧➦➲✇➘✭❮❀➫ñ❮✩➬Ü➫
∀x˜ ≥ x˜0 |Uj(x˜)| ≤ U0
x˜
✆ ✂④③❚❒ù➚❱➪ ✍ ☛
✒★➩✎➫➦❮✩➨➾➯Ü➫ñ❮✩➨④➤❋❮❖➬Ü➩✩➶✒ð❢➬❱➘✯➘④➯❣➤➦➶✬✙❬➩✩á✂➫ñ➯ ✆ ✂④③❚❒ù➚❱➪✺➚✫☛✬ð✒à✻➯❣➤❋➬❱➩✺ûéá☞✙✐➱❱➨✯➩✎➤➦➨✢➬Ü➺
M > 0
➫ñ❮✩➨④➤➦➨❝➨Ïß❂✙❬➧❫➫➦➧❋➧❫➯❣➽♥➨
x˜1
➧➦➲✇➘✭❮❀➫ñ❮✩➬Ü➫
∀x˜ ≥ x˜1(M) e−x˜
√
1+q2 |1 +H+ ∗j (x˜)| < M
✆ ✂④③❈❒ ➚Ü➪ ✏ ☛
✞❂✙✐➩✩➘✯➨
exp(γv)
✙❬➧✝➬❱➩ ✙❬➩✇➘✯➤➦➨✯➬❱➧✛✙✐➩✩á❩à✻➲✩➩✩➘✬➫✦✙❬➯❱➩♥➯Üà
v
ð ✆ ✂④③❚❒ù➚❱➪ ✍ ☛✱➬Ü➩✩➶ ✆ ✂④③❚❒ù➚❱➪ ✏ ☛✑➘④➯❣➽❚➸✩✙✐➩✩➨✯➶ ✁✓✙✟➫ñ❮❄➳✩➤➦➯❱➳✼➨④➤❫➫✦✙✐➨✯➧
➯❱à✽✙❬➩✺➫ñ➨④á❣➤ñ➬Ü➺❬➧◗➺✐➨✢➬❱➶❛➫ñ➯❄➫ñ❮✇➨❊✙❬➩✩➨④➼✛➲✩➬❱➺✧✙✟➫Pû
∣∣∣LUj [1 +H+ ∗j ; 2√1 + q2, b˜] (x˜)∣∣∣ ≤ L|Uj| [1 +H+ ∗j ; 2√1 + q2, b˜] (x˜2)
+MU0e
x˜
√
1+q2L1/t
[
1;
√
1 + q2, x˜2
]
(x˜)
✆ ✂④③❈❒ ➚❱➪■❍ ☛
✁✓✙✐➫➦❮
x˜2 = sup(x˜0, x˜1)
❒ ✂P➩ ✆ ✂④③❈❒ ➚❱➪■❍ ☛✬ð✚➫ñ❮✩➨❚➺✐➨④à✙➫★➫➦➨✯➤❫➽ ✙✐➩ü➫ñ❮✩➨➹➲✇➳✩➳✼➨④➤➦➸✚➯❣➲✩➩✩➶✤✙✐➧ ✙❬➩✇➶✩➨✯➳✚➨✯➩✩➶✇➨✯➩✺➫❩à✻➤➦➯❣➽
x˜
✁❸❮✩✙✐➺❬➨☎➫➦❮✩➨★➤✛✙✐á❣❮✺➫◗➫ñ➨④➤➦➽ ➘✢➬❱➩✕➸✚➨★➘✢➬❱➺✐➘✯➲✩➺❬➬Ü➫ñ➨④➶❛➨✬ß❡➳✩➺✪✙❬➘✏✙✟➫ñ➺✟û❣❒
➴
➩❋✙❬➩✺➫➦➨✯á❣➤➦➬Ü➫✦✙✐➯❣➩✉➸✺û✉➳❖➬Ü➤❫➫ñ➧⑨➺✐➨✢➬❱➶✇➧ó➫ñ➯❚➫➦❮✩➨❩➤➦➨④➧➦➲✩➺✟➫
L1/t
[
1; γ, b˜
]
(x˜) =
1
γ
[
ln(γx˜) +B(γx˜; γb˜)
]
✆ ✂④③❚❒ù➚❱➪✉★✫☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
B(γx˜; γb˜)
✙✐➧❩➬✉➘✯➯❱➩❥➫✛✙❬➩❥➲✩➯❣➲✇➧☎à✻➲✩➩✩➘✬➫✦✙❬➯❱➩✳➯❱à
x˜
✁❸❮✬✙❬➘✭❮é❮❖➬❱➧❩➬ ✆✩➩✩✙✐➫➦➨❚➺✧✙✐➽✮✙✟➫ ✁❸❮✇➨✯➩
x˜
á❣➯❡➨④➧☎➫ñ➯
+∞
➬❱➩✩➶ ✁❸❮✩✙✐➘✭❮✂➫➦➨✯➩✩➶✩➧⑨➫➦➯ − ln b˜ ✁❸❮✩➨④➩ x˜ ➬❱➳✩➳✩➤❫➯✺➬❱➘✭❮✩➨④➧➭➫➦❮✩➨❩➱Ü➬❱➺❬➲✩➨ b˜ ❒ ✂P➩✩➶✩➨④➨✯➶✒ð
B(γx˜; γb˜) ≡ −
[
eγx˜Ei(−γx˜)− eγb˜Ei(−γb˜)
]
− ln(γb˜) ✆ ✂④③❈❒ ➚❱➪■❏ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
Ei(−u) ➶✩➨✯➩✇➯❱➫ñ➨④➧❝➫ñ❮✩➨✝✧✱ß❡➳✚➯❣➩✩➨④➩❥➫✛✙❃➬❱➺✶❰ ✂P➩✺➫ñ➨④á❣➤ñ➬Ü➺➭à✻➲✩➩✇➘④➫✦✙✐➯❣➩↔➶✇➨ ✆❖➩✩➨④➶❞à✻➯❣➤ u > 0 ➬❱➧ Ei(−u) ≡
− ∫ +∞
u
dt exp(−t)/t ❒ ➴ ➧↔➬➡➘④➯❣➩✩➧➦➨④➼❥➲✩➨✯➩✩➘④➨➇➯❱à ✆ ✂④③❈❒ ➚❱➪■❍ ☛ ➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❚❒ù➚❱➪✉★ ☛✭ð ✙❬➩ ➫➦❮✩➨ ➺❬➬❱➤➦á❱➨✬❰ x ➺✧✙✐➽✮✙✟➫
exp(−2x˜
√
1 + q2)LUj
[
1 +H+j
]
➱Ü➬❱➩✩✙❬➧❫❮✩➨✯➧✕➬Ü➧ ✁ ➨✯➺❬➺☎➬❱➧
exp
[
−2x˜
√
1 + q2
]
H+j
✆❦➬Ü➘✯➘✯➯❱➤➦➶✩✙✐➩✩á ➫ñ➯ ❰
✆ ✂④③❈❒ ➚Ü➪✺➚ ☛★☛✸➧➦➯❋➫ñ❮❖➬Ü➫
a1
✙❬➩ ✆ ✂④③❈❒ ➚❱➪■✜ ☛✝➳✇➤➦➯✥➱❣➨④➧◗➫ñ➯❈➸✚➨ ☛④➨✯➤❫➯✩❒❡÷⑨❮✇➨✯➩✉➫ñ❮✇➨☎➶✩➨✕✆❖➩✩✙✐➫✛✙❬➯❣➩ ✆ ✂④③❈❒ ★■★ ☛✝➫➦➯❣á❣➨④➫➦❮✩➨✯➤ ✁✓✙✐➫➦❮
➫ñ❮✇➨➵➘✭❮✇➯☞✙❬➘④➨ ✆ ✂④③❚❒ù➚❱➪✌✞✮☛ó➨④➩✇à✻➯❣➤❫➘✯➨❩➫ñ❮❖➬☛➫
a0
✙❬➧❸➬❱➺✐➧➦➯➹➨④➼✛➲✩➬❱➺❜➫ñ➯ ☛✯➨④➤➦➯✩❒
✁❋❊ ✄
 
✄❞❂✴❂❦☛✡✌✴✯✰✓
✁
✪
✂P➩ü➫ñ❮✇➨❈➳✩➤❫➨✯➧➦➨④➩✺➫❩➬❱➳✩➳✚➨✯➩✇➶✩✙✟ß✄✁ ➨❈➧❫➫➦➲✩➶✇û✕➫ñ❮✇➨❈➧❫➫➦➤➦➲✩➘✬➫ñ➲✩➤❫➨❚➯❱à✗➫ñ❮✩➨
ε
❰ ➨✬ß❡➳❖➬❱➩✇➧✛✙❬➯❱➩✩➧➮➯Üà✱➫ñ❮✩➨➵à✻➲✩➩✩➘✬➫✦✙✐➯❣➩✩➧
HU
➶✩➨✕✆❖➩✩➨✯➶❀➸✺û✉➫ñ❮✩➨Ñ➧❫➨✯➤✛✙✐➨✯➧❸➤➦➨④➳✩➤➦➨④➧➦➨④➩❥➫ñ➬Ü➫✦✙✐➯❣➩ ✆ ✂④③❚❒✢★■❏ ☛✭❒
✲▲❑✡✳ ✛ ✳ ✄ ✁ ✑ ❀✷✞✄✂✷✌✁  ✑ ✸✮☎✻✺✔✎
HUj ☎
✌
➴
➘✯➘④➯❣➤➦➶✩✙✐➩✩á❩➫ñ➯Ñ➶✩➨✕✆❖➩✩✙✐➫✛✙❬➯❣➩ ✆ ✂④③❚❒✢★❡★ ☛✱➬❱➩✇➶✫✙✐➩✺➫ñ➨✯á❱➤ñ➬Ü➫✛✙❬➯❣➩➹➳✩➤❫➯❣➳✚➨✯➤❫➫✛✙❬➨④➧✯ð❱➫➦❮✩➨❸➺✧✙❬➩✇➨✢➬❱➤✗➯❣➳✼➨④➤ñ➬Ü➫➦➯❣➤ LU ➶✩➨ ✆❖➩✇➨✯➶
✙❬➩ ✆ ✂④③❚❒✢★❡★ ☛ó❮❖➬❱➧⑨➫➦❮✩➨❩à✻➯❣➺❬➺✐➯ ✁✓✙✐➩✩á❚➳✩➤❫➯❣➳✚➨✯➤❫➫✛✙❬➨④➧✯ð
|LU [f ]| ≤ L|U|[|f |] ✆ ✂④③❈❒ ➚❱➪ ☛ ☛
|U | < U ′ ⇒ L|U|[|f |] ≤ LU′[|f |] ✆ ✂④③❈❒ ➚✟✞✢➪ ☛
 ✂✁
➬❱➩✩➶
0 ≤ f ≤ g ⇒ 0 ≤ L|U|[f ] ≤ L|U |[g] ✆ ✂④③❚❒ù➚✟✞✑✞✙☛
÷⑨❮✩➨④➤➦➨④à✻➯❱➤➦➨❱ð✗➸✺û ➬ü➤❫➨✯➘④➲✩➤➦➤❫➨✯➩✩➘④➨✕➬❱➤➦á❣➲✇➽➾➨④➩❥➫✯ð❢➫➦❮✩➨❝➧❫➨✯➤✚✙❬➨✯➧❈➤➦➨✯➳✇➤➦➨✯➧❫➨✯➩✺➫✭➬☛➫✦✙❬➯❱➩ ✆ ✂④③❈❒ ★■❏ ☛➵➯❱à
HU
➺❬➨✯➬❱➶✩➧❋➫➦➯ü➫ñ❮✇➨
à✻➯❣➺✐➺❬➯ ✁✓✙❬➩✩á❈➤➦➨✯➧❫➲✩➺✐➫
✙✐à |U | ≤ U ′ ➫ñ❮✩➨④➩ |HU | ≤ H−U′ ✆ ✂④③❚❒ù➚✟✞✽➚✫☛
✂P➩❚➫ñ❮✩➨ ➳✩➤➦➨④➧➦➨④➩❥➫❁➬Ü➳✩➳✼➨④➩✩➶✩✙✶ß ✁ ➨ ✁✓✙✐➺❬➺✺➯❣➽✫✙✐➫✗➬❱➺✐➺✥✙✐➤➦➤❫➨✯➺❬➨✬➱Ü➬❱➩✺➫❅✙✐➩✩➶✩✙❬➘④➨✯➧✑➬❱➩✩➶❚➘④➯❡➨✕✔➾➘★✙❬➨④➩❥➫➦➧✸➬❱➩✩➶ ✁ó➨◗➘④➯❣➩✩➧✚✙❬➶✩➨④➤
➯❣➩✩➺✟û❝➫➦❮✩➨Ñ➳✩➤➦➯❱➫➦➯❱➫Pû✛➳✼➨❩à✻➲✩➩✇➘④➫✦✙✐➯❣➩✩➧
U1(x˜; ε) = e
∆ ε
2x˜ − 1 ✆ ✂④③❈❒ ➚✟✞❭✜ ☛
➬❱➩✩➶
U2(x˜; ε; b˜) = e
εF (x˜;ε,b˜) − 1 ✆ ✂④③❈❒ ➚✟✞ ✍ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
F (x˜; ε, b˜)
✙✐➧⑨➬❚➘✯➯❱➩❥➫✛✙❬➩❥➲✩➯❣➲✇➧◗à✻➲✩➩✩➘④➫✛✙❬➯❣➩❛➯Üà
x˜
✙✐➩❝➫ñ❮✩➨❊✙✐➩✺➫ñ➨✯➤ ➱Ü➬❱➺
b˜ ≤ x˜ < +∞ ð ✁❸❮✩✙❬➘✭❮✰✙✐➧◗➸✼➯❱➲✩➩✩➶✩➨④➶
➸✺û✕➬➹à✻➲✩➩✩➘④➫✛✙❬➯❣➩✂➬❱➧◗à✻➯❱➺❬➺❬➯ ✁❸➧④ð✇à✻➯❣➤❸➬❱➺✐➺
x˜ > b˜
✃
∣∣∣F (x˜; ε, b˜)∣∣∣ ≤MF (ε/b˜)g(x˜) ✆ ✂④③❈❒ ➚ ✞ ✏ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
g(x˜)
✙❬➧➭➬❄➘✯➯❣➩✺➫✛✙❬➩❥➲✩➯❣➲✩➧❸à✻➲✩➩✩➘✬➫✦✙✐➯❣➩❋✙❬➩✺➫ñ➨④á❣➤ñ➬❱➸✇➺❬➨❊✙❬➩✕➫ñ❮✇➨ ✙✐➩✺➫ñ➨✯➤ ➱Ü➬❱➺
[
b˜,+∞
[
❒ ✞✛➲✩➸✩➧➦➨④➼❥➲✩➨✯➩✺➫ñ➺✟û✕à✻➯❣➤➭➬❱➺❬➺
x˜ ≥ b˜
F (x˜; ε, b˜) ≤ MF (ε/b˜)Mg(b˜) ≡M2(ε/b˜, b˜) ✆ ✂④③❈❒ ➚✟✞❭❍ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
Mg(b˜)
➶✩➨✯➩✇➯❱➫ñ➨④➧❈➫ñ❮✩➨❝➲✩➳✩➳✚➨✯➤❚➸✚➯❣➲✩➩✩➶ ➯❱à
g
✙❬➩ ➫➦❮✩➨❝➤➦➬❱➩✩á❣➨
b˜ ≤ x˜ < +∞ ❒ ☎ ➯❣➲✩➩✩➶✩➧❈➲✩➳✼➯❱➩ ➫ñ❮✩➨
➳✚➯❱➫ñ➨④➩❥➫✛✙❃➬❱➺✐➧
Uj
Ýß➧➭➬❱➤❫➨➵➶✇➨✯➤✛✙✟➱❣➨④➶❀➸✺û✕➩✩➯❱➫✛✙❬➘★✙❬➩✩á❈➫➦❮❖➬Ü➫❸à✻➯❣➤❸➬❱➺✐➺Ú➤❫➨✢➬❱➺✐➧
v{ ∣∣e−|v| − 1∣∣ ≤ |v|
0 ≤ e|v| − 1 ≤ |v|e|v|
✆ ✂④③❚❒ù➚✟✞✩★✫☛
✆★✆ ✂④③❚❒ù➚✟✞✩★ ☛ ✙✐➧➵➬✕➶✬✙❬➤➦➨④➘④➫➵➘✯➯❱➩✩➧➦➨④➼✛➲✇➨✯➩✩➘④➨✉➯❱à❁➫ñ❮✩➨♥➧➦➨④➤✛✙❬➨④➧Ñ➤➦➨✯➳✇➤➦➨✯➧❫➨✯➩✺➫✭➬☛➫✦✙❬➯❱➩ ➯❱à❁➫ñ❮✩➨❄➨Ïß✇➳✚➯❣➩✩➨④➩✺➫✦✙❃➬Ü➺ý❒✳☛❇✆ ✂④③❚❒ù➚✟✞✩★✫☛
✙❬➽♥➳✩➺✪✙❬➨✯➧❁➫ñ❮❖➬☛➫
|U1(x˜; ε)| < Umax1 ≡ ε1
1
x˜
✆ ✂④③❚❒ù➚✟✞✣❏ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
ε1 = εM1(ε/b˜,∆)
➬❱➩✩➶
M1(ε/b˜,∆) =
∆
2
e
∆
2
ε
b˜
✙✐à
∆ > 0
✆ ✂④③❚❒ù➚✟✞ ☛❣➬ ☛
=
|∆|
2
✙✐à
∆ < 0
✆ ✂④③❚❒ù➚✟✞ ☛Ü➸ ☛
☎ó➨④➧✛✙❬➶✇➨✯➧✯ð ✙✟à✸➫ñ❮✩➨➹➧✚✙❬á❣➩✳➯Üà
F (x˜)
➶✩➨✯➳✚➨✯➩✩➶✇➧➵➯❱➩
x˜
ð
F (x˜)
➽➾➬✢ûü➸✚➨ ✁❸➤✛✙✟➫➦➫ñ➨④➩é➬❱➧
F (x˜) = F+(x˜) − F−(x˜)
✁✓✙✐➫➦❮
F+(x˜) = F (x˜)
✙✟à
F (x˜) > 0
➬❱➩✩➶
F+(x˜) = 0
➯❱➫➦❮✩➨✯➤ ✁✓✙❬➧❫➨❱ð ✁❸❮✬✙❬➺❬➨
F−(x˜) = −F (x˜) ✙✟à F (x˜) <
✁ ✁
0
➬❱➩✇➶
F−(x˜) = 0
➯Ü➫ñ❮✩➨④➤ ✁✓✙❬➧❫➨❱❒   ✙✟➫ñ❮➉➫➦❮✩➨✯➧❫➨ ➶✇➨ ✆❖➩✩✙✟➫✦✙✐➯❣➩✩➧ |F (x˜)| = F+(x˜) + F−(x˜) ❒⑨þ➮➧✚✙❬➩✩á ➫➦❮✩➨
➶✩➨④➘✯➯❣➽♥➳✼➯❱➧✛✙✐➫✛✙❬➯❣➩
eεF − 1 = (eεF+ − 1) e−εF− + (e−εF− − 1) ✆ ✂④③❚❒ù➚❣➚❱➪ ☛
➫ñ➯❱á❣➨④➫➦❮✩➨✯➤ ✁✓✙✐➫➦❮ ✆ ✂④③❚❒ù➚✟✞ ✏✫☛◗➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❚❒ù➚✟✞✩★✫☛Ïð ✁ ➨Ñá❣➨④➫
|U2(x˜; ε, b)| ≤ Umax2 ≡ ε2g(x˜)
✆ ✂④③❈❒ ➚❱➚✟✞✮☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
ε2 = εM2(ε/b˜, b˜)
➬❱➩✩➶
M2(ε/b˜, b˜) = MF (ε/b˜) exp
[
εMF (ε/b˜)Mg(b˜)
]
✆ ✂④③❚❒ù➚❣➚❣➚✫☛
÷⑨❮✩➨Ñ➸✚➯❣➲✩➩✩➶✩➧ ✆ ✂④③❈❒ ➚ ✞✣❏ ☛◗➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❚❒ù➚❣➚✟✞✮☛◗➬❱➸✚➯❣➲✇➫⑨➫➦❮✩➨
U¯j
ÝÞ➧❸➨✯➩✩➧❫➲✩➤➦➨Ñ➫ñ❮✩➬Ü➫✢ð✡➬❱➘④➘✯➯❣➤❫➶✩✙❬➩✇á❄➫➦➯ ✆ ✂④③❚❒ù➚✟✞✽➚✫☛
HU1 ≤ H−ε1/t
➬❱➩✇➶
HU2 ≤ H−ε2g
✆ ✂④③❚❒ù➚❣➚■✜ ☛
➴
➧➭➧➦❮✇➯ ✁❸➩●✙❬➩❛➫ñ❮✇➨➵à✻➯❣➺✐➺❬➯ ✁✓✙❬➩✇á✩ð❡➧❫➯❣➽♥➨ ✙✐➩✇à✻➯❣➤❫➽❝➬Ü➫✛✙❬➯❣➩✉➬❱➸✼➯❱➲✇➫⑨➫ñ❮✩➨➵➧❫➫➦➤➦➲✩➘✬➫ñ➲✩➤❫➨❋➯Üà✗➫➦❮✩➨
ε
❰ ➨✬ß❡➳❖➬❱➩✩➧✚✙❬➯❱➩✩➧❸➯❱à✑➫➦❮✩➨
HUj
ÝÞ➧♥➘✯➬❱➩➏➸✼➨✕➶✩➨④➤✛✙✟➱❣➨✯➶➏à✻➤➦➯❱➽ ✆ ✂④③❚❒ù➚❣➚■✜ ☛Ï❒ ✂P➩ ➳✩➬❱➤❫➫✛✙❬➘✯➲✇➺❃➬❱➤✘✙❬➩ ➸✚➯❱➫ñ❮➏➘✢➬Ü➧➦➨✯➧④ð✸➫ñ❮✩➨❛➺✪✙❬➩✩➨✯➬❱➤✛✙✟➫Pû ➯❱à ✙✐➩❥➫➦➨✯á❣➤➦➬❱➺❬➧
➨✯➩✇➧➦➲✩➤❫➨✯➧❋➫➦❮❖➬Ü➫Ñ➫ñ❮✇➨➾➩
➫➦❮
➫ñ➨✯➤❫➽ ✙❬➩é➫ñ❮✩➨❄➧❫➨✯➤✛✙✐➨✯➧ ✆ ✂④③❈❒ ★■❏ ☛★à✻➯❱➤
H−Umaxj
✙✐➧➵➨Ïß✇➬❱➘④➫➦➺✐ûé➯❱à ➯❣➤➦➶✇➨✯➤
εnj
ð ✁❸❮✩✙✐➘✭❮ ✙✐➧
➩✩➯❱➫⑨➫➦❮✩➨Ñ➘✢➬❱➧❫➨ ✁❸❮✇➨✯➩
U(x˜, ε)
✙❬➧⑨➩✇➯❱➫➮➬❄➺✪✙❬➩✩➨✯➬❱➤óà✻➲✩➩✇➘④➫✦✙✐➯❣➩✕➯❱à
ε
❒
✲▲❑✡✳ ✛ ✳ ❉
ε  
✎
✁
✵✽☛✩✞✽✌ ✁✆✑ ✞✽✌ ✑   ✪ ✑ ❀✷✞✄✂✷✌✁  ✑ ✸ ☎✻✺✔✎
HUj ☎
✌
ì❅✙❬➤❫➧❫➫ ✁ó➨❚➘④➯❣➩✩➧✚✙❬➶✩➨④➤
H−εg
❒
➴
➽♥➨✯➤➦➨✘✙❬➩✺➫ñ➨④á❣➤ñ➬☛➫✦✙❬➯❱➩ü➸✺ûü➳✩➬❱➤❫➫➦➧❩➬❱➺❬➺✐➯ ✁❸➧➮➯❣➩✇➨❈➫ñ➯✉➧❫❮✩➯ ✁ ➫ñ❮❖➬Ü➫ ✁❸❮✩➨✯➩
g(t)
✙❬➧⑨➳✚➯❣➧✚✙✐➫✦✙✟➱❣➨Üð✩✙❬➩✺➫ñ➨④á❣➤ñ➬Ü➸✩➺❬➨❩➬☛➫➮➺❬➬❱➤➦á❱➨
t
➬❱➩✇➶✂➘④➯❣➩✺➫✦✙✐➩✛➲✇➯❣➲✩➧❸à✻➯❣➤
b˜ ≤ t < +∞ ð
Lg[1](x˜) ≤
∫ +∞
b˜
dt g(t) ≡ G(b˜) ✆ ✂④③❈❒ ➚❣➚ ✍ ☛
✞❂✙✐➩✩➘✯➨ L−εg[1] = −εLg[1] ð❸➬ ➤❫➨✯➘④➲✩➤➦➤❫➨✯➩✩➘④➨ ➬❱➤❫á❣➲✩➽♥➨✯➩✺➫✕➳✩➤❫➯✽➱❱➨✯➧✕➫ñ❮❖➬☛➫❛➫ñ❮✩➨✳➩
➫ñ❮
➫➦➨✯➤❫➽ ✙❬➩❞➫➦❮✩➨✳➧➦➨④➤✛✙❬➨④➧
➤➦➨④➳✩➤➦➨④➧➦➨④➩❥➫ñ➬Ü➫✦✙✐➯❣➩ ✆ ✂④③❈❒ ★❣❏ ☛♥➯❱à
H−εg
✙❬➧✉➬✎➳✼➯❣➧✚✙✐➫✛✙✐➱❣➨✂à✻➲✩➩✩➘✬➫✦✙❬➯❱➩➉➯❱à
x
✁❸❮✩✙❬➘✭❮ ✙✐➧❝➺✐➯ ✁ ➨✯➤♥➫ñ❮❖➬Ü➩
[
εG(b˜)
]n
❒
H−εg(x˜)
✙❬➧⑨➺✐➯ ✁ ➨✯➤⑨➫➦❮❖➬❱➩❀➬❄á❱➨✯➯❣➽♥➨④➫➦➤✛✙❬➘☎➧➦➨✯➤✚✙❬➨④➧ ✁❸❮✬✙❬➘✭❮✂➘✢➬❱➩✂➸✼➨Ñ➤❫➨✯➧➦➲✇➽➾➽♥➨✯➶ ✁✓✙✐➫➦❮❛➫ñ❮✩➨Ñ➤➦➨④➧➦➲✩➺✟➫
H−εg(x˜) ≤ εG(b˜)
1− εG(b˜)
✆ ✂④③❚❒ù➚❣➚✑✏✫☛
÷⑨❮✩➨④➤➦➨④à✻➯❱➤➦➨
H−εg(x˜; ε, b˜)
➘✢➬❱➩ ➸✼➨ ✁❸➤✚✙✐➫❫➫ñ➨✯➩ ➬❱➧✂➬❱➩
ε
❰P➨Ïß❡➳❖➬❱➩✩➧✚✙❬➯❣➩ ✁❸❮✩➯❣➧❫➨✎➘④➯❡➨✕✔♥➘✏✙❬➨④➩✺➫ñ➧✂➬❱➤➦➨✳➸✚➯❣➲✩➩✇➶✩➨✯➶
à✻➲✩➩✩➘✬➫✦✙✐➯❣➩✩➧⑨➯❱à
x˜
H−εg(x˜) =
+∞∑
n=1
εnGn(x˜; b˜)
✆ ✂④③❈❒ ➚❣➚❣❍ ☛
✁✓✙✐➫➦❮
Gn(x˜; b˜) ≤ Gn(b˜) à✻➯❱➤❸➬❱➺❬➺ x˜ ≥ b˜ ❒
  ❮✩➨✯➩
U(x˜) = ε/x˜
➫➦❮✩➨☎➧ ➫✭➬❱➤ ➫✦✙❬➩✇á❈➨✯➼❥➲❖➬☛➫✦✙❬➯❱➩ ✆ ✂④③❈❒ ➚❱➪❱➪ ☛✝➧➦➬Ü➫✦✙✐➧ ✆❖➨④➶❛➸✺û
HU
ð✥✙❬➧❁➨✬ß✇➬❱➘✬➫ñ➺✐û♥➧❫➯❣➺✐➱Ü➬❱➸✩➺✐➨☎➬Ü➩✩➶
➫ñ❮✇➨❈à✻➯❣➤➦➽➾➬❱➺❢➧➦➨④➤✛✙❬➨④➧ ✆ ✂④③❈❒ ★❣❏ ☛➮➽❚➲✩➧ ➫❩➘✯➯✜✙❬➩✩➘★✙❬➶✩➨ ✁✓✙✐➫ñ❮❀➫ñ❮✩➨
ε
❰ ➨✬ß❡➳❖➬❱➩✩➧✚✙❬➯❣➩✳➯Üà✸➫ñ❮✩➨❚➨Ïß❡➳✩➺✧✙✐➘✏✙✐➫☎➨✬ß✇➬❱➘✬➫❩➧➦➯❣➺✐➲✇➫✦✙✐➯❣➩✒❒
❐❀➯❣➤❫➨é➳✩➤➦➨④➘✏✙❬➧❫➨✯➺✟û❣ð
exp(−x) [1 +Hε/t(x)] ✙❬➧✕➬ ➧➦➯❣➺✐➲✇➫✦✙✐➯❣➩❞➯❱à➵➫ñ❮✩➨✳➧ ➫✭➬Ü➫✛✙❬➯❣➩✩➬❱➤❫û↔➤ñ➬❱➶✩✙❬➬❱➺✚✞✛➘✭❮✩➤➦➯✛➨✯➶✩✙✐➩✩á❣➨④➤
➨✯➼❥➲❖➬☛➫✦✙❬➯❱➩♥à✻➯❣➤✝➬Ñ➼❥➲❖➬❱➩✺➫ñ➲✇➽➙➧❫➫✭➬☛➫ñ➨ ✁✓✙✐➫➦❮✖☛④➨✯➤➦➯❋➬❱➩✩á❱➲✩➺❃➬❱➤ ✢ ✙✐➩✩➨④➫✛✙❬➘⑨➽♥➯❣➽➾➨④➩✺➫ñ➲✩➽➙➬Ü➩✩➶❝➬Ñ➩✩➨④á✺➬Ü➫✦✙✟➱❣➨❸➨✯➩✇➨✯➤➦áÜû❚❰ ✞❣ð
✙❬➩★➫➦❮✩➨❁òó➯❣➲✩➺✐➯❣➽❚➸❩➳✚➯❱➫ñ➨④➩✺➫✦✙❃➬Ü➺ −ε/r ✙✐➩❩➶✩✙❬➽♥➨✯➩✩➧✚✙❬➯❣➩✇➺❬➨✯➧❫➧✒➲✩➩✩✙✟➫ñ➧④ð✥➬❱➩✩➶ ✁✓✙✐➫➦❮❩➸✼➯❱➲✩➩✩➶❖➬❱➤ û❩➘✯➯❱➩✩➶✩✙✐➫✛✙❬➯❣➩✇➧✪✆ ✂④③❈❒ ➚Ü➪✌✞✮☛
 ✂✁
➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❚❒ù➚❱➪✺➚ ☛✭❒☎✆✤✆ ✂④③❚❒ù➚❱➪✌✞✙☛✂✙❬➧ ➶✩✙✝✒✼➨✯➤❫➨✯➩✺➫◗à✻➤❫➯❣➽ ➫➦❮✩➨★➘④➯❣➤➦➤❫➨✯➧➦➳✚➯❣➩✩➶✬✙❬➩✩á❚➘④➯❣➩✩➶✩✙✟➫✦✙✐➯❣➩ ✙✐➩❛➬ ☎➭û✛➶✩➤❫➯❣á❣➨✯➩✕➬☛➫ñ➯❣➽✂❒✼☛
÷⑨❮✩➨Ñ➨✯➼❥➲❖➬☛➫✦✙❬➯❱➩●✙✐➧
d2h
dx˜2
+
[ ε
x˜
− 1
]
h = 0
✆ ✂④③❈❒ ➚❣➚■★ ☛
÷⑨❮✩➨ ➧❫➯❣➺❬➲❡➫✦✙❬➯❱➩✩➧❀➯Üà ✆ ✂④③❚❒ù➚❣➚❡★ ☛✂➬❱➤➦➨ ✁ó➨④➺❬➺✟❰ ✢❥➩✩➯ ✁❸➩➓✃ ✁✓✙✟➫ñ❮ ➫➦❮✩➨ ➸✚➯❣➲✩➩✩➶✩➬❱➤❫û ➘✯➯❣➩✇➶✩✙✐➫✛✙❬➯❣➩✩➧ ✆ ✂④③❈❒ ➚Ü➪✌✞✮☛❀➬Ü➩✩➶
✆ ✂④③❈❒ ➚Ü➪✺➚ ☛
1 +Hε/t(x˜) = A(ε, b˜)e
x˜−b˜Wε/2 , 1/2(2x˜)
✆ ✂④③❈❒ ➚❱➚■❏ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
A(ε, b˜) =
[
Wε/2 , 1/2(2b˜)
]−1
➬❱➩✇➶
W
✙✐➧☎➫ñ❮✩➨   ❮✬✙✐➫➦➫ñ➬✜✢❱➨④➤☎à✻➲✩➩✩➘✬➫✦✙✐➯❣➩✒❒✒þ➭➳✳➫ñ➯✕➬✉➩✩➯❣➤❫➽❝➬Ü➺✧✙ ☛✯➬Ü➫✦✙✐➯❣➩
à✪➬❱➘✬➫ñ➯❣➤
Wε/2 , 1/2(2x˜) ∝
∫ +∞
0
dt exp(−t)
[
1 +
2x˜
t
]ε/2
✆ ✂④③❚❒ù➚❣➚ ☛ ☛
÷⑨❮✩➨♥➧❫➫ñ➤❫➲✩➘④➫➦➲✩➤➦➨❄➯❱à❁➫ñ❮✇➨
ε
❰ ➨✬ß❡➳❖➬❱➩✩➧✚✙❬➯❣➩✳➯Üà
Hε/t
➘✢➬Ü➩ ➸✚➨❄➶✩➨✯➤✚✙✐➱❱➨✯➶ ➨✏✙✐➫➦❮✩➨✯➤★à✻➤❫➯❣➽ ➫➦❮✩➨
ε
❰P➨✬ß❡➳❖➬Ü➩✩➧✛✙✐➯❣➩✳➯❱à
➫ñ❮✇➨❝➬❱➸✚➯✥➱❣➨✫✙❬➩✺➫ñ➨④á❣➤ñ➬Ü➺✸➤➦➨✯➳✇➤➦➨✯➧❫➨✯➩✺➫✭➬☛➫✦✙❬➯❱➩ ➯❱à
Wε/2 , 1/2(2x˜)
➯❱➤Ñà✻➤❫➯❣➽➄➫ñ❮✇➨➾➧❫➨✯➤✛✙✐➨✯➧➵➤➦➨④➳✩➤➦➨④➧➦➨✯➩✺➫ñ➬Ü➫✦✙✐➯❣➩ ✆ ✂④③❚❒✢★■❏ ☛
✁❸❮✩✙✐➘✭❮ ✙✐➧➹➬❱➺✐➧➦➯✳➬❱➩
ε
❰ ➨✬ß❡➳❖➬❱➩✩➧✚✙❬➯❣➩ ➯Üà
Hε/t
ð✑➧✛✙✐➩✩➘✯➨✉➫➦❮✩➨❛➩ th ➫ñ➨④➤➦➽ ✙✐➧❚➨✬ß✇➬❱➘✬➫ñ➺✟û ➯❱à➭➯❣➤❫➶✩➨✯➤ εn
➸✼➨④➘✢➬❱➲✩➧❫➨❛➯❱à
➫ñ❮✇➨➵➺✪✙❬➩✩➨✯➬❱➤✛✙✟➫Pû♥➳✩➤➦➯❣➳✚➨✯➤ ➫Pû❛➯❱à✽✙❬➩✺➫ñ➨④á❣➤ñ➬☛➫✦✙❬➯❱➩✒❒  ✎➨Ñ➘✭❮✩➯✛➯❣➧➦➨❩➫ñ➯❄➨Ïß✇❮✬✙❬➸✩✙✟➫◗➫ñ❮✩➨Ñ➧❫➨✯➘✯➯❱➩✩➶❀➶✇➨✯➤✛✙✟➱Ü➬Ü➫✦✙✐➯❣➩✰✙❬➩❛➯❣➤❫➶✩➨✯➤◗➫➦➯
✙❬➺✐➺❬➲✩➧ ➫ñ➤➦➬Ü➫ñ➨★❮✇➯ ✁ ➫ñ❮✩➨➵➧➦➨④➤✛✙❬➨④➧➮➤❫➨✯➳✩➤❫➨✯➧❫➨✯➩✺➫✭➬Ü➫✛✙❬➯❣➩❀➳✩➤➦➯✥➱✥✙❬➶✇➨✯➧ ✙❬➩✇à✻➯❣➤❫➽❝➬☛➫✦✙❬➯❱➩✒❒
➴
➤❫➨✯➘✯➲✇➤➦➤➦➨④➩✩➘✯➨❈➧➦➘✭❮✩➨④➽➾➨➵➲✩➧✛✙✐➩✩á➾➬❱➩
✙❬➩✺➫➦➨✯á❣➤➦➬Ü➫✦✙✐➯❣➩❀➸✺û❀➳❖➬❱➤ ➫ñ➧★➬Ü➩✩➶ü➫ñ❮✇➨❈à✪➬❱➘④➫➭➫ñ❮✩➬Ü➫ L1/t[f(γt); γ, b˜](x˜) = (1/γ)L1/t[f(t); 1, γb˜](γx˜) ➬❱➺✐➺❬➯ ✁❸➧
➯❣➩✩➨❩➫➦➯♥➧❫❮✩➯ ✁ ➬➹á❣➨✯➩✇➨✯➤ñ➬Ü➺✧✙ ☛✯➬Ü➫✦✙✐➯❣➩✉➯❱à ✆ ✂④③❚❒ù➚❱➪✉★✫☛ à✻➯❣➤
γ = 2
ð
L1/t
[
(ln 2t)p ; 2, b˜
]
(x˜) =
1
2(p+ 1)
(ln 2x˜)p+1 +
p∑
n=1
Ap,n (ln 2x˜)
n +Bp(x˜, b˜)
✆ ✂④③❈❒ ➚■✜❱➪ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
Bp(x˜, b˜)
✙❬➧❄➬é➸✚➯❣➲✩➩✩➶✩➨④➶ à✻➲✩➩✇➘④➫✦✙✐➯❣➩ ➯❱à
x˜
✁❸❮✩➨✯➩
x˜ > b˜
❒ ✞✥✙❬➩✩➘④➨✕➫➦❮✩➨✕➩
➫ñ❮
➫ñ➨④➤➦➽ ✙✐➩ ➫➦❮✩➨✕➧➦➨④➤✛✙❬➨④➧
✆ ✂④③❈❒ ★❣❏ ☛❩à✻➯❱➤
U = ε/t
✙❬➧Ñ➨Ïß✩➬Ü➘④➫ñ➺✟û ➳✩➤➦➯❣➳✚➯❣➤ ➫✦✙❬➯❱➩❖➬❱➺✑➫➦➯
εn
ð❢➬❀➤❫➨✯➘④➲✩➤➦➤❫➨✯➩✩➘④➨✉➧➦➘✭❮✩➨④➽➾➨➾➤➦➨✯➬❱➶✩✙❬➺✟û✳➧➦❮✇➯ ✁❸➧➵➫ñ❮❖➬☛➫
➫ñ❮✇➨➵➧ ➫ñ➤❫➲✩➘④➫➦➲✩➤➦➨➵➯❱à❢➫ñ❮✩➨
ε
❰P➨Ïß✇➳✩➬❱➩✩➧✛✙✐➯❣➩✕➯❱à
Hε/t(x˜)
➤❫➨✢➬❱➶✇➧
Hε/t(x˜) =
+∞∑
n=1
εn
[
1
n!
(
ln 2x˜
2
)n
+ bn−1 (ln 2x˜)
n−1 + b1 ln(2x˜) +B∗n(x˜, b˜)
]
✆ ✂④③❚❒ù➚■✜✌✞✙☛
✂P➩ ✆ ✂④③❚❒ù➚■✜✌✞✮☛
B∗n(x˜, b˜)
✙❬➧➵➬✕à✻➲✩➩✩➘④➫✛✙❬➯❣➩ ✁❸❮✩✙✐➘✭❮✶✙❬➧Ñ➸✚➯❣➲✩➩✩➶✇➨✯➶ à✻➯❣➤
x˜ > b˜
➬Ü➩✩➶✎➫➦❮✩➨➾➘④➯❡➨✕✔♥➘✏✙❬➨④➩✺➫➹➬Ü➫➵➨④➱❱➨✯➤ û
➯❣➤❫➶✩➨✯➤
εn
➱❱➬Ü➩✩✙❬➧❫❮✩➨✯➧ ✁❸❮✩➨✯➩
x˜ = b˜
✆✪➸✚➨✯➘✯➬❱➲✩➧❫➨ L1/t[f ](x˜ = b˜) = 0 ☛Ï❒✸÷⑨❮✩✙❬➧❄➘④➯❡➨✕✔➾➘★✙❬➨④➩❥➫➾➶✩✙✟➱❣➨✯➤❫á❣➨✯➧❝➬❱➧
(1/n!) (ln(2x˜)/2)n
➬Ü➫➵➺❃➬Ü➤➦á❣➨
x
➬❱➩✩➶é➫ñ❮✩➨❄➧➦➲✇➽➾➽➾➬Ü➫✦✙✐➯❣➩✳➯✥➱❣➨④➤➵➫➦❮✩➨➾➺✐➨✢➬❱➶✬✙❬➩✩á✕➬❱➧ û✛➽➾➳✇➫➦➯❱➫✦✙✐➘➹➸✼➨④❮❖➬✢➱✥✙❬➯❣➤❫➧❋➬☛➫
➬❱➺✐➺Ú➯❣➤❫➶✩➨✯➤❫➧ ✙✐➩
ε
➘✢➬❱➩✕➸✚➨Ñ➳✼➨④➤❫à✻➯❣➤❫➽➾➨④➶✂➨Ïß❡➳✩➺✧✙✐➘✏✙✐➫➦➺✐û ✁✓✙✐➫➦❮✕➫➦❮✩➨Ñ➤➦➨④➧➦➲✩➺✟➫
Hε/t(x˜) ∼
x˜→+∞
e
ε
2
ln(2x˜) = (2x˜)ε/2
✆ ✂④③❚❒ù➚■✜✺➚✫☛
÷⑨❮✩➨❩➬Ü➧❫û✛➽➾➳❡➫ñ➯❱➫✛✙❬➘☎➸✚➨✯❮✩➬✥➱✥✙✐➯❣➤ ✆ ✂④③❚❒ù➚■✜✺➚ ☛ ✙❬➩✩➶✩➨④➨✯➶❛➘④➯☞✙❬➩✩➘★✙❬➶✩➨④➧ ✁✓✙✟➫ñ❮❝➫➦❮✩➨☎➺✐➨✢➬❱➶✩✙✐➩✩á❈➺❬➬❱➤➦á❱➨✬❰P➶✬✙❬➧❫➫ñ➬❱➩✩➘④➨➮➸✚➨✯❮❖➬✢➱✥✙❬➯❱➤
➯❱à❢➫ñ❮✩➨Ñ➨Ïß✇➳✇➺✧✙❬➘★✙✐➫⑨➧❫➯❣➺❬➲❡➫✦✙❬➯❱➩ ✆ ✂④③❚❒ù➚❣➚■❏ ☛ó➶✩➨✯➤✚✙✐➱❣➨④➶❀➸✺û✕➲✩➧✚✙❬➩✩á➹➫➦❮✩➨ ✙❬➩✺➫ñ➨④á❣➤ñ➬❱➺Ú➤➦➨✯➳✇➤➦➨✯➧❫➨✯➩✺➫✭➬☛➫✦✙❬➯❱➩ ✆ ✂④③❚❒ù➚❣➚ ☛ ☛Ïð
Wε/2 , 1/2(2x˜) ∼
x˜→+∞
(2x˜)ε/2 e−x˜
[
1− ε(2 + ε)
8x˜
+O
(
1
x˜2
)]
✆ ✂④③❚❒ù➚■✜❡✜ ☛
✁ ✁
✲▲❑✡✳ ✛ ✳ ✙  
✁
☛✍✠✜☎✮✌✏✑ ❃✟❀ ☎✻✁✆✑ ✞✼☛✬☎✂✁✽✸❇✌ ☎✮✑ ✸ ✂✔✎✥✸ ✁✟✞
ε
ì❅✙❬➤❫➧❫➫✯ð✇➫ñ❮✩➨❩à✪➬❱➘✬➫⑨➫ñ❮❖➬☛➫➭➫➦❮✩➨Ñ➲✩➳✩➳✚➨✯➤❸➸✚➯❣➲✩➩✩➶✩➧
Umaxj (x˜; εj, b˜)
Ýß➧❸➲✩➳✚➯❣➩❛➫ñ❮✩➨
Uj
Ýß➧➭➬❱➤❫➨➵➯Üà✗➫➦❮✩➨❩à✻➯❣➤➦➽
Umaxj (x˜; εj, b˜) = εjV
max
j (x˜)
✆ ✂④③❈❒ ➚■✜ ✍ ☛
✆ ✁❸❮✇➨✯➤➦➨
ε1
➬❱➩✩➶
ε2
➬❱➤❫➨Ñ➶✩➨ ✆❖➩✇➨✯➶ ✙✐➩ ✆ ✂④③❚❒ù➚✟✞✣❏ ☛◗➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❈❒ ➚❣➚ ✞✮☛★☛◗➬❱➺✐➺❬➯ ✁❸➧⑨➯❣➩✩➨❩➫➦➯♥➧❫❮✩➯ ✁ ➫➦❮❖➬Ü➫
HUj = −LU j[1] +
+∞∑
n=2
εnaj,n(x˜; ε, b˜)
✆ ✂④③❈❒ ➚■✜✑✏ ☛
✁✓✙✐➫➦❮❛à✻➯❣➤❸➬❱➺❬➺
x˜ ≥ b˜ ð ∣∣∣aj,n(x˜; ε, b˜)∣∣∣ ≤ [Mj(ε/b˜, b˜)]nAjn(x˜, b˜j−1) ✆ ✂④③❚❒ù➚■✜❡❍ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨✳➫ñ❮✩➨
Mj
ÝÞ➧✕➬❱➤➦➨✳➶✇➨ ✆❖➩✩➨④➶ ✙✐➩ ✆ ✂④③❚❒ù➚✟✞ ☛❱➬ ☛❝➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❚❒ù➚❣➚❣➚ ☛Ï❒✝✂P➩ ✆ ✂④③❚❒ù➚■✜❡❍ ☛
A1,n(x; ε, b)
➶✩➯✛➨✯➧❛➩✇➯❱➫
➶✩✙✟➱❣➨✯➤❫á❣➨Ñà✪➬❱➧❫➫➦➨✯➤⑨➫ñ❮❖➬Ü➩
(ln x˜)n
✁❸❮✩➨④➩
x˜
á❣➯❡➨④➧⑨➫ñ➯✫✙❬➩✜✆❖➩✬✙✐➫Pû❣ð ✁❸❮✬✙❬➺❬➨
A2,n(x˜; b˜)
✙✐➧➭➬♥➸✚➯❣➲✩➩✩➶✇➨✯➶❀à✻➲✇➩✩➘④➫✛✙❬➯❣➩✕➯❱à
x˜
à✻➯❣➤Ñ➬❱➺✐➺
x˜ ≥ b˜ ❒✒÷⑨❮✩➨❄➶✩➨④➽➾➯❣➩✇➧❫➫ñ➤➦➬Ü➫✦✙✐➯❣➩✤✙❬➧★➫➦❮✩➨❚à✻➯❣➺✐➺❬➯ ✁✓✙❬➩✩á✇❒ ➴ ➘④➘✯➯❣➤❫➶✩✙❬➩✇á✕➫➦➯❛➫ñ❮✩➨❄➧➦➨④➤✛✙✐➨✯➧❩➤➦➨④➳✩➤➦➨④➧➦➨④➩❥➫ñ➬Ü➫✦✙✐➯❣➩
✆ ✂④③❈❒ ★❣❏ ☛➹à✻➯❱➤
HUj
ð✸➫ñ❮✇➨ ✙❬➩✇➨✯➼❥➲❖➬❱➺✪✙✐➫✦✙✐➨✯➧ ✆ ✂④③❚❒ù➚❱➪✑☛ ☛➹➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❚❒ù➚✟✞✥➪ ☛❚➫➦➯❣á❣➨✬➫ñ❮✩➨④➤ ✁✓✙✐➫➦❮ ➫➦❮✩➨ü➳✇➤➦➯❣➳✚➯❣➤❫➫✛✙❬➯❣➩✩➬❱➺✧✙✟➫Pû
➤➦➨④➺❃➬Ü➫✛✙❬➯❣➩ ✆ ✂④③❚❒ù➚■✜ ✍ ☛ó➺✐➨✢➬❱➶❛➫➦➯
∣∣HUj + LUj[1]∣∣ ≤ +∞∑
n=2
εnjLVmaxj
[
LVmaxj · · ·
[
LVmaxj [1]
]
· · ·
]
✆ ✂④③❚❒ù➚■✜✉★✫☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨é➫ñ❮✩➨é➘✯➯✛➨ ✔♥➘★✙❬➨✯➩✺➫✂➯❱à
εnj
➘✯➯❣➩✺➫ñ➬✜✙❬➩✩➧✕➩ ➯❣➳✚➨✯➤ñ➬☛➫ñ➯❣➤ LVmaxj
❒ ✆ ✂④③❚❒ù➚■✜✉★✫☛ ✙❬➽♥➳✩➺✧✙✐➨✯➧➾➫➦❮❖➬Ü➫❛➫➦❮✩➨é➧➦➲✩➽ ✙✐➩
✆ ✂④③❈❒ ➚❣✜ ✏ ☛ ✙❬➩✇➶✩➨✯➨④➶ ➧ ➫✭➬❱➤ ➫ñ➧➾➬Ü➫➹➫ñ❮✩➨✕➯❣➤❫➶✩➨✯➤
ε2
❒❁❐❀➯❱➤➦➨✯➯✥➱❱➨✯➤✯ð❁➬❱➘④➘✯➯❣➤❫➶✩✙❬➩✇áé➫➦➯ ✆ ✂④③❚❒✢★■❏ ☛Ïð✑➫ñ❮✩➨✂➤✛✙✐á❣❮✺➫➹➫ñ➨④➤➦➽ ✙✐➩
✆ ✂④③❈❒ ➚❣✜✉★ ☛ó➽➾➬✥û❝➸✼➨ ✁❸➤✚✙✐➫➦➫➦➨✯➩✂➬❱➧
ε2jLVmaxj
[
LVmaxj
[
H−Umaxj + L−Umaxj [1]
]]
✆ ✂④③❚❒ù➚■✜❡❏ ☛
÷⑨❮✩➨ ➨Ïß❡➳✩➺✧✙✐➘✏✙✐➫ ➧ ➫ñ➤➦➲✇➘④➫ñ➲✇➤➦➨✯➧ ➯❱à ➫ñ❮✇➨
εj
❰P➨✬ß❡➳❖➬Ü➩✩➧✛✙✐➯❣➩✩➧ ✆ ✂④③❚❒ù➚❣➚■❍ ☛ ➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❈❒ ➚■✜✟✞✮☛ à✻➯❱➤ ➫ñ❮✇➨
H−Umaxj
ÝÞ➧❸➫ñ➯❣á❣➨✬➫ñ❮✩➨④➤ ✁✓✙✐➫➦❮✕➫➦❮✩➨Ñ➤➦➨④➧➦➲✩➺✟➫ñ➧ ✆ ✂④③❈❒ ➚❱➪❡★ ☛◗➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❈❒ ➚❣➚ ✍ ☛ à✻➯❣➤ L−Umaxj
✙✐➽➾➳✩➺✟û❄➫ñ❮❖➬Ü➫
∣∣HUj + LUj [1]∣∣ ≤ +∞∑
n=2
εnj Aj, n(x˜; b˜
j−1)
✆ ✂④③❚❒ù➚■✜✑☛ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨Ñ➫ñ❮✩➨
Aj, n
❮❖➬✢➱❣➨Ñ➫ñ❮✇➨➵➳✇➤➦➯❣➳✚➨✯➤ ➫✦✙❬➨④➧⑨á☞✙✐➱❱➨✯➩❀➬Üà✙➫ñ➨④➤ ✆ ✂④③❈❒ ➚■✜■❍ ☛✬❒
✞❡➨✯➘④➯❣➩✩➶✒ð ✁ ➨➾➧❫❮✩➯ ✁➙➫ñ❮❖➬Ü➫Ñ➫➦❮✩➨
ε
❰ ➨✬ß❡➳❖➬❱➩✩➧✚✙❬➯❣➩ ➯❱à LUj[1] − LUlinj [1]
➧❫➫✭➬Ü➤❫➫ñ➧❋➬Ü➫➵➯❣➤❫➶✩➨✯➤
ε2
ð ✁❸❮✩➨✯➤❫➨➾➫ñ❮✇➨
➺✧✙✐➩✩➨✢➬Ü➤✛✙ ☛④➨✯➶✕➳✚➯❱➫ñ➨④➩❥➫✛✙❃➬❱➺
U linj
✙❬➧⑨➫ñ❮✇➨ ✆❖➤❫➧❫➫☎➯❣➤➦➶✩➨④➤➭➫➦➨✯➤❫➽ ✙❬➩✕➫ñ❮✩➨➵➨✬ß❡➳❖➬❱➩✇➧✛✙❬➯❱➩ü➯❱à✗➫ñ❮✩➨➵➨✬ß❡➳✚➯❣➩✩➨✯➩✺➫✛✙❃➬❱➺✷✙❬➩✺➱❣➯❱➺✐➱❣➨④➶
✙❬➩❛➫➦❮✩➨Ñ➶✩➨ ✆❖➩✬✙✐➫✦✙✐➯❣➩✩➧ ✆ ✂④③❚❒ù➚✟✞✣✜ ☛◗➬❱➩✇➶ ✆ ✂④③❚❒ù➚✟✞✎✍ ☛ó➯Üà✗➫➦❮✩➨
Uj
ÝÞ➧✯❒✼❐❀➯❣➤❫➨❩➳✩➤➦➨④➘✏✙✐➧➦➨✯➺✟û
LUj[1] = LUlinj [1] + ε
2RLj(x˜; ε, b˜)
✆ ✂④③❈❒ ➚ ✍❣➪ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨✎à✻➯❱➤✕➬❱➺❬➺
x˜ ≥ b˜ ð RLj
✙❬➧✂➬➏➸✼➯❣➲✇➩✩➶✩➨✯➶ à✻➲✩➩✩➘✬➫✦✙❬➯❱➩ ➯❱à
x˜
➬❱➩✇➶ ➫➦❮✩➨✎➶✇➨✯➳✚➨✯➩✩➶✩➨④➩✩➘✯➨ ➯❱à ✙✟➫ñ➧✕➸✼➯❱➲✩➩✩➶
MLj(ε/b˜, b˜)
➲✩➳✚➯❣➩
ε
✙❬➧➭➨✯➩✺➫✦✙✐➤➦➨④➺✐û❛➘④➯❣➩✺➫✭➬✜✙✐➩✩➨✯➶●✙❬➩
M1(ε/b)
✙✐à
j = 1
➯❱➤ ✙✐➩
[MF (ε/b˜)]
2 exp[εMF (ε/b˜)
❰
Mg(b˜)]
✙✐à
j = 2
❒▼✆ ✂④③❚❒ù➚ ✍✺➪ ☛✱✙✐➧➭➶✇➨✯➤✛✙✟➱❣➨④➶ü➬❱➧⑨à✻➯❣➺✐➺❬➯ ✁❸➧✯❒✇ì❅✙❬➤❫➧❫➫ ✁ ➨➵➩✩➯❱➫✦✙✐➘✯➨★➫➦❮❖➬Ü➫
LUj [1]−LUlinj [1] = LUj−U linj [1]
✆ ✂④③❈❒ ➚ ✍✌✞✮☛
 ✂✁
❐❀➯❣➤❫➨✯➯✥➱❣➨④➤➭à✻➯❱➤❸➬❱➺❬➺✼➤➦➨✢➬Ü➺❬➧
v { ∣∣e−|v| − 1 + |v|∣∣ ≤ v2
e|v| − 1− |v| ≤ v2e|v|
✆ ✂④③❚❒ù➚ ✍❥➚✫☛
➧➦➯❄➫ñ❮✩➬Ü➫
∣∣U1(x˜; ε)− U lin1 (x˜; ε)∣∣ ≤ |∆|2 M1(ε/b˜)ε2 1x2 ✆ ✂④③❚❒ù➚ ✍✉✜ ☛
➴
➶✩➨✯➘④➯❣➽♥➳✼➯❣➧✚✙✐➫✛✙❬➯❣➩✉➧✚✙❬➽✫✙❬➺❬➬❱➤❁➫➦➯ ✆ ✂④③❚❒ù➚❣➚❱➪ ☛ó➤❫➨✢➬❱➶✇➧
eεF − 1− εF = (eεF+ − 1− εF+) e−εF− + εF+ (e−εF− − 1)
+
(
e−εF− − 1 + εF−
)
✆ ✂④③❚❒ù➚ ✍✑✍ ☛
➬❱➩✩➶ ✁ ➨➵á❱➨④➫
∣∣U2(x˜; ε)− U lin2 (x˜; ε)∣∣ ≤MF (ε/b˜)M2(ε/b˜, b˜)ε2g2(x˜) ✆ ✂④③❈❒ ➚ ✍ ✏ ☛
➴
➘✯➘④➯❣➤➦➶✬✙❬➩✩á❄➫ñ➯ ✆ ✂④③❈❒ ➚ ✞✥➪ ☛✭ð✩➫ñ❮✩➨Ñ➺❃➬☛➫➦➫ñ➨④➤◗➸✚➯❣➲✩➩✩➶✩➧⑨➫➦➯❣á❣➨④➫➦❮✩➨✯➤ ✁✓✙✟➫ñ❮ ✆ ✂④③❈❒ ➚ ✍✌✞✮☛✱✙❬➽♥➳✩➺✐û♥➫ñ❮✩➬Ü➫
∣∣∣LUj[1]−LUlinj [1]∣∣∣ ≤ ε2Lgj [1] ✆ ✂④③❈❒ ➚ ✍❡❍ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨
g1(x˜) = (|∆|/2)M1(ε/b˜)1/x2 ➬❱➩✩➶ g2(x˜) = MF (ε/b˜)M2(ε/b˜, b˜)g2(x˜) ❒ ✞❂✙❬➩✇➘✯➨ 1/x˜2 ➬❱➧ ✁ ➨✯➺❬➺
➬❱➧
g(x˜)2
➬❱➤❫➨❋➘④➯❣➩✺➫✦✙✐➩✛➲✇➯❣➲✩➧⑨à✻➯❣➤
x˜ ≥ b˜ ➬❱➩✩➶ ✙❬➩✺➫ñ➨④á❣➤ñ➬Ü➸✩➺❬➨ ✁❸❮✩➨④➩ x˜ á❣➯❡➨④➧⑨➫ñ➯ ∞ ð✩➫ñ❮✩➨Ñ➤➦➨④➧➦➲✩➺✟➫ ✆ ✂④③❚❒ù➚❣➚ ✍ ☛⑨➘✯➬❱➩
➸✚➨❋➬Ü➳✩➳✩➺✧✙✐➨✯➶✉➫➦➯❄➫➦❮✩➨
gj
ÝÞ➧☎➬Ü➩✩➶✕➺❬➨✢➬Ü➶✩➧⑨➫ñ➯ ✆ ✂④③❈❒ ➚ ✍❣➪ ☛Ï❒
✞❡➲✩➸✩➧❫➨✯➼❥➲✩➨④➩❥➫➦➺✐û❱ðÚ➬❱➘④➘✯➯❣➤❫➶✩✙❬➩✇á❄➫➦➯ ✆ ✂④③❚❒ù➚■✜ ✏✫☛◗➬❱➩✩➶ ✆ ✂④③❚❒ù➚ ✍✺➪ ☛
HUj(x˜) = −LUlinj [1](x˜) + ε
2RUj(x˜; ε, b˜)
✆ ✂④③❈❒ ➚ ✍✉★ ☛
✁❸❮✩➨④➤➦➨ ✙✐à
ε/b˜
➬Ü➩✩➶
b˜
➬❱➤❫➨❊✢❱➨✯➳❡➫ ✆❡ß✇➨④➶✒ð
limε→0RU j(x˜, ε, b˜) < +∞
➬❱➩✩➶
RUj(x˜, ε, b˜)
➶✇➯❡➨④➧➭➩✇➯❱➫❸➶✩✙✐➱❱➨✯➤❫á❣➨
à✪➬❱➧ ➫ñ➨✯➤✝➫ñ❮✩➬❱➩
x˜p(ε)
✁✓✙✐➫➦❮
limε→0 p(ε) = 0
✁❸❮✩➨✯➩
x˜
á❣➯❡➨④➧✸➫ñ➯
+∞ ❒  ✎➨☎➤❫➨✯➘✯➬❱➺❬➺✩➫➦❮❖➬Ü➫✝➫ñ❮✩➨➮➤➦➨④➧➦➲✩➺✟➫✝✆ ✂④③❚❒ù➚ ✍ ★ ☛
❮✩➯❣➺✐➶✩➧◗à✻➯❣➤➭➬➹➳✼➯Ü➫ñ➨✯➩✺➫✛✙❃➬❱➺
Uj(x˜; ε)
✁❸❮✩✙❬➘✭❮✂➽❝➬✢û❛➸✚➨Ñ➩✩➯❱➫❸➸✚➯❣➲✩➩✇➶✩➨✯➶✂à✻➯❣➤❸➬❱➺❬➺
x˜ ≥ 0 ❒❖÷⑨❮✇➨➵➯❱➩✩➺✐û❛❮✺û✛➳✚➯❱➫ñ❮✩➨④➧➦➨④➧
➬❱➸✚➯❣➲✇➫
Uj(x˜; ε)
➬Ü➤➦➨❋➫➦❮❖➬Ü➫
Uj(x˜; ε)
➫➦➨✯➩✩➶✩➧➮➫ñ➯ ☛④➨✯➤❫➯❛➬Ü➫➮➺❬➨✢➬Ü➧❫➫❩➬Ü➧➮à✪➬❱➧ ➫❩➬❱➧
ε/x˜
✁❸❮✩➨✯➩
x˜
➸✼➨④➘✯➯❣➽♥➨✯➧➮➺❃➬❱➤❫á❣➨✯➤
➫ñ❮✩➬❱➩ ✞❱❒✩÷⑨❮✩➨Ñ➳✩➤➦➯❱➳✼➨④➤❫➫Pû ✆ ✂④③❈❒ ➚ ✍✉★ ☛ó➘✢➬❱➩✂➸✚➨❋➬Ü➳✩➳✩➺✧✙✐➨✯➶✉➫➦➯
U linj
➬❱➩✩➶ ✁ ➨❋á❱➨④➫
HUj(x˜)−HUlinj (x˜) = ε
2
[
RU j(x˜; ε, b˜)− RUlinj (x˜; ε, b˜)
]
✆ ✂④③❚❒ù➚ ✍✉❏ ☛
÷⑨❮✩➨♥➧➦➯❣➺✐➲✇➫✦✙✐➯❣➩✩➧★➯Üàó➫ñ❮✇➨♥❮✇➯❣➽➾➯❱á❣➨✯➩✩➨④➯❣➲✩➧❩➨④➼✛➲✩➬Ü➫✦✙✐➯❣➩✩➧ ✆ ✂④③❈❒ ➚❱➪❱➪ ☛➮à✻➯❣➤
Uj
➬❱➩✩➶
U linj
➤➦➨✯➧❫➳✼➨④➘④➫✛✙✐➱❣➨④➺✐ûé➘④➯☞✙❬➩✩➘★✙❬➶✩➨
➯❣➩✩➺✟û❛➬Ü➫⑨➫➦❮✩➨✚✆❖➤➦➧ ➫➭➯❣➤➦➶✩➨④➤✓✙❬➩❛➫ñ❮✩➨★✙❬➤
ε
❰P➨Ïß❡➳❖➬❱➩✩➧✚✙❬➯❣➩✩➧④❒
   ✂✁
➟☎✄✝✆✟✞✟✠  
✡ ☛✌☞ ✍✏✎✂✑✒✠ ✓ ✔✖✕✂✎ ✗✘✕✂✄✙✓✚✠ ✛✜✍✏✕✂✢✣✍✥✤ ✦☎✄✣✠✌✎
✁
✕ ☞ ✍✧✆✟✠★✎✪✩
✆✫✄✣✠✌✢ ✓ ✔✖✕✂✎✚✠ ☞
✁
✞✫✍✏✄ ✛✬✍✥✎✂✓✂✕✂✛✭✆✟✞✫✄✙✛✬✠
✮✰✯✲✱✴✳✵✯✷✶✹✸✻✺✷✼✽✼✿✾❁❀✫❂❃✯❅❄❃❆✖❇❈✾❉✺
✶❊❇●❋■❍❑❏▼▲❖◆❊◆▼✾✟P❁❇❘◗❙P✷✼✿❇■✼❚❋■❍❖❆✿✾✟P✝❆✖✺❁❇❊❯❉❱❳❲❩❨❭❬❭❪❴❫✫❱❳❵✭❛❅❜❉❪❁❜❭❝❡❞❢❜❭❝❡❣✣❪❴❫✟❤❥✐✣❦❧❞♠❝❡❣✙❞
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◆▼s●❋❥❀❁❶❙s✈▲❑◆⑤❀❁◗▼P✷✼❷❇❈❋❥❀✰❍❑❸❹◗▼❇❘◆❙✾⑩❋■◆⑨❀❁◆r❏❙◆▼▲❑▲❖◆⑤❏▼❆✖✾✰❏▼◆▼❇❈✾✷✼✿✾⑩❋❥▲❑◆▼s✉P✷✼✿❇❈❆✖❍❖s❺❀❁❍❑◗▼▲❖◆❙❏❙❋❘❇❘❍❖✸✻✺❁◆❙s▼✯❉❻❧✾⑦◆q❸❼◆q❋❃▲❑◆▼s✉P❁❇❘❆✖P✰❇❘❍❖◗q❋■◗❙s
◗▼▲❑◆▼❏q❋■❇❘❆✿s❈❋❽✼❚❋■❍❖✸✻✺❁◆❙s❾❀✣♦♣✺✰✾❁◆❿❋■◆▼▲❑▲❖◆➁➀➂❇❈❆✖✾⑩❋■❍❑❶▼❇❘◆➁✾❁◆➃s❘◆➃▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆▼✾⑩❋❊P❁▲❖✺❁s❾⑧➆✺❁✾✰◆❿s❘❍❖✇✽P❁▲❑◆②❇❘◗❙P❹❆✖✾✰s❘◆➃❍❖✾❁❀✰✺❁❍❑❋❘◆✿➇✣✼➈③✿◆▼❏
✺❁✾❁◆⑨❏▼❆✿✾❁s❈❋■✼✿✾⑩❋■◆⑨❇❘◆▼▲❖✼❷❋■❍➅③✖◆
ǫw
✸✻✺❁❍❅s❈◆▼❇■✼❷❍❑❋✉❍❖✾✰➉❁✾❁❍❖◆➋➊⑩❍❑▲✰➀➌✼✿✺✰❋✈✼✿✺❁s❈s❘❍❅❏▼❆✿✾❁s❘❍❑❀❁◗▼❇❈◆▼❇✉▲➍♦⑥❍❖✾✰t✷✺✰◆▼✾❁❏❙◆⑨s❈✺❁❇✉▲❖◆✹t✷✺❁❍❑❀❁◆⑤❀❁✺
P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲❳❍❖✇✽P❹❆✿s❘◗②✼❷✺➎❏❙❆✖✾❁❀❁✺✰❏❙❋■◆❙✺❁❇▼➇✙❏▼✼✿❇■✼❷❏❙❋■◗❙❇❘❍❑s❈❋■❍❑✸✻✺❁◆❿❀✣♦⑥✺❁✾✭❏❽➏❁✼✿✇➄P➐◆➒➑➓❋❘◗▼❇❈❍❖◆▼✺✰❇❾✼✿✺❁✸✻✺❁◆▼▲❧◆❙s❈❋❾s❈❆✖✺❁✇✽❍❖s➋▲❖◆
t✷✺❁❍❑❀❁◆✿✯❅♥❭✼❿④✖❇❘✼✿✾❁❀❁◆❙✺❁❇⑤❏▼❆✖✾❚➔❈✺✰④✖✺❁◗▼◆→❀❁◆❾❏▼◆❾P✝❆✿❋■◆❙✾⑩❋■❍❖◆❙▲✣◆▼s●❋❊▲❖✼②❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆✵✸✻✺❁❍✙P✝◆▼✺➓❋❊✼❷P❁P✷✼✿❇❘✼❷➣❖❋❘❇❘◆↔s❈✺❁❇r▲❖✼②P✷✼✿❇❈❆✖❍➍➇
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x = d
➝➂➳➁✯♣➺✖❏➈➥
➭↔✾✵❋❘❇❘❆✖✺✰③✿◆✈▲❖✼⑨s❈❆✖▲❖✺➓❋■❍❖❆✿✾→P❁✼✿❇❭s❘✺❁P✝◆▼❇❈P❹❆✖s❈❍❑❋❘❍❖❆✖✾✣➇➈➀➌✼❷❍❖s■✼❷✾✻❋➩❍❑✾✻❋❘◆▼❇●③✖◆▼✾✰❍❖❇➩✺❁✾❁◆✉s❘◗▼❇❈❍❖◆✉❍❖✾✰➉❁✾❁❍❖◆❺❀❁◆✉❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆▼s❩❍❖✇➄✼✿④✖◆▼s❧➊
▲❖◆❙s❥❍❖✇➄✼✿④✖◆❙s❥❀❁◆❙s✹❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆▼s
ei
P✷✼✿❇❥❇❘✼✿P❁P✝❆✖❇❈❋✹✼✿✺➓➑➆❀✰◆▼✺➓➑➯❏❙❆✖✾❁❀❁✺✰❏❙❋■◆❙✺❁❇❘s⑨P❁✺❁❍❑s❥▲❖◆❙s✹❍❖✇➄✼✿④✖◆❙s❃❀❁◆❙s✹❍❖✇➄✼✿④✖◆▼s❃◆❙❋■❏❿➊
v(r; {ei, ri}, V ) =
∑
i
ei
ǫs
n=+∞∑
n=−∞
 1√
(x− xi + 2nd)2 + (y − yi)2
− 1√
(x+ xi + 2nd)
2 + (y− yi)2

+
V
2
(
1− 2x
d
)
P✝❆✖✺❁❇
0 ≤ x ≤ d ➝❡➳②✯✵✴✖➥
➭↔✾★P❹◆❙✺✰❋➄s❘❍❖✇✽P❁▲❑❍❑➉✷◆❙❇❿❇❘❍❖④✿❆✖✺❁❇❘◆❙✺❁s❘◆❙✇➄◆❙✾⑩❋✒❏▼◆q❋❘❋❘◆➞s❘◗❙❇❘❍❑◆✫❍❑✾✰➉✷✾❁❍❑◆✿✯ ✲↔✺✷✼✿✾❁❀★❆✿✾✌s❘◆✫▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆➆⑧➎◗❙❋■✺✰❀❁❍❖◆❙❇⑦▲❖◆
P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲➩❀❁✼✿✾❁s⑨▲➍♦⑥◆▼s❘P❁✼✿❏▼◆
0 ≤ x ≤ d/2 ➇✷✸✻✺❁◆▼▲❑▲❖◆▼s⑨✸✻✺❁◆➁s❈❆✖❍❖◆❙✾⑩❋❊▲❑◆▼s⑤P❹❆✿s❘❍❑❋❘❍❖❆✖✾✰s⑨❀✰◆▼s❊❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆❙s ei ➇❅❆✖✾➞P✝◆▼✺➓❋
✇➄✼♠➔❈❆✖❇❘◆❙❇➋➊
+∞∑
n=−∞, n 6=0
 1√
(x− xi + 2nd)2 + (y − yi)2
− 1√
(x+ xi + 2nd)
2 + (y− yi)2
 ≤ 5d ➝➂➳➁✯ ✁ ➥
➫↔✼✿✾✰s⑨▲❑◆↔P✝❆✖❍❖❀❁s❃❀❁◆✄✂❃❆✖▲❑❋✆☎▼✇➄✼✿✾❁✾✒❀✰◆➋▲➍♦⑥◗▼✾❁◆❙❇❘④✖❍❑◆↔P❹❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍❖◆▼▲❑▲❖◆❷➇✰▲❖◆❙s❃❋■◆❙❇❘✇✽◆▼s⑤✼✿✺➓❋■❇❘◆❙s⑤✸❉✺✰◆
n = 0
❀✷✼✿✾❁s→➝❡➳②✯✵✴✖➥
❏▼❆✿✾✻❋❘❇❘❍❑①❁✺❁◆▼❇❈❆✖✾⑩❋r⑧✽▲➨♦♣❆✖❇❈❀❁❇❘◆
βe2/d≪ ξD/d≪ 1 ❀✷✼✿✾✰sr▲❑◆▼s⑤▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆▼s✈❀❁◆❾➀➌✼✿❍❖①❁▲❑◆↔❏▼❆✿✺❁P❁▲➧✼❷④✖◆❾◆❙❋⑨❀✣♦⑥✺❁✾➞④✖❇❘✼✿✾❁❀
◗▼❏▼✼✿❇❈❋⑨◆❙✾✻❋❘❇❘◆❾▲❖◆❙s⑤❀❁◆▼✺➓➑➆P❁▲➧✼✿✸✻✺❁◆❙s▼✯
➫❊◆❿P❁▲❑✺❁s▼➇❹❆✖✾➛P❹◆❙✺✰❋❾❀❁❍❑❇❘◆②✸✻✺❁◆❿✸✻✺✷✼✿✾✰❀➛▲➧✼⑦❀❁❍❑s❈❋■✼✿✾❁❏▼◆❿◆❙✾⑩❋■❇❘◆❿▲❑◆▼s↔❀✰◆▼✺➓➑➲❏▼❆✖✾❁❀✰✺❁❏❙❋❘◆▼✺❁❇❈s→◆❙s❈❋➋❋❘❇❘❶▼s➋④✿❇■✼✿✾❁❀✰◆
❀❁◆q③✿✼❷✾✻❋↔▲➧✼⑦▲❑❆✖✾❁④✖✺❁◆❙✺❁❇❊❀❼♦♣◗❙❏▼❇■✼❷✾✣➇❼❆✖✾➛s❙♦➢✼❚❋❘❋■◆❙✾❁❀➐⑧✒❏▼◆➁✸❉✺✰◆②▲❖◆❙s↔P❁❇❘❆✿P❁❇❘❍❑◗❙❋■◗❙s↔❀❁✺➲P✰▲➧✼✿s❈✇⑦✼⑦❀✰◆❙③❉❍❖◆❙✾❁✾❁◆▼✾⑩❋❾❍❑✾❁❀❁◗q✱
P✝◆▼✾❁❀✷✼❷✾✻❋❘◆▼s✉❀❁◆✹▲➧✼↔P✰❇❘◗▼s❈◆▼✾❁❏❙◆❊❀❁◆❙s❺❀❁◆▼✺➓➑❿P✷✼✿❇❘❆✿❍❖s❧➏❁❆✖❇❈✇➄❍❑s❧✼✿✺➃✾❁❍➅③✖◆➈✼❷✺✽❀✰◆▼s❺❀❁❆✖✺❁①✰▲❖◆▼s❺❏❙❆✖✺❁❏❽➏❁◆❙s✈▲❑❆➓❏▼✼✿▲❖❍❑s❘◗▼◆❙s❴s❈✺❁❇
✸✻✺❁◆▼▲❑✸✻✺❁◆▼sr▲❖❆✖✾❁④✿✺❁◆▼✺❁❇❈s⑤❀❁◆➁➫r◆▼①⑩➜✖◆❿✼❷✺✫③✖❆✿❍❖s❘❍❑✾✷✼✿④✖◆➋❀✰◆▼s❊❏❙❆✖✾❁❀❁✺✰❏❙❋■◆❙✺❁❇❘s❙✯✣➭↔✾✫s❘✺❁P❁P✝❆✖s❈◆✵❀❁❆✿✾❁❏✵✸✻✺✣♦⑥❆✖✾✫P❹◆❙✺✰❋❊s❈◆
▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆❙❇❧⑧✵◗q❋■✺❁❀❁❍❑◆▼❇✉✺❁✾❁◆r✇➄❆✖❍➅❋■❍❑◗✹❀❁✺✒s❈➜❉s●❋■❶▼✇✽◆↔◆q❋❃❆✖①➓❋■◆▼✾✰❍❖❇✉▲➍♦♣✼✿✺✰❋■❇❈◆rP❁✼✿❇✈❇❘✼✿❏▼❏❙❆✖❇❘❀✰◆▼✇✽◆▼✾⑩❋✞✝✠✟☛✡☞✝✍✌✎✌✠✏✒✑✓✑✕✔✖✌✘✗✙✟✕✚
✌✠✚✛✗✙✚✢✜☞✌✠✚✣✜✣✤✘✏✥✝✠✦✧✝✠✟✕✚✩★✫✪✍✬✍✔✭✏✖✑✮✡☞✪✍✝✍✌q✯✰❄❃◆❙❋❘❋❘◆➋➏⑩➜➓P✝❆✿❋❘➏❁❶▼s❈◆→P✝❆✖✺❁❇❈❇■✼➁➾q❋■❇❈◆❊③✖◗❙❇❘❍❑➉❁◗▼◆❾✼②P✝❆✖s❈❋❘◆▼❇❘❍❑❆✖❇❘❍✝s❘✺✰❇❥▲❖◆❙s❥❇❘◗❙s❘✺❁▲➅❋❽✼❷❋❘s
❆✖①✰❋❘◆▼✾✻✺❁s❙✯
➭↔✾ ❏▼✼✿▲❖❏❙✺❁▲❖◆➛◆❙✾❁s❘✺✰❍❑❋■◆➛▲❑◆➲❋■❇❘✼❢③❷✼✿❍❑▲❊P✝❆✖✺❁❇➯✼✿✇✽◆▼✾✰◆▼❇➆▲❖◆❙s➆P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s✒❀❁✺ P❁▲➧✼❷s❘✇➄✼✰➇❃✺❁✾✰◆✭⑧➽✺✰✾❁◆✿➇✹❀✷✼❷✾❁s
▲➍♦⑥◆▼s❈P✷✼✿❏❙◆r❀✣♦⑥◗❙❋❘✺❁❀❁◆➁➝
0 ≤ x ≤ d/2 ➥q➇✿◆▼✾⑦❇❈◆❙❋❘❍❖❇■✼❷✾✻❋❺▲❑◆▼s❺◗▼✾✰◆▼❇❘④✿❍❖◆▼s✉P❁❇❈❆✖P❁❇❘◆❙s✈❀✰◆⑨❏❙❆✖✾❁s●❋■❍❑❋❘✺✰❋■❍❑❆✖✾➃❀❁◆▼s✉❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆▼s✰✯q✯
➭↔✾✒❋■❇❈❆✖✺✰③✖◆→✼✿▲❑❆✖❇❘s✈✸✻✺❁◆➋P❹❆✿✺❁❇⑤✼✿✇✽◆▼✾❁◆❙❇❥❀❁◆▼s✹P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲❖◆▼s❃❀❁◆➋❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆
ei
✼✿✺➓➑✒P❹❆✿s❘❍❑❋❘❍❖❆✖✾✰s
ri
➇❁❍❑▲✝➀➌✼❷✺✰❋❥➀➂❆✖✺❁❇❈✾❁❍❖❇
✺❁✾➯❋■❇❘✼❢③❷✼✿❍❑▲❼◗❙▲❖◆▼❏q❋■❇❈❍❖✸✻✺❁◆➃➊
Uelect =
1
2
∑
i6=j
eiej
ǫs
vw(ri, rj)− 1
4
∑
i
e2i
ǫsxi
+
∑
i
ei
V
2
(
1− 2xi
d
)
➝➂➳➁✯ ★✿➥
♥❧♦♣❍❑✾⑩❋■◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾ ◆▼✾⑩❋■❇❈◆➆P✷✼✿❇❈❋❘❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s
vw(ri, rj)
✼➲▲➧✼✫✇➄➾❙✇➄◆➄◆q➑➓P❁❇❘◆❙s❘s❈❍❖❆✖✾➼✸✻✺❁◆➆P❁❇❘◗❙❏▼◗❙❀❁◆▼✇✽✇➄◆❙✾⑩❋✫➝➌➠❘➠❽✯
➚
➥❾◆▼✾
P❁❇❈◆▼✾✷✼✿✾⑩❋⑨▲➧✼❿▲❑❍❖✇✽❍❑❋■◆
ǫw →∞ ➊
vw(ri, rj) =
1
|ri − rj| −
1
|ri − r∗j |
➝➂➳➁✯
➚
➥
vw
s■✼❷❋❘❍❖s●➀➌✼✿❍❑❋✹▲➨♦♣◗❙✸✻✺✷✼❷❋■❍❑❆✖✾➆❀❁◆→➦❩❆✿❍❖s❘s❈❆✖✾✫✼❢③✿◆▼❏→▲❖◆❙s✹❏▼❆✖✾❁❀✰❍❑❋■❍❑❆✖✾❁s⑤✼✿✺❉➑➯▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆▼s↔➝➌P✝❆✖✺❁❇
xj > 0
➥❊➊
∆rivw(ri, ri) = −4πδ(ri − rj)
➝➂➳➁✯✲✱✖✼✖➥
vw(ri, rj) = 0
s❈❍
xi = 0
➝➂➳➁✯✲✱❷①❅➥
vw(ri, rj)→ 0 s❈❍ |ri| → ∞ ➝➂➳➁✯✲✱✿❏➈➥
♥❧♦♣◗❙✾❁◆▼❇❈④✖❍❖◆✹❀❼♦♣❍❑✾✻❋❘◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾②❀❼♦♣✺❁✾✰◆⑨P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲❖◆✹✼➈③✖◆❙❏⑤s❘❆✖✾➃❍❖✇➄✼✿④✖◆❃✼↔▲➧✼↔✇✽➾▼✇✽◆❥◆q➑➓P❁❇❈◆▼s❈s❘❍❖❆✿✾➄✸✻✺❁◆
Vself
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❏▼❆✿✾✻❋❘❇❘❍❑①❁✺✰❋■❍❑❆✖✾➆P✷✼✿❇⑤❇❘✼✿P❁P✝❆✖❇❈❋⑨⑧✟➝➌➠ ➳➁✯❑➵ ✱⑩➥q➇❁❀✰✺❁◆→✼✿✺✫P✝❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲✣◆➒➑➓❋❘◗▼❇❈❍❖◆▼✺✰❇→➊
z¯α(x) ≡ zαe−β[VSR(x)+e2αVself(x)+eα
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2 (1− 2xd )] ➝➂➳➁✯❑➵♠➡✿➥
➫↔✼✿✾✰s✵▲❖✼➯s❈✺❁❍❑❋❘◆✿➇✙❆✖✾➎✾❁◆✽❏▼❆✖✾✰s❘❍❖❀✰◗▼❇❘◆❙❇■✼➯✸✻✺❁◆➄❀✰◆▼s→s❈➜❉s❈❋❘❶▼✇✽◆▼s➁❆✿➻✭▲❑◆▼s❾P❹❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍❖◆▼▲❑s❾❏❽➏❁❍❖✇✽❍❖✸✻✺❁◆❙s
µ∗α
➇✙❍❖✇✽P❹❆✿s❘◗▼s
P✷✼✿❇❧▲➨♦♣◆➒➑❉❋■◗▼❇❈❍❖◆❙✺❁❇⑨➝➌❏❷♦♣◆❙s❈❋❈✱✴⑧❚✱✴❀✰❍❖❇❘◆✹▲❑◆▼s❳❋❘❇■✼➈③❷✼✿✺➓➑➃P✝❆✖✺❁❇❺✼✿✇✽◆▼✾✰◆▼❇❧▲❖◆❙s❧P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s❧❀✷✼✿✾❁s❺▲❑◆❥s❈➜❉s❈❋❘❶▼✇✽◆❊✼❷✺✰❋■❇❈◆▼s❺✸✻✺❁◆
❏▼◆❙✺➓➑✟P❁❇❈❍❖s✹◆▼✾✟❏▼❆✿✇➄P✰❋❘◆➋❀✷✼✿✾❁s
Uelect
➥❃s❘❆✖✾⑩❋⑨❋■◆❙▲❖s✹✸✻✺❁◆➃➊
∑
α
eαzα = 0
➝➂➳➁✯❑➵➈➸⑩➥
❄❃◆❙❋❈❋■◆➯❏▼❆✿✾❁❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾✬▲❑❶❙③✿◆✫✼❷❍❖✾❁s❈❍❥▲➧✼➲❀❁◗❙④✖◗▼✾✰◗▼❇❘◆❙s❘❏❙◆▼✾❁❏❙◆➲s❘✺❁❇❿▲❑◆▼s❿③❷✼✿▲❖◆❙✺❁❇❘s❿❀✰◆▼s➃P❹❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍❖◆▼▲❑s②s❘✺✰❇✽▲❑◆▼s❿❏❙❆✖✾❁❀❁✺❁❏➒✱
❋■◆❙✺❁❇❘s⑦➝➌✸✻✺❁❍❺◗q❋❽✼✿❍❑◆▼✾⑩❋→❀❁◗❙➉✷✾✰❍❖s→✼✟P✰❇❘❍❖❆✿❇❘❍❧⑧➯✺❁✾❁◆➃❏▼❆✿✾❁s❈❋■✼✿✾⑩❋■◆✒✼❷❀❁❀❁❍❑❋❘❍❑③✿◆❿P❁❇❘❶❙s❽➥q✯❩❄❃◆q❋❘❋■◆✽❏▼❆✿✾❁❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾➐◆❙s❈❋→◗▼✸✻✺❁❍ ✱
③❷✼✿▲❖◆❙✾⑩❋■◆➐⑧✬❀❁❍❖❇❈◆➲✸✻✺❁◆➐▲❖◆➲④✖✼✙☎➛P✷✼✿❇●➀➌✼✿❍❑❋➛➝➌s■✼❷✾❁s✟✼✿✺❁❏▼✺✰✾❁◆➐❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❖❆✿✾ ◆▼✾⑩❋■❇❈◆➎▲❑◆▼s➆❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆❙s❽➥⑦s❘❆✿✺❁✇➄❍❑s➯✼✿✺➓➑
✇✽➾▼✇✽◆▼s❿❋■◆❙✇➄P✝◗▼❇❘✼❷❋■✺❁❇❈◆➯◆❙❋✽P❹❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍❖◆▼▲❑s➃❏❽➏❁❍❖✇✽❍❖✸✻✺❁◆❙s ✝✠✚➃⑧➎✺❁✾✰◆✫❀❁❍➅❸❼◗❙❇❘◆❙✾❁❏▼◆✟❀❁◆➯P❹❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍❖◆▼▲✹✾✻✺❁▲⑤◆❙✾✻❋❘❇❘◆✟▲❖◆❙s
❀❁◆❙✺➓➑✒❏❙❆✖✾❁❀❁✺✰❏❙❋■◆❙✺❁❇❘s❙➇
V = 0
➇✻③✿◗▼❇❈❍❑➉✷◆r▲➍♦⑥◗▼▲❖◆❙❏❙❋❘❇❘❆✖✾❁◆❙✺✰❋■❇❘✼✿▲❖❍➅❋■◗→➝➂▲❖❆❉❏➈✼✿▲❑◆✹◆❙❋❥④✿▲❖❆✖①✷✼❷▲❖◆❢➥➒✯⑩✳r❆✿✺❁s❃P✝◆▼✾❁s❈❆✖✾❁s✹✼❷✺❚➔❈❆✖✺❁❇➟✱
❀✣♦⑥➏✻✺❁❍✻✸❉✺✰◆✈✾❁❆✿s❩❏▼✼✿▲❖❏❙✺❁▲❖s❭◆▼✾❾➀➌✼✿❍❑①❁▲❖◆❧❏❙❆✖✺❁P❁▲❖✼✿④✖◆❧P✝❆✖✺❁❇❘❇❘✼✿❍❖◆❙✾⑩❋❩s❙♦➢✼❷P❁P❁▲❖❍❑✸✻✺❁◆▼❇➩✼✿✺❁s❈s❘❍❉✼✿✺➓➑→❏▼✼✿s➩❆✖➻✵❆✿✾✵s❈✺❁P❁P✝❆✖s❘◆❙❇■✼✿❍➅❋∑
α eαzα/O
(
e. 1
a3
)≪ 1 ✯
❻❧✾✰➉✷✾✣➇➩❀✷✼✿✾❁s→▲❖◆➃❏▼✼✿❀❁❇❘◆➄❀❁◆▼s→P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼✿s➋➀➌✼✿❍❖①✰▲❖◆▼✇✽◆▼✾⑩❋❾❏❙❆✖✺❁P❁▲❑◗▼s▼➇❭✾❁❆✿✺❁s✵s❈✺❁P❁P✝❆✖s❘◆❙❇❘❆✖✾✰s②▲➧✼➆❀❁❍➅❸❼◗❙❇❘◆▼✾✰❏▼◆✽❀❁◆
P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲
V
P❹◆q❋■❍❑❋❘◆❿➊
βeV ≪ 1 ➝➂➳➁✯❑➵▼➺✻➥
❻❧✾➐◆❙❸❹◆❙❋➋❏❙❆✖✇➄✇✽◆➁✾✰❆✖✺❁s➋▲❖◆✵③✖◗▼❇❈❍❑➉✷◆❙❇❘❆✖✾✰s➋s❘✺❁❇↔▲❑◆▼s↔❇❈◗▼s❈✺❁▲❑❋■✼❷❋■s↔◆➒➑✰✼✿❏❙❋❘s▼➇✙❏▼◆q❋❘❋❘◆❿❀❁❍❑❸❹◗▼❇❈◆▼✾❁❏❙◆❿❀❁◆②P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲❴◆▼s●❋
s❘✺✰P❁P❹❆✿❇❈❋■◗❙◆❃P✷✼❷❇❩▲❑◆✉t✷✺✰❍❖❀❁◆✉❏▼❆✖✺✰▲❖❆✖✇②①✰❍❖◆▼✾→❀✷✼✿✾✰s❩▲❑◆▼s➩❀❁❆✖✺❁①❁▲❑◆▼s❩❏▼❆✖✺❁❏❽➏✰◆▼s▼✯✖➭↔❇❩❀✷✼❷✾❁s❴❏❙◆▼s❴❀✰◆▼❇❘✾✰❍❖❶▼❇❈◆▼s❙➇❷✺❁✾✵P❁▲➧✼❷s❘✇➄✼
➀➌✼✿❍❑①❁▲❖◆❙✇➄◆❙✾✻❋❥❏▼❆✖✺❁P✰▲❖◗➋✾❁◆❾P✝◆▼✺✰❋⑨❏▼❆✿✾❁s❈❋❘❇❘✺❁❍❑❇❘◆❾✸✻✺❁◆❾❀❁◆▼s⑨❀❁❍❑❸❹◗▼❇❈◆▼✾❁❏❙◆▼s⑤❀❁◆❾P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲✣③✖◗▼❇❈❍❑➉❅✼❷✾✻❋➁➝❡➳②✯➅➵➈➺✻➥❽✯
✘ ✶r❇❘❇❘❍➅③✖◗❙s❿⑧➲❏▼◆✒s●❋❽✼✿❀✰◆✿➇❳✾❁❆✿✺❁s➁③✖❆❢➜✿❆✖✾❁s➃✸✻✺❁◆➆▲❖◆❙s②❀❁❍❑❸❹◗▼❇❈◆▼✾❁❏❙◆▼s❿◆❙✾✻❋❘❇❘◆➆▲❑◆⑦s❈➜❉s●❋■❶▼✇✽◆➆◗❙❋❘✺❁❀❁❍❑◗➆✼➈③✖◆▼❏➆✺✰✾❁◆
❋❘◆▼✇✽P❹◗❙❇■✼❷❋❘✺❁❇❘◆⑨❍❖✾⑩③✖◆❙❇❘s❈◆
β
➇➓❀❁◆❙s✈➀➂✺❁④✖✼✿❏▼❍➅❋■◗▼s
zα
◆❙❋❃✺❁✾❁◆r❀❁❍❑❸❹◗▼❇❈◆▼✾❁❏❙◆↔❀❁◆❊P✝❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲
V
➇❉◆❙❋❥✺✰✾✒s❈➜❉s❈❋❘❶▼✇✽◆
✼✿✺→③✖❆✖❍❑s❘❍❑✾✷✼✿④✖◆❺❀✣♦⑥✺❁✾❁◆✈P✷✼✿❇❘❆✿❍⑩s❘❍❖✇✽P❁▲❑◆✉❆✿✺➁❀❁❍❑◗▼▲❖◆❙❏❙❋❘❇❘❍❖✸✻✺❁◆❺s❈◆❃s❘❍➅❋■✺❁◆❙✾⑩❋❳✼✿✺✵✾❁❍❑③✿◆➈✼✿✺✵❀❁◆✉▲➧✼⑤▲❖❍❖✇✽❍❑❋❘◆
ǫw →∞
❀✷✼❷✾❁s❺▲❖◆▼s❧◗❙✾❁◆▼❇❈④✖❍❖◆❙s❺P❹❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲❑▲❖◆▼s❙➇✿s❈✺❁❇❺▲❖◆▼s❧❏❙❆✖✾❁❀❁❍➅❋■❍❑❆✖✾❁s❧✼✿✺❉➑➃▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆▼s❩❀❁◆⑤▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❑❆✖✾➁❋■❆❷❋❽✼✿▲❑◆❥◆▼✾⑩❋■❇❈◆
P✷✼❷❍❖❇❘◆❙s→➝➂➳➁✯✲✱✿①✷➥✹◆q❋⑤s❘✺❁❇⑨▲❖◆r❋■◆▼❇❈✇➄◆❾❀✴✳✫✼✿✺➯P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲✙◆q➑❉❋■◗❙❇❘❍❖◆❙✺❁❇⑤❀✷✼✿✾❁s⑤▲❑◆▼s❥➀➂✺❁④⑩✼❷❏▼❍❑❋❘◗▼s✹◆q❸❼◆❙❏❙❋■❍➅③✖◆❙s▼✯
✄✆☎✁  ✟✄✂✆☎✞✝✍✠☞☛ ✑ ☛✍✑✠✟✡✂☞☛ ✠✳✎✍✌✎☎✞✏✒✠✒✑
✳r❆✖✺✰s✈P✝❆✖✺✰③✿❆✖✾❁s✉◆▼✾❁s❈✺❁❍❑❋❘◆r✺✰❋❘❍❖▲❑❍❖s❘◆❙❇❳▲❖◆✹✇✽➾▼✇✽◆⑤❀❁◗▼❏❙❆✖✇✽P❹❆✖s❈❍❑❋❘❍❖❆✖✾❿◆❙✾⑦④✖❇❘✼✿P❁➏❁◆❙s✉❀✰◆✔✓➞✼➈➜✿◆▼❇❊➝➌➠ ➳②✯➢➡✖✕✖➥❳✸✻✺✣♦♣✼✿✺
❏❽➏✷✼✿P✰❍❑❋■❇❈◆↔➠ ➳②➇➓◆❙❋✹✾✰❆✖✺❁s⑤✼✿❀❁❆✿P✰❋■❆✖✾✰s❥▲❖◆r✇➄➾❙✇➄◆⑨➀➂❇■✼✿❏q❋■❍❖❆✿✾❁✾❁◆▼✇✽◆▼✾⑩❋❃❀❁◆▼s✹▲❑❍❖◆▼✾✰s➋➝➌➠ ➳➁✯ ➡
➚
➥q✯✰♥❭◆❙s❥❇❘◆❙s❘s❈❆✖✇➄✇➄✼❷❋❘❍❖❆✖✾❁s
❀❁◆❙s⑦❀❁❍➅③✖◆▼❇❈④✖◆▼✾✰❏▼◆▼s⑦❏▼❆✖✺❁▲❑❆✖✇②①❁❍❑◆▼✾❁✾✰◆▼s➃P❹◆❙✺✰③✖◆❙✾⑩❋➆❍❖❏❙❍⑤✼✿✺❁s❘s❈❍rs❙♦♣◆q❸❼◆❙❏❙❋❘✺❁◆▼❇✒◆❙✾✌❀❁◆❙✺➓➑ ◗❙❋■✼✿P❹◆❙s⑦P✝❆✖✺❁❇✽❍❖✾❁❏❙❆✖❇❘P✝❆❷✱
❇❘◆❙❇⑦s●➜➓s●❋■◗❙✇⑦✼❷❋❘❍❖✸✻✺❁◆❙✇➄◆❙✾✻❋⑦▲➍♦⑥◆❙❸❹◆❙❋➄❀✣♦⑥◗▼❏▼❇❘✼✿✾ s❘✺✰❇⑦▲❖◆❙s➄❍❑✾⑩❋■◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾✰s➄❀❁◆❙s⑦P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼s➄✼➈③✖◆▼❏➞▲❖◆▼✺✰❇❘s⑦❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆❙s
❍❖✇➄✼✿④✖◆❙s❺P❁✺❁❍❖s✉◆▼✾⑩❋❘❇❘◆↔◆❙▲❖▲❖◆❙s▼✯✻♥❭✼➁❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗⑨❀❁◆❊P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲❖◆▼s✉s▼♦⑥◆q➑➓P❁❇❈❍❖✇✽◆↔✼✿✺➄①❹❆✿✺✰❋❃❀✰✺✒❏▼❆✖✇✽P✰❋❘◆rP✷✼❷❇✈▲❑◆▼s✉✇➄➾❙✇➄◆❙s
❀❁❍❖✼✿④✖❇■✼❷✇➄✇✽◆▼s↔➝➌➠ ➳②✯⑥➺⑩➤⑩➥➒✯
♥✙◆▼s❥◗❙✸❉✺❁✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s✉❀❁❍❑❸❹◗▼❇❈◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲❖▲❑◆▼s❺✸✻✺❁◆↔❀❁❆✿❍❑③✖◆❙✾⑩❋❥s■✼❚❋■❍❖s●➀➌✼✿❍❖❇❈◆⑤▲❖◆▼s✉P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲❖s✉❇❘◆▼s❈s❘❆✖✇✽✇✽◗▼s
φ1
◆q❋
φ2
➇➓✼➈③✿◆▼❏
▲❖◆➋✾✰❆✖✺✰③✖◆▼✼✿✺✫❋❘◆▼❇❈✇➄◆➋❀✴✳✫✼✿✺➯P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲✙◆q➑❉❋■◗❙❇❘❍❖◆❙✺❁❇⑤❀✷✼✿✾❁s⑤▲❑◆▼s❥➀➂✺❁④⑩✼❷❏▼❍❑❋❘◗▼s✹◆q❸❼◆❙❏❙❋■❍➅③✖◆❙s▼➇✝s❘❆✖✾⑩❋⑨❀❁✺➯❋✴➜➓P✝◆➃➊
∆rφj(r, r
′)−
(∑
α
κ¯2α(x)e
−βeα V2 (1− 2xd )
)
φj(r, r
′) = −4πδ(r− r′) ➝➂➳➁✯❑➵✧✴✿➥
✳r❆✿✺❁s↔P✝❆✖✺✰③✖❆✿✾❁s↔✇✽❆✖✾⑩❋■❇❘◆❙❇r✸✻✺❁◆❷➇✣❀✷✼✿✾✰s❊▲➧✼✽▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆➋❆✖➻
βeV ≪ 1 ➇✝✾❁❆✿❋❘❇❘◆✵✇➄◗q❋■➏❁❆❉❀❁◆➁❀✰◆②❇❘◗❙s❘❆✖▲❑✺✰❋■❍❑❆✖✾➞❀❁◆✵❏▼◆
④✖◆❙✾❁❇❘◆r❀✣♦♣◗❙✸✻✺✷✼❷❋■❍❑❆✖✾✒s❙♦➢✼✿P✰P❁▲❖❍❑✸❉✺✰◆❊◆❙❋❃P❹◆❙❇❘✇✽◆❙❋❃❀❁◆r❋❘❇■✼✿❍➅❋■◆▼❇✈✼✿✺❁s❈s❘❍❹▲❖◆⑤❋■◆▼❇❈✇➄◆r❀✴✳➆✼✿✺⑦P❹❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲✝◆q➑❉❋■◗❙❇❘❍❑◆▼✺❁❇❙✯✰❻❧✾
◆❙❸❹◆❙❋▼➇➓s❈❆✖✾➆◗▼❏❽➏✰◆▼▲❖▲❑◆r❏▼✼✿❇■✼❷❏❙❋■◗❙❇❘❍❑s❈❋■❍❑✸✻✺❁◆❊❀❁◆r③✿✼❷❇❘❍➧✼❚❋■❍❖❆✿✾✽◆❙s❈❋
d
✇⑦✼✿❍❑s❺P✷✼✿❇❃❇❘✼✿P❁P✝❆✖❇❈❋❃⑧➁▲❖✼✵▲❖❆✿✾❁④✖✺❁◆❙✺❁❇✈❀❼♦♣◗❙❏▼❇■✼❷✾✣➇✰▲❑◆
❋■◆❙❇❘✇✽◆❥▲❖❍❑✾❁◗➈✼❷❍❖❇❘◆❺◆❙✾
x
◆❙s❈❋❧❀❁◆✹▲❖✼⑨➀➂❆✖❇❈✇➄◆
(βeV/κDd)(κDx)
✯⑩♥✙◆❙s❳❀❁◆▼✺❉➑❿P✷✼✿❇❈❆✖❍❖s❩s❘❆✖✾⑩❋❺s❈✺❁P❁P✝❆✖s❘◗❙◆▼s❺◗▼▲❑❆✖❍❖④✖✾✰◗▼◆▼s
P✷✼✿❇⑤❇❘✼✿P❁P✝❆✖❇❈❋⑨⑧
ξD
◆❙❋⑨▲❖◆➋s●➜❉s❈❋■❶❙✇➄◆❾③✖◗❙❇❘❍➅➉✷◆❾▲➧✼❿❏▼❆✖✾✰❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾
βeV/κDd≪ βeV ≪ 1 ✯✘✗r✾❁◆❾❇❈◗▼s❘❆✿▲❖✺✰❋❘❍❖❆✖✾➯❀❁✺
❋✴➜❉P❹◆✹❀✰◆✹❏▼◆▼▲❑▲❖◆❥◆➒➑➓P❹❆✖s❈◗▼◆⑨⑧↔▲➧✼rs❘◆▼❏q❋■❍❑❆✖✾➃➠ ➳②✯⑥➺❁✯ ✴❊P✝◆▼❇❈✇➄◆q❋❺✼✿▲❑❆✖❇❘s❳❀✰◆✹✇➄❆✖✾⑩❋❘❇❘◆▼❇❴✸❉✺✰◆✹▲❖◆▼s❧s❈❆✖▲❖✺➓❋■❍❖❆✿✾❁s❴➏❁❆✿✇➄❆✖④✿❶▼✾❁◆❙s
◆❙❋❊P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙✺❁▲❖❍❑❶▼❇❈◆▼s⑨❀❁◆➆➝❡➳②✯➅➵✧✴✖➥✹s❘❆✖✾⑩❋➋▲❑◆▼s❊✇✽➾▼✇✽◆▼s⑨✸✻✺❁◆②❏❙◆▼▲❖▲❑◆▼s⑨◗❙❋❘✺❁❀❁❍❖◗❙◆▼s↔❀❁✼✿✾❁s↔▲❑◆✵❏▼✼✿s❊❀✣♦⑥✺❁✾❁◆➁P✷✼✿❇❘❆✿❍❩s❈❍❖✇✽P❁▲❖◆
❆✖✺➯❀❁❍❑◗▼▲❖◆❙❏❙❋❘❇❘❍❖✸✻✺❁◆❷➇✷✼✿✺✟P❁▲❖✺✰s✹①✷✼✿s⑤❆✖❇❘❀✰❇❘◆❾◆▼✾
Γ3/2
◆q❋
βeV
✯
❻❧✾❁s❘✺❁❍➅❋■◆r▲❖◆▼s✈❏▼❆✖✾✰❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾❁s✉✼✿✺❉➑⑦▲❑❍❖✇✽❍❑❋❘◆▼s❧s❘✺✰❇❃▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋❘◆▼❇■✼❷❏❙❋■❍❑❆✖✾
vw
◆❙✾✻❋❘❇❘◆rP✷✼✿❇❈❋❘❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s✈◗q❋❽✼✿✾⑩❋❥❏❽➏❁✼✿✾❁④✖◗❙◆▼s▼➇➓▲❖◆❙s
P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲❖s❃❇❈◆▼s❈s❘❆✖✇✽✇➄◗❙s
φ1
◆❙❋
φ2
s❘❆✖✾⑩❋⑤⑧➁❏▼✼✿▲❖❏❙✺❁▲❖◆❙❇❥✼➈③✖◆❙❏➋▲❖◆❙s❃✾❁❆✖✺➓③✖◆▼▲❑▲❖◆❙s❥❏▼❆✖✾✰❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾❁s✈✼✿✺➓➑⑦▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆❙s✉s❈✺❁❇❥▲❖✼
P✷✼✿❇❈❆✖❍➍➇➓❀❁◗▼❀✰✺❁❍❑❋❘◆▼s⑨❀❁◆▼s⑤◗▼✸✻✺✷✼❚❋■❍❖❆✿✾❁s⑤❍❖✾⑩❋■◗❙④✖❇■✼✿▲❑◆▼s❥❀✰◆→❋✴➜❉P✝◆⑦➝➂➠ ➳②✯♣➸⑩➡✖➥❊➊
φj(x, x
′,y − y′) ❏▼❆✿✾✻❋❘❍❖✾✻✺❁◆❾◆▼✾ x = 0 ➝➂➳②✯➅➵ ✁ ✼✖➥
φj(x, x
′,y − y′) = 0 ◆▼✾ x = 0 ➝➂➳➁✯❑➵ ✁ ①❅➥
❻❧✾➽❍❖✾✰❏▼❆✖❇❈P❹❆✖❇❘✼✿✾⑩❋→❏▼◆▼s➁❏▼❆✖✾❁❀✰❍❑❋■❍❑❆✖✾❁s❙➇✙❆✖✾ ❆✖①➓❋■❍❖◆❙✾⑩❋➁▲❖✼✟s❈❆✖▲❖✺✰❋❘❍❖❆✖✾ ✗✙✏ ✑✮✡ ✏✓✌✚✙✍✗✭✌☛✔✜✛✆★✢✛ ✝ ✝✠✟ ✡ ✗ ✬✍✔✭✟ ✌✠✚◆✗✙✟✕✚✸✝✧★✫✝
✬✍✔✭✏✖✑✮✡ ✗✤✣✫✝ ✝✠✚ ✝✠✟
βeV
❏▼❆✖✇✽✇✽◆➁▲➧✼✽③✿✼❷▲❖◆▼✺✰❇❊P✝❆✖✺❁❇
∆ = 1
❀❁◆②▲➧✼➄s❘❆✖▲❑✺✰❋■❍❑❆✖✾➞❏▼✼✿▲❖❏❙✺❁▲❖◗❙◆②P❹❆✿✺❁❇
∆ < 1
✯❼✶❭③✖◆❙❏
▲❖◆❙s✈❀✰◗❙➉✷✾❁❍➅❋■❍❑❆✖✾❁sr➝➌➠ ➳➁✯✥✕✿➤✖➥➒➇❹➝➌➠ ➳➁✯✥✕❉➵♠➥❺◆q❋➋➝➂➠ ➳②✯✦✕❷➺✻➥❳▲❖◆❙s✈P✝❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲❖s❺❇❈◆▼s❘s❈❆✖✇✽✇➄◗❙s
φ1
◆q❋
φ2
s❘❆✿✾✻❋✈❀❁❆✖✾✰✾❁◗▼s✈P❹❆✖✺✰❇
x
◆q❋
x′ > b
➇✷P✷✼✿❇➋➊
φj =
1
κj
[
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❀❁❍➅❸❼◗❙❇❘◆▼✾✰❏▼◆▼s✹s❈✺❁❇✹▲❖◆❙s❥❏▼❆✿✾❁❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾✰s✹✼✿✺➓➑⑦▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆▼s✉◆▼✾
x = 0
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ρα(x) = z
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α (x)
1 + ✐ tF
c c
x x′
z[2]γ +O
(
ε2
) ➝➂➳➁✯ ➡➓➵❢➥
❆✖➻
z[2]α
◆❙❋
F c c
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✁
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♥✙◆▼s➁❏▼✼✿▲❖❏❙✺❁▲❖s→❀❁◆❙s➁◗▼✾✰◆▼❇❘④✿❍❖◆▼s −βe2α (φ1 − vb) (r, r)/(2ǫs)
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∆ = 1
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❀❁❆✖✇✽❍❖✾❁✼✿✾⑩❋⑤✼✿✺➯③✖❆✖❍❑s❘❍❖✾❁✼✿④✖◆↔❀❁◆❾▲❖✼➃P❁✼✿❇❘❆✖❍❼❀❁◆❾▲➧✼②✇➄✼✿✾❁❍❖❶❙❇❘◆✽➝➂➠ ➳②✯➅➵❢➤✖➸⑩➥❃◆q❋r❆✿✾✟❆✿①✰❋■❍❑◆▼✾⑩❋✹➉✷✾✷✼✿▲❑◆▼✇✽◆▼✾⑩❋❾➊
z[2]α (x) = θ(x− b)zαe
βe2αe
−2κDx
4ǫsx
{
1 − βeαV
2
(
1− 2x
d
)
+ εα
[
1− L¯(κ2x; κ2b,∆ = 1)
]
+O(η2)
}
➝❡➳②✯➢➡✖➡✖➥
❆✖➻
L¯
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∆ = 1
➝➌❏q➀➟✯✉➝➌➠ ➳➁✯❑➵✧✕❖✱⑩➥❘➥↔◆❙❋→❆✖➻✭✾❁❆✖✺❁s→✾❁❆✿❋❘❆✖✾❁s O(η) ❀❁◆▼s
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κ2b≪ 1 ➇❁❆✖✾➯❋■❇❈❆✖✺✰③✿◆ L(x˜; κ2b,∆ = 1) = −e−2x˜/2x˜+O(κ2b) ❏✿♦⑥◆▼s●❋❈✱✴⑧❚✱✴❀❁❍❑❇❘◆
L¯ = 0 +O(κ2b) ➝➂➳➁✯ ➡❷➸⑩➥
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❀✷✼✿✾✰s②▲➧✼➞▲❑❍❖✇✽❍❑❋❘◆✽❆✿➻➽▲➧✼ ☎❙❆✖✾❁◆➆✾❁❆✿✾✬❏▼❆✖✾❁❀✰✺❁❏❙❋❘❇❘❍❖❏❙◆✿➇❩❀✣♦♣◗❙P✷✼✿❍❑s❘s❘◆❙✺❁❇
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◆q➑➓P✝❆✖✾❁◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲❖▲❖◆→❀✷✼✿✾✰s❊▲❖◆→❏➈✼❷s❊❀✣♦⑥✺❁✾❁◆✵P✷✼✿❇❘❆✿❍➩❏❙❆✖✾❁❀❁✺✰❏❙❋■❇❈❍❖❏❙◆✿✯✝➠✴▲❴✼✿P✰P✷✼✿❇■✼❚➣❖❋⑨❀❁❆✖✾❁❏✵❏▼❆✖➏✰◗▼❇❘◆❙✾⑩❋➋❀❁◆✵❋❘❇❘❆✖✺➓③✖◆▼❇r✸✻✺❁◆
▲❖◆↔➀➂❆✿✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾
L¯
s❙♦➢✼❷✾❁✾✻✺❁▲❖◆❾❀✷✼✿✾✰sr▲❖✼②▲❖❍❖✇✽❍❑❋❘◆
κ2b≪ 1 ✯
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➫↔✼✿✾❁s✵❏▼◆q❋❘❋■◆➄s❘◆❙❏❙❋■❍❑❆✖✾✣➇❭✾❁❆✖✺✰s✵❀❁❆✿✾❁✾❁❆✖✾❁s✵▲➧✼✒③❷✼✿▲❖◆❙✺❁❇→❀❁✺ ❀❁❍❖✼✿④✖❇❘✼✿✇➄✇✽◆ ✐ t
F c cx x′
z[2]γ
✯➩♥❧♦♣◆➒➑➓P❁❇❘◆❙s❘s❘❍❑❆✖✾
➀➂❆✖❇❈✇➄◆❙▲❖▲❖◆❿➝➌➠ ➳②✯➅➵✖➵
➚
➥✹◆❙s❈❋⑤❋■❆✿✺❚➔❈❆✖✺❁❇❈s⑨③❷✼✿▲❑❍❖❀❁◆↔◆❙✾➞P❁❇❈◆▼✾✷✼❷✾✻❋r▲➧✼❿▲❑❍❖✇✽❍❑❋■◆
∆ = 1
P❹❆✖✺✰❇⑨▲❑◆▼s⑤✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍➅❋■◗❙s
w0
◆❙❋
L¯
➇
◆▼✾❿✺➓❋■❍❖▲❑❍❖s❘✼✿✾⑩❋❩▲❖✼⑨③❷✼✿▲❑◆▼✺❁❇❥➝➂➳②✯➅➵✖✱⑩➥❭❀❁✺②P✝❆✿❋■◆❙✾⑩❋■❍❖◆❙▲✰❇❈◆▼s❘s❈❆✖✇✽✇➄◗✈◆❙❋❳◆❙✾❿❍❖✾❁❏❙❆✖❇❘P✝❆✖❇❘✼✿✾⑩❋❴▲❑◆✈❋■◆❙❇❘✇✽◆❃❀✴✳➃✼❷✺②P❹❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍❖◆▼▲
◆q➑❉❋❘◗▼❇❘❍❑◆▼✺❁❇❙✯❩❄❃❆✖✇➄✇✽◆❿❀❁❍❑s❘❏▼✺➓❋■◗➄⑧✟▲❖✼➆➉❁✾ ❀❁◆✽▲➧✼➆s❘◆❙❏❙❋❘❍❖❆✖✾➐➳②✯➢➡➓➇❭▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◗❙④✖❇■✼❚❋■❍❖❆✿✾➲s❘✺❁❇
x′
❀❁◆➄▲❖✼➆❏▼❆✖✾⑩❋■❇❈❍❖①❁✺➓❋■❍❖❆✿✾
➝➨✼❷❀❁❍❖✇✽◆▼✾❁s❈❍❖❆✖✾✰✾❁◗▼◆➈➥❼◆▼✾
∫∞
b˜
dx˜′φ˜(0)(x˜, x˜′;q = 0, b˜)
✾❼♦♣◆❙s❈❋❩P❁▲❖✺❁s➩❏▼❆✿✾❁s❈❋■✼✿✾⑩❋■◆✉◆▼✾
x
◆❙❋❩④✖◗▼✾✰❶▼❇❘◆✉❀❁◆❺✾❁❆✖✺➓③✖◆➈✼❷✺➓➑
❋■◆❙❇❘✇✽◆▼s❳◆❙✾
e−κ2x
✯✖❻❧✾➃✺✰❋■❍❑▲❖❍❑s■✼✿✾⑩❋❩▲❖◆▼s❴✇➄➾❙✇➄◆❙s❴❏▼❆✿✾❁s❘❍❑❀❁◗▼❇❘✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s❳✸✻✺✣♦♣⑧↔▲➧✼❊s❈◆▼❏q❋■❍❖❆✿✾❿➠ ➳②✯✵✴➓✯➢➸➓➇✿✾❁❆✖✺✰s❧❆✖①✰❋■◆❙✾❁❆✖✾❁s✹➊
∑
γ
∫
dr′ z[2]γ (x
′)F c c(P,P ′) = −4π βeα
ǫsκ
2
2
{∑
γ
zγeγεγ
[
1− e
−κ2(x−b)
1 + κ2b
−Nγ(κ2x; εγ, κ2b)
]}
+ βeα
V
2
[
1− 2x
d
− e
−κ2(x−b)
1 + κ2b
]
+O(ε2, εβeV ) ➝➂➳➁✯ ➡❚➺✻➥
❆✖➻
Nγ(x˜; εγ, b˜) = N¯(x˜; b˜) +
1
4
(ln εγ)
[
1−
(
1− b˜
1 + b˜
)
e2b˜
]
e−x˜ −Kγ(x˜; b˜, βe2γ/ǫsb)
➝➂➳➁✯ ➡ ✴✖➥
     
✼➈③✖◆❙❏
Kγ(x˜; b˜, βe
2
γ/b) =
1
4
{(
1−
(
1− b˜
1 + b˜
)
e2b˜
)
e−x˜
[
1− 2C+ ln 2− A
(
βe2γ
4ǫsb
)]
+e−2x˜
[
ex˜Ei(−x˜)− e3x˜Ei(−3x˜)]+(1− b˜
1 + b˜
)
e−(x˜−2b˜) ln 3
}
➝➂➳➁✯ ➡
✁
➥
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A
◆▼s❈❋❊❀❁◗❙➉❁✾❁❍❖◆✵◆▼✾✜➝➂➠ ➳②✯➅➵♠➡
✁
➥➒✯❹♥❭✼⑦✸✻✺✷✼❷✾✻❋❘❍❑❋❘◗
N¯
◆▼s●❋➋▲➍♦♣✼✿✾✷✼✿▲❑❆✖④✖✺❁◆➋❀✰◆
M¯
❀❁✺➲❏❽➏❁✼✿P❁❍❑❋❘❇❘◆✵➠ ➳
❀✷✼✿✾✰s⑨▲❑◆➋❏➈✼✿s⑤❆✖➻
φj
◆▼s●❋r❀✰❆✖✾❁✾❁◗❾P✷✼✿❇→➝❡➳②✯➅➵✖✱⑩➥❊➊
N¯(x˜; b˜) =
1
2
∫ ∞
b˜
du′
[
e−|x˜−u
′| −
(
1− b˜
1 + b˜
)
e−(x˜+u
′−2b˜)
]
L¯(x˜′; b˜,∆ = 1)
➝❡➳②✯➢➡✖✕✖➥
➦❴✼❷❇❥❏▼❆✖✾✰s❈❋■❇❈✺❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾❼➇✰❆✖✾➆✼➁❋❘❆✖✺❚➔❈❆✖✺✰❇❘s❥▲❖✼✵P❁❇❈❆✖P❁❇❘❍❑◗❙❋❘◗↔✸✻✺❁◆
Nγ − N¯ ◆▼s●❋⑤▲➍♦⑥◆q➑➓P❁❇❈◆▼s❘s❈❍❖❆✖✾➯✼❷✺➓➑✒❆✿❇❘❀❁❇❈◆▼s 1 ◆q❋ ln ε
❀❁◆➃➊
−1
2
1
εγ
∫ ∞
b˜
du′
[
e−|x˜−u
′| −
(
1− b˜
1 + b˜
)
e−(x˜+u
′−2b˜)
]
w0(u
′; εγ,∆ = 1)
➝➂➳➁✯ ➡
➚
➥
✳r❆❷❋■❆✖✾❁s⑤✸✻✺❁◆❾❏✿♦⑥◆▼s●❋❊❏❙◆❾❀❁❍➧✼✿④✿❇■✼✿✇✽✇➄◆r✸✻✺❁❍➍➇❁P❁✼✿❇✹▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◆❙❇❘✇✽◗▼❀❁❍❖✼✿❍❖❇❈◆❊❀❁✺✟s❘◆❙❏▼❆✖✾✰❀✟❋❘◆▼❇❘✇✽◆❾❀❁✺✟s❘◆▼❏❙❆✖✾❁❀✟✇➄◆❙✇②①❁❇❈◆
❀❁◆➄➝➂➳➁✯ ➡❚➺✻➥q➇❁◗❙▲❖❍❑✇➄❍❑✾❁◆▼❇❘✼②✼✿✺➯P❁❇❘◆❙✇➄❍❑◆▼❇✹❆✖❇❈❀❁❇❘◆❾◆❙✾
βeV
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✼➈③✖❆✖✾✰s✽▲➨♦♣◆➒➑➓P❁❇❘◆❙s❘s❘❍❑❆✖✾➼✼✿✺✜P❁❇❘◆❙✇➄❍❑◆▼❇✵❆✖❇❘❀❁❇❈◆➆❀✷✼✿✾❁s➃▲❑◆✒❏▼❆✖✺✰P❁▲➧✼✿④✿◆✒❀❁✺✜P❁❇❘❆❷➉✷▲❥❀❁◆➆❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗➆◆❙✾✜➀➂❆✿✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾✬❀❁◆❙s
➀➂✺❁④⑩✼❷❏▼❍❑❋❘◗▼s➋➊
ρα(x) = θ(x− b)zαe
βe2α
4ǫsx
e−2κ2x
{
1 + εα
[
1− L¯(κ2x; κ2b,∆ = 1)
]
−4πβeα
ǫsκ
2
2
[∑
γ
zγeγεγ
(
1− e
−κ2(x−b)
1 + κ2b
−Nγ(x˜; εγ, b˜)
)
+ eα
V
2
e−κ2(x−b)
1 + κ2b
]
+O(η2)
}
➝➂➳➁✯ ➡✙✱✖➥
♥✙◆▼s⑤❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗▼s⑨✼✿✺➆s❈◆▼❍❑✾✟❀✰✺✟t✷✺✰❍❖❀❁◆
ρBα
s❘❆✿✾✻❋⑤P❁✼✿❇✹❀❁◗❙➉❁✾❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾➆▲❑◆▼s✹▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆❙s✈P✝❆✖✺❁❇
x
④✖❇■✼❷✾❁❀➯❀❁◆➋❏▼◆❙s⑨❀✰◆▼✾❁s❈❍❑❋■◗❙s
◆❙❋⑨❆✖✾⑩❋⑤❀❁❆✿✾❁❏❾P❹❆✖✺✰❇⑨◆➒➑➓P❁❇❘◆❙s❘s❘❍❑❆✖✾➎➊
ρBα = zα
{
1 + εα − 4πβeα
ǫsκ
2
2
[∑
γ
zγeγεγ
]
+O(η2)
}
➝➂➳➁✯➢➸✖➤✖➥
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✝✠✚❥❀❁◆❾▲❖✼➃❀✰❍❑❸❹◗▼❇❘◆❙✾❁❏▼◆❾❀❁◆❾P✝❆✿❋■◆❙✾⑩❋■❍❖◆❙▲
V
➊
ρα(x) = θ(x− b)ρBαe
βe2α
4x
e−2κDx
1− βeαV2 e−κD(x−b)1 + κDb
− e2α
√
πβ3/2
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❀❁✺➛t✷✺❁❍❑❀❁◆✿✯ ✓✫✼✿❍❖s➋✾❁❆✿✺❁s➋s■✼➈③✖❆✿✾❁s✵✸✻✺❁◆➃P✝❆✖✺❁❇➋✸✻✺❁◆➃▲➧✼✒▲❑❍❖✇✽❍❑❋❘◆→❋❘➏❁◆▼❇❈✇➄❆❉❀✰➜❉✾✷✼✿✇✽❍❖✸✻✺❁◆②◆➒➑➓❍❖s❈❋❘◆✿➇✙❍❑▲❴➀➌✼✿✺✰❋➋✸✻✺❁◆✽▲❖◆
t✷✺❁❍❑❀❁◆➋③✖◗❙❇❘❍❑➉❁◆→▲➨♦♣◗❙▲❖◆❙❏❙❋■❇❈❆✖✾❁◆❙✺✰❋■❇❘✼✿▲❖❍➅❋■◗↔◆❙✾✟③✿❆✖▲❖✺❁✇✽◆
∑
α eαρ
B
α = 0
✯✝❄❃◆❙❋❈❋■◆→❀❁◗▼④✖◗❙✾❁◗▼❇❈◆▼s❈❏▼◆▼✾✰❏▼◆②s❈✺❁❇⑤▲❖◆▼s⑤❀❁◆❙✾❁s❘❍ ✱
❋■◗❙s✵◆❙✾➎③✿❆✖▲❖✺✰✇➄◆❿❀❁❆✿❍❑❋❾s❘◆➃❋■❇❘✼✿❀❁✺❁❍❑❇❘◆❿P✷✼❷❇→✺✰✾❁◆➃❀❁◗▼④✖◗❙✾❁◗▼❇❈◆▼s❈❏▼◆▼✾✰❏▼◆➆s❘✺✰❇→▲❑◆▼s➋➀➂✺❁④⑩✼❷❏▼❍❑❋❘◗▼s➋✾✻✺❁◆❙s▼✯❩♥➩✼➆❏❙❆✖✾❁❀❁❍➅❋■❍❖❆✿✾
➝➂➳➁✯❑➵➈➸⑩➥↔P❹◆❙✺✰❋②✼❷✺❁s❘s❈❍✉➾q❋■❇❈◆✽③❉✺❁◆✽❏▼❆✖✇✽✇✽◆✽▲❑◆❙③❷✼✿✾⑩❋→❏▼◆q❋❘❋■◆✽❀❁◗❙④✖◗▼✾❁◗❙❇❘◆❙s❘❏▼◆❙✾❁❏▼◆❷✯❧✳r❆❷❋■❆✖✾❁s→✸✻✺❁◆✽▲❖◆▼s❾◆➒➑✰P✰❇❘◆▼s❈s❘❍❑❆✖✾❁s
❀❁◆❙sr❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗❙s⑨③✿❆✖▲❖✺❁✇✽❍❖✸✻✺❁◆❙s✵➝➂➳②✯♣➸✖➸⑩➥✈③✿◗▼❇❈❍❑➉✷◆❙✾✻❋r▲➧✼❿❏❙❆✖✾❁❀❁❍➅❋■❍❖❆✿✾➆❀✣♦♣◗❙▲❖◆❙❏❙❋■❇❈❆✖✾❁◆❙✺✰❋■❇❘✼✿▲❖❍➅❋■◗➋◆▼✾✟③✖❆✖▲❑✺❁✇✽◆❾⑧✽▲➨♦♣❆✖❇❈❀❁❇❘◆
✼✿✺❁✸✻✺❁◆❙▲❭✾❁❆✖✺❁s✹❋■❇❘✼➈③✿✼❷❍❖▲❖▲❑❆✖✾❁s❙✯
➦❴✼✿❇❴s❘❆✖✺❁❏❙❍✰❀❁◆❃s❘❍❖✇✽P❁▲❑❍❖❏▼❍➅❋■◗❷➇▼❋■❆✖✺➓❋■◆❃▲❖✼rs❈✺❁❍❑❋❘◆❥❀❁◆❃▲➨♦➢✼❷✾✷✼✿▲❑➜❉s❈◆❃s❘◆✈➀➂◆▼❇■✼r❀✷✼✿✾❁s❳❀✰◆▼s❳s❈❍❑❋■✺❁✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s➩❆✖➻②▲❖◆✈s❈➜❉s❈❋❘❶▼✇✽◆
③✖◗❙❇❘❍➅➉✷◆
κDb≪ 1 ✯
✓✕✔ ✩✣✔✁  ✂☞☛✳✢ ✮ ☛✍✌ ✄✝✍ ✤✡✠✘✛ ✄ ✓✣✤ ✱✗✢ ✪✭✬✘✮✯✢✥✛✰✮✧★✩✢✥✱ ✄✥✱✗✢✝✍ ✮✯✤✧✬ ✄ ✮ ✠ ✮✧★ ✑ ✓ ✢
♥✙◆❊P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲✝◗❙▲❖◆❙❏❙❋■❇❈❆✖s❈❋■✼❷❋■❍❑✸✻✺❁◆r◆❙✾⑦✺❁✾⑦P❹❆✖❍❑✾⑩❋✈P❁✼✿❇✈❇❘✼✿P❁P✝❆✖❇❈❋✈⑧→❏▼◆▼▲❑✺❁❍✝✼✿✺⑦s❈◆▼❍❑✾✒❀❁✺⑦s●➜❉s❈❋■❶❙✇➄◆❊◆▼s❈❋✈❀❁❆✖✾✰✾❁◗
P✷✼✿❇✹▲❑◆▼s⑤▲❖❆✿❍❖s❥❀❁◆❾▲➨♦♣◗❙▲❖◆▼❏q❋■❇❈❆✖s❈❋■✼❷❋■❍❑✸❉✺✰◆➃➝➌❏q➀➟✯➩➝➌➠ ➳②✯➅➵❢➸ ✕✿➥❘➥❊➊
Φ(x)− ΦB = −4π
ǫs
∫ xB
x
dx′ (x′ − x)
∑
γ
eγργ(x
′)
➝➂➳➁✯➢➸✿➺⑩➥
✗r✾ P❹❆✖❍❑✾⑩❋②✼✿✺✭s❘◆❙❍❖✾➽❀❁✺✭t✷✺❁❍❖❀✰◆⑦◆▼s●❋②❏▼✼✿❇■✼✿❏q❋■◗❙❇❘❍❖s❈◗⑦P✷✼❷❇
κDx ≫ 1 ✯❩➭↔✾➽P✝◆▼✺✰❋✵③✖◗▼❇❈❍❑➉✷◆❙❇➁✸✻✺❁◆✒▲➨♦♣◆➒➑➓P❁❇❘◆❙s❘s❘❍❑❆✖✾
➝➂➳➁✯➢➸❷➺✻➥✵◆▼s●❋➃P❹◆❙✺✜✼❷❸❹◆▼❏❙❋❘◗▼◆➆P✷✼❷❇②▲❖◆✒❏❽➏✰❆✖❍➅➑ ◆q➑✰✼✿❏q❋➃❀❁◆➆▲➧✼✟❀❁❍❖s●❋❽✼✿✾❁❏❙◆
xB
⑧➲▲➧✼✫P✷✼✿❇❘❆✿❍➋➝➂③✿◗▼❇❈❍❑➉❅✼✿✾⑩❋
κDx
B ≫
1
➥➁➊❼▲❖◆❿P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲❳◗▼▲❑◆▼❏❙❋❘❇❘❆✖s●❋❽✼❷❋❘❍❖✸✻✺❁◆❿◆❙s❈❋→①❁❍❖◆❙✾➐✺❁✾❁❍❑➀➂❆✿❇❘✇✽◆❿✼✿✺➐s❘◆❙❍❖✾➎❀❁✺➛t✷✺❁❍❖❀✰◆✿✯❭✳r❆✿✺❁s❾P❹❆✖✺➓③✖❆✖✾❁s❾❏▼✼✿▲❖❏❙✺❁▲❖◆❙❇
❀❁❍❑❇❘◆▼❏q❋■◆❙✇➄◆❙✾✻❋⑨❏❙◆❙❋❘❋❘◆✵❀✰◆▼❇❘✾✰❍❖❶▼❇❈◆✵❍❑✾⑩❋■◗▼④✿❇■✼✿▲❑◆↔P❹❆✿✺❁❇⑤❆✖①✰❋■◆❙✾❁❍❖❇⑤▲❑◆▼s✹③❷✼✿❇❘❍❖✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s❥❀❁✺✟P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲✙◗▼▲❖◆❙❏❙❋❘❇❘❆✖s●❋❽✼❷❋❘❍❖✸✻✺❁◆✿✯
✗r✾✰◆✵✇➄✼✿✾❁❍❑❶▼❇❘◆➋P✰▲❖✺❁s⑤◗▼▲❑◗▼④⑩✼❷✾✻❋❘◆✵❀❼♦➢✼➈③✖❆✿❍❖❇⑨✼✿❏▼❏❙❶▼sr⑧✽❏❙◆❙❋❈❋■◆→✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■❍❑❋❘◗✵◆❙s❈❋r❀✣♦⑥✺✰❋■❍❑▲❖❍❖s❈◆▼❇✹▲❖✼➃P✰❇❘❆✖P❁❇❈❍❖◗q❋■◗❾s❘✺❁❍➅③❷✼✿✾⑩❋■◆✿✯
✁➓❍✙❆✖✾➯P✝◆▼✺✰❋⑨✇✽◆❙❋❈❋■❇❘◆➋▲❑◆▼s⑤❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗▼s⑤s❈❆✖✺❁s⑨▲➧✼➁➀➂❆✖❇❈✇➄◆✽➝➂❏✿♦⑥◆▼s❈❋●✱➟⑧❚✱ ❀❁❍❖❇❈◆➋s❘❍✙❍❑▲❼◆q➑➓❍❑s❈❋■◆→✺❁✾➯P✝❆✖❍❖❀❁s
pα
❋❘◆▼▲✙✸✻✺❁◆❢➥➋➊
ρα(x) = pα(x) + pα ✐ t
F c cx x′
pγ +O(η2) ➝➂➳➁✯➢➸ ✴✿➥
✼✿▲❑❆✖❇❘s➋➊
Φ(x)− ΦB = − ǫs
βeα
 ✐ tF
c c
x x′
pγ −
(
✐ t
F c cx x′
pγ
)
(x = xB)
+(xB − x) d
dx
(
✐ t
F c cx x′
pγ
)
(xB)
 ➝➂➳➁✯➢➸ ✁ ➥
P❁▲❑✺❁s✹❀❁◆▼s⑤❋■◆❙❇❘✇✽◆▼s⑤❀✣♦⑥❆✖❇❘❀✰❇❘◆ O(η2) ✯✷♥✙◆▼s⑨❏▼❆✿✾❁❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾✰s❥❀❁◆❾❏▼◆q❋❘❋■◆→P❁❇❈❆✖P❁❇❘❍❑◗❙❋❘◗➋s❘❆✖✾⑩❋⑨✸✻✺❁◆
✼✰✯ |pα(x)− ρBα |/ρBα = O(ε)(x)
P✝❆✖✺❁❇
x≫ ε ❆✖➻ O(ε)(x) ◆❙s❈❋r⑧❿❀❁◗▼❏❙❇❘❆✖❍❑s❘s❘✼✿✾❁❏▼◆→◆q➑➓P✝❆✖✾❁◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲❖▲❖◆❷✯
✎❅✼❅✹✰❘✭❆✢✼✾✹✭●P✹✘❀✮❊❍●❉❊✲✷ ✌ ✷✺❀✢✼▲❈❋❊❍●✠✽✛✽✣✷❍■✘❏✒✼▼❑✖✼ ❊✲✼❅❏✭❆✛✽✮❆✢❃✆✽✣❏✒❊✺❀✛●P❀✛✽✮❘❖❄❇❏✒❆❙❑✖✼✆✽✥❘✭●✠❆✣❀✛✷✲❈❅❏✒❊✲✼✾✽✮■✘❏✭●✠✹✘❀✢✷❍■❇❏✭✼✾✽✮❑✒❃✾❈❋❆✛✷✺❀✢✼✾✽✮❘✭●P❆❙❊✲●✩✽ ❀◆●✍❀✢✷❍✽✣❀✢✷❍■❇❏✭✼
❑✖✼✑✏ ●✓✒✕✔❙✼✾❊✺❊✗✖✙✘ ❄❇❊ ❀✛✚ ✌ ●P✹✒✹
 ①✣✯
F c c = −β(eαeγ/ǫs)φ [1 +O(ε)] ❆✖➻ φ ◆▼s●❋⑨s❘❆✖▲❑✺✰❋■❍❑❆✖✾➆❀❁◆➃➊[
∂2
∂x2
− κ2D
]
φ(x, x′;q) = −4πδ(x− x′) ➝➂➳➁✯➢➸ ✕✿➥
✸✻✺❁◆❙▲❖▲❖◆❙s✹✸✻✺❁◆✵s❈❆✖❍❖◆❙✾⑩❋⑤▲❖◆▼s⑤❏❙❆✖✾❁❀❁❍➅❋■❍❖❆✿✾❁s✹✼✿✺➓➑➆▲❖❍❖✇✽❍❑❋❘◆▼s✈◆▼✾
x = 0
✯
❻❧✾✭◆q❸❼◆q❋➈➇✙◆❙✾➎❀✰◗❙➉✷✾❁❍❑s❘s❘✼✿✾⑩❋
n(x) = ǫs
βeα
✐ t
F c cx x′
pγ
➇✣▲➨♦♣◗❙✸❉✺❁✼❷❋■❍❑❆✖✾➛❀❁❍❑❸❹◗▼❇❈◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲❑▲❖◆➯➝❡➳②✯♣➸ ✕✖➥❊P✝◆▼❇❘✇✽◆❙❋↔❀❁◆
✇✽❆✖✾⑩❋■❇❘◆❙❇✈✸✻✺❁◆ d2n
dx2
(x) = κ2D n(x)+4π
∑
γ eγpγ(x)
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❇❘◗❙s❘✺❁▲➅❋■◆❾❀❁◆❾▲➧✼②❏❙❆✖✇✽P❹◗q❋■❍❑❋❘❍❖❆✖✾⑦❀❁◆▼s⑤❋■❇❈❆✖❍❖s❥◆q❸❼◆q❋■s⑨❏▼❍➅❋■◗▼s⑤P❁❇❈◗▼❏❙◗▼❀❁◆❙✇➄✇✽◆▼✾⑩❋➈✯
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βe2/b = O(1) ➥➒➇❹❍❑▲❩◆❙s❈❋➋P✰❇❘◗▼P✝❆✖✾❁❀✰◗▼❇■✼❷✾✻❋↔❀❁◆❙③❷✼✿✾⑩❋➋▲❑◆▼s❊❀✰◆▼✺➓➑➛✼✿✺✰❋■❇❈◆▼s↔❏❙❆✖✾⑩❋■❇❈❍❖①❁✺✰❋❘❍❖❆✖✾✰s▼➇✝⑧⑦✇✽❆✖❍❖✾❁sr✸✻✺❁◆②▲➍♦⑥❆✖✾
✾❁◆→❏▼❆✖✾✰s❘❍❖❀✰❶▼❇❘◆✵▲❖◆❾❏➈✼❷srP✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼✺❁▲❑❍❖◆❙❇✹❆✖➻
βe2/b≪ 1 ✯❅➦❩❆✿✺❁❇ βe2/b ✾❁❆✿✾➞P✝◆❙❋■❍➅❋r✼✽P❁❇❈❍❖❆✖❇❈❍➍➇❁❆✿✾➲✼➃❀❁❆✖✾❁❏→P❹❆✿✺❁❇
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eαV < 0
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③❷✼✿▲❖◆❙✺❁❇❿❀❁◆➯▲➧✼➲❀✰◆▼✾❁s❈❍❑❋■◗➯s❈✺❁❇➃▲➧✼➲P✷✼✿❇❈❆✖❍❥❀❁◗❙P❹◆❙✾❁❀✌❀✰◆✟▲❖✼➲❏▼❆✖✇✽P✝◗❙❋■❍➅❋■❍❑❆✖✾➽❀❁◆➯❏▼◆❙s✽❋❘❇❘❆✖❍❑s➁❋■◆❙❇❘✇✽◆▼s➃◆❙❋✽❀❁◗❙P❹◆❙✾❁❀
✼✿▲❑❆✖❇❘s❾◆q➑➓P❁▲❑❍❖❏❙❍❑❋■◆❙✇➄◆❙✾⑩❋❾❀❁◆⑦▲❖✼➯❏❙❆✖✇✽P❹❆✖s❈❍❑❋❘❍❖❆✖✾➛❀❁✺✭P❁▲➧✼❷s❘✇➄✼ ➝➂❍➍✯⑥◆✿✯✙❀❁✺✭❏❽➏❁❆✖❍➅➑➎❀✰◆▼s➁❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆❙s✵◆q❋➁❀✰◆▼s➁❀✰◆▼✾❁s❈❍❑❋■◗❙s
③✖❆✿▲❖✺❁✇✽❍❖✸✻✺❁◆❙s {eα, ρBα}
➥❃◆q❋r❀✰✺✫P✝❆✿❋■◆❙✾⑩❋■❍❖◆❙▲✣◆q➑❉❋❘◗▼❇❘❍❑◆▼✺❁❇
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❻❧✾✒❏▼◆r✸❉✺✰❍❼❏▼❆✿✾❁❏▼◆❙❇❘✾❁◆↔▲❑◆⑤❏▼❆✖✇✽P❹❆✿❇❈❋■◆❙✇➄◆❙✾⑩❋❃▲❑❆✖❍❖✾✽❀❁◆❊▲❖✼→P❁✼✿❇❘❆✖❍➨➇⑩✸✻✺✷✼✿✾❁❀
Φas 6= 0 ➇❉▲❖◆▼s✉❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗▼s✈❋■◆▼✾✰❀❁◆▼✾⑩❋
③✖◆❙❇❘s⑨▲❖◆❙✺❁❇❘s✹③❷✼✿▲❖◆❙✺❁❇❘s✹◆❙✾✟③✿❆✖▲❖✺✰✇➄◆➋❏❙❆✖✇➄✇✽◆②➊
ρα(x)− ρBα
ρBα
∼
κDx≫1
−βeαΦase−κDx ➝➂➳➁✯♣➺ ✁ ➥
♥❧♦➢✼❷P❁P❁❇❘❆❉❏❽➏❁◆❺③✖◆❙❇❘s❴▲❖✼⑨▲❑❍❖✇✽❍❑❋❘◆❴s❘◆❺➀➌✼✿❍➅❋❭❀❁❆✖✾❁❏✉s❘✺❁❍➅③❷✼✿✾⑩❋❴▲❑◆✉s❈❍❖④✖✾✰◆✉❀✰◆✈▲➨♦♣◆❙s❘P✝❶▼❏▼◆✈❏▼❆✖✾✰s❘❍❖❀✰◗▼❇❘◗❙◆✈◆q❋❴s❈◆▼▲❑❆✖✾✵▲❑◆❺s❘❍❖④✿✾❁◆❺❀❁◆
Φas
✯❅♥❭✼✽✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■❍❑❋❘◗
eαΦase
−κDx P✝◆▼✺➓❋❊❀❁❆✿✾❁❏✵s❈◆✵③✿❆✖❍❖❇⑤❏▼❆✿✇➄✇✽◆➋▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❑❆✖✾➯◆❙❸❹◆▼❏❙❋❘❍❑③✿◆➁❀✣♦⑥✺❁✾❁◆→P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙✺❁▲❖◆
⑧✬④✖❇■✼❷✾❁❀❁◆➐❀❁❍❖s●❋❽✼✿✾✰❏▼◆✿✯☞✲➋✺❁✼✿✾❁❀ ▲❖◆➛P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼ ◆▼s●❋➞s●➜❉✇➄◗q❋■❇❘❍❑✸✻✺❁◆
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✯❼✳r◗▼✼✿✾❁✇✽❆✖❍❖✾❁srP❹❆✿✺❁❇❊❏❙◆▼❇❈❋■✼✿❍❖✾✰◆▼s↔❏❙❆✖✇➄P✝❆✖s❈❍❑❋■❍❑❆✖✾❁s⑤❀❁❍❑s❘s❈➜❉✇✽◗❙❋❘❇❘❍❖✸✻✺❁◆❙s
❀❁◆⑨P❁▲➧✼❷s❘✇➄✼✰➇⑩✺❁✾⑦s●➜❉s❈❋■❶❙✇➄◆rP❹◆❙✺✰❋✈➾❙❋■❇❈◆r❋❘◆▼▲❅✸✻✺❁◆
Φas
s❘❆✿❍❑❋✉❀❁◆❊s❈❍❖④✖✾✰◆⑨❆✿P❁P❹❆✿s❘◗↔⑧❾❏▼◆❙▲❖✺❁❍❅❀❁◆
V
◆q❋❃▲➨♦♣❍❑✾⑩❋■◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾
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V = 0
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ρα(x)− ρBα
ρBα
∼
κDx≫1
βe2α
4ǫsx
e−2κDx
{
1− 1
3eα
∑
γ e
3
γρ
B
γ∑
γ e
2
γρ
B
γ
}
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ρα(x)− ρBα
ρBα
∼
κDx≫1
βe2α
4ǫsx
e−2κDx
➝➂➳➁✯♣➺
➚
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V = 0
◆q❋
∑
γ e
3
γρ
B
γ = 0
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Φas 6= 0 P✷✼✿❇➋➊∑
α
eαρα(x) ∼
κDx≫1
−ǫsκ
2
D
4π
Φase
−κDx ➝➂➳➁✯♣➺✓✱✖➥
     
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Φas
✯
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σ =
∫ ∞
b
dx
∑
α
eαρα(x)
➝➂➳➁✯ ✴❷➤⑩➥
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σo(V ) = −V
2
ǫsκD
4π
+
β
4ǫs
∑
γ
e3γρ
B
γ
[
− ln
(
3κDβe
2
γ
4ǫs
)
− A
(
βe2γ
4ǫsb
)
+ 3− 2C
]
➝➂➳➁✯ ✴➓➵❢➥
❄❃❆✖✇✽✇➄◆➋❆✿✾✟P✝❆✖✺✰③❷✼✿❍➅❋✹s▼♦✲➜✟✼❷❋❈❋■◆▼✾✰❀❁❇❘◆❷➇✷▲➧✼②❀❁❆✖✺✰①❁▲❖◆❾❏▼❆✿✺❁❏❽➏❁◆→✾✣♦♣◆❙s❈❋⑨P✷✼✿s⑤④✖▲❑❆✖①✷✼✿▲❑◆▼✇✽◆▼✾⑩❋✹✾❁◆❙✺✰❋■❇❈◆❾◆▼✾✟④✖◗▼✾❁◗❙❇■✼✿▲❧➊
❍❖▲❹➀➌✼✿✺✰❋⑨✼✿✺❁s❈s❘❍❭❏▼❆✿✾❁s❘❍❑❀❁◗▼❇❈◆▼❇⑤▲❖◆❙s✹❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆▼s⑨P❹❆✖❇●❋■◗❙◆▼s⑤P✷✼✿❇⑤▲❖◆➋❏❙❆✖✾❁❀❁✺✰❏❙❋■◆❙✺❁❇⑨P❹❆✖✺✰❇❥③✖◗▼❇❈❍❑➉✷◆❙❇⑤▲➍♦⑥◗▼▲❖◆❙❏❙❋❘❇❘❆✖✾❁◆❙✺✰❋■❇❘✼✿▲❖❍➅❋■◗
❏▼❆✿✇➄✇✽◆↔✾❁❆✖✺✰s⑨▲❑◆❊③✖◆❙❇❘❇❈❆✖✾❁s⑨✼✿P❁❇❈❶▼s▼✯❅➫❊✼✿✾❁s⑤▲❖◆➋❏▼✼✿s✹❆✖➻➯▲❖◆➋P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼➁◆❙s❈❋⑨s❈➜❉✇✽◗❙❋■❇❈❍❖✸✻✺❁◆❾✾❁❆✖✺✰s❥❋■❇❘❆✿✺✰③✖❆✖✾✰s⑨✸✻✺❁◆❾▲❖✼
❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆❺❋■❆✿❋■✼✿▲❖◆❳P✝❆✖❇●❋■◗▼◆❺P✷✼❷❇➩▲❖✼✹❀❁❆✖✺❁①❁▲❑◆❧❏▼❆✖✺✰❏❽➏❁◆❃◆❙s❈❋➩❀❁◆✉s❘❍❖④✿✾❁◆❺❆✖P❁P✝❆✖s❘◗✉⑧✹❏▼◆❙▲❖✺❁❍⑩❀❁◆
V
✯✜✓✫✼✿❍❖s❭P✝❆✖✺❁❇❭❏▼◆❙❇❈❋❽✼❷❍❖✾❁◆❙s
❏▼❆✿✇➄P✝❆✖s❘❍➅❋■❍❑❆✖✾❁s✒❀❁◆➐P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼✰➇❁✡ ✗ ✬✍✔✭✏✕✬✄✂✕✝ ✗✙✏ ✡✙✔✭✜☞✌✠✜ ✟✮✗✤✣✫✝ ★ ✝ ✏✫✟ ✬✍✔✭✟✮★✙✏✕✬✠✚✸✝✠✏✞✛✧✑✕✝✠✏✫✚ ✑✕✔✜✛✠✚✸✝ ✛ ✏✫✟ ✝ ✬✄✂ ✗✢✛ ✣✫✝
✣✙✡☞✔✢✙✍✗✙✡☞✝✄★✙✏ ✌✠✜ ✣✙✟ ✝✄★✙✏ ✑✕✔✭✚✸✝✠✟✕✚✢✜✛✝✠✡
V
★✫✝ ✬✍✝ ✬✍✔✭✟✮★✙✏✕✬✠✚❋✝✠✏ ✛➒✯✷♥✙◆❾❏▼❆✖✾❁❀✰✺❁❏❙❋❘◆▼✺❁❇⑤P✝❆✖❇❈❋❘◗❾⑧➃✺✰✾✟P✝❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲✣P✝❆✖s❘❍➅❋■❍➅➀
✼❷❋❈❋■❍❖❇❈◆⑦❀✷✼❷✾❁s②❏▼◆❙s❿❏▼❆✖✾✰❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾❁s✵④✖▲❖❆✿①✷✼✿▲❖◆❙✇➄◆❙✾⑩❋➁✺❁✾✰◆✒❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆✒P✝❆✖s❘❍➅❋■❍❑③✿◆➐➝➌✇➄✼✿❍❑s→❋❘❆✖✺✰❋②❀✰◆➆✇➄➾❙✇➄◆➄❍❖✾✰➀➂◗❙❇❘❍❖◆❙✺❁❇❘◆
✼✿✺➼❏➈✼✿s✽❆✖➻
V
s❈◆▼❇❘✼✿❍❑❋✽✾✻✺❁▲❡➥➒✯❺♥❭⑧➐◆❙✾❁❏▼❆✿❇❘◆➞❏❷♦♣◆❙s❈❋➄▲➧✼➛❀❁❍❑s❘s❈➜❉✇✽◗❙❋❘❇❘❍❖◆➯❀❁◆❙s➄❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆❙s➄❀✰✺✌s❈➜❉s●❋■❶▼✇✽◆✟✸❉✺✰❍⑨◆❙s❈❋⑦⑧
▲➍♦⑥❆✖❇❈❍❖④✖❍❑✾❁◆❥❀❁✺➄P❹❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲❅◗▼▲❑◆▼❏q❋■❇❘❆✿s❈❋❽✼❚❋■❍❖✸✻✺❁◆⑨P❁❇❈❆✖P❁❇❘◆⑨✸✻✺❁❍❅P❹◆❙✺✰❋✈❏▼❆✖✾⑩❋■❇❈◆▼①✷✼❷▲➧✼✿✾❁❏❙◆▼❇❙➇✻③✿❆✖❍❖❇❈◆r❍❑✾⑩③✖◆▼❇❈s❘◆❙❇▼➇❉▲❖◆▼s✉◆❙❸❹◆❙❋❘s
❀❁✺✟P❹❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍❖◆▼▲❼◆q➑❉❋■◗❙❇❘❍❖◆❙✺❁❇▼✯
➦❩❆✖✺✰❇➁✼➈③✖❆✿❍❖❇→✼✿❏▼❏❙❶▼s➁⑧✟▲❖✼➯❀✰◆▼✾❁s❈❍❑❋■◗✽❀❁◆✽❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆➄s❈✺❁❇❈➀➌✼❷❏▼❍❖✸✻✺❁◆✽P✝❆✖❇❈❋❘◗▼◆✽P✷✼✿❇❾▲❖◆➃❏▼❆✿✾❁❀❁✺❁❏q❋■◆▼✺✰❇▼➇➩❏▼❆✖✇✽✇➄◆❿❏❙◆
❀❁◆❙❇❘✾❁❍❑◆▼❇✽◆▼s❈❋➄❀❁◗❙❏▼❇❘❍➅❋⑦❀✰◆✫✇➄✼✿✾❁❍❑❶▼❇❘◆➆✇➄✼✿❏❙❇❘❆✖s❈❏▼❆✖P❁❍❑✸✻✺❁◆✿➇❺❍❖▲❥➀➌✼❷✺✰❋✽❏▼❆✖✾❁s❈❍❖❀❁◗❙❇❘◆❙❇➄▲❑◆▼s✽❏▼❆✖✾❁❀✰❍❑❋■❍❑❆✖✾❁s✽✼✿✺➓➑➼▲❑❍❖✇✽❍❑❋❘◆▼s
s❘✺✰❇✹▲❖◆↔❏❽➏✷✼❷✇➄P➆◗❙▲❖◆▼❏q❋■❇❈❆✖s❈❋■✼❷❋■❍❑✸❉✺✰◆ ✄➢✮✖✼❷❏
✁
➡ ✆➨✯✷♥❭✼➁❋■❇❘✼➈③✖◆▼❇❈s❘◗❙◆→s❈◗▼P✷✼❷❇■✼✿✾⑩❋⑤❀❁◆❙✺➓➑➯✇✽❍❖▲❖❍❑◆▼✺➓➑➆➵→◆q❋⑨➡➓➇➓P❹❆✖❇●❋❽✼✿✾⑩❋✹✺✰✾❁◆
❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗✽s❘✺❁❇●➀➌✼✿❏▼❍❑✸❉✺✰◆
σcond
➇✙s❙♦➢✼❷❏▼❏▼❆✿✇➄P✷✼❷④✖✾❁◆➃❀✣♦⑥✺❁✾❁◆✽❀❁❍❖s❈❏▼❆✖✾⑩❋■❍❑✾✻✺❁❍❑❋❘◗✽❀✰✺➎③✿◆▼❏❙❋❘◆▼✺❁❇✵❀❁◗▼P✰▲➧✼✿❏❙◆▼✇✽◆▼✾⑩❋→✾❁❆✖❇❘✇➄✼✿▲
(D2 −D1) .n1→2 = 4πσcond ✯✣➫↔✼❷✾❁s➋▲➧✼⑦④✿◗▼❆✖✇✽◗❙❋❘❇❘❍❖◆➁✸❉✺✰❍❳✾❁❆✖✺❁s❊❍❖✾⑩❋■◗❙❇❘◆▼s❈s❘◆❷➇✙▲❖◆②❏❽➏✷✼❷✇➄P➛◗❙▲❖◆▼❏q❋■❇❈❆✖s❈❋■✼❷❋■❍❑✸❉✺✰◆
❀✷✼✿✾✰s❥▲❖◆↔❏❙❆✖✾❁❀❁✺✰❏❙❋■◆❙✺❁❇✹◆▼s●❋⑤✺❁✾❁❍➅➀➂❆✖❇❘✇✽◗▼✇✽◆▼✾⑩❋✈✾❉✺✰▲✣◆❙❋✹❏❙◆▼▲❑✺❁❍❼❀✷✼❷✾❁s❥▲❖◆❊P❁▲➧✼✿s❈✇⑦✼→◆▼s●❋⑤❀❁❆✖✾❁✾❁◗❊P✷✼✿❇ −∂Φ
∂x
ux
❆✖➻➆▲❖◆
P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲✣◗▼▲❑◆▼❏❙❋❘❇❘❆✖s●❋❽✼❷❋❘❍❖✸✻✺❁◆➋❋■❆❷❋❽✼✿▲✣◆❙s❈❋⑨❀❁❆✖✾✰✾❁◗❾P✷✼✿❇✵➝➂➳➁✯➢➸✿➺⑩➥➒✯❅✳⑨❆✖✺❁s⑤◆▼✾✟❀❁◗▼❀✰✺❁❍❖s❈❆✖✾❁s⑤✸✻✺✣♦➢⑧➃▲➍♦⑥◗▼✸✻✺❁❍❑▲❖❍❑①❁❇❘◆②➊
σocond(V ) = −σo =
V
2
ǫsκD
4π
+ σpropr
➝➂➳➁✯ ✴✖➡✿➥
❆✖➻➯✾❁❆✖✺✰sr✾❁❆❷❋■❆✖✾❁s➋➊
σpropr ≡ − β
4ǫs
∑
γ
e3γρ
B
γ
[
− ln
(
3κDβe
2
γ
4ǫs
)
−A
(
βe2α
4ǫsb
)
+ 3− 2C
]
➝➂➳➁✯ ✴✿➸✖➥
➦❩❆✿✺❁❇❩❀✰◆▼s❴P✰▲➧✼✿s❈✇⑦✼✿s✙❀✰❍❖s❘s●➜❉✇➄◗q❋■❇❘❍❑✸✻✺❁◆▼s❙➇❷✾❁❆✿✺❁s❩❇❈◆▼✇➄✼✿❇❘✸✻✺❁❆✿✾❁s❩✸✻✺❁◆✎✦✁ ✠✦✧✝ ✌✖✔✭✏ ✦ ✜☞✌ ☎ ✏✫✟ ✑✕✔✭✚✸✝✠✟✕✚✢✜✛✝✠✡✴✝✁  ✚✸✪ ✛P✜✛✝✠✏✞✛
✟✕✏✫✡✄✂✿✡☞✝ ✬✍✔✭✟✮★✙✏✕✬✠✚✸✝✠✏✞✛ ✑✕✔✜✛P✚✸✝ ✏✫✟ ✝ ✬✄✂ ✗✢✛ ✣✫✝ ✟ ✔✭✟ ✟✕✏✫✡ ✡☞✝q✯✖❄❊♦⑥◆▼s●❋❺◆▼✾❁❏❙❆✖❇❘◆❥▲❑◆✈P✝❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲✰◗❙▲❖◆❙❏❙❋■❇❈❆✖s❈❋■✼❷❋■❍❑✸✻✺❁◆❃P❁❇❈❆✖P❁❇❈◆
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P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲✣❀❁◆❾❏▼◆q❋❘❋■◆❾P✷✼❷❇❘❆✖❍❩➊✷▲➧✼②❏▼❆✿✾✻❋❘❇❘❍❑①❁✺✰❋■❍❑❆✖✾➆❀❁✺❁◆❾✼❷✺✟❏❽➏❁✼✿✇➄P✟P❁❇❈❆✖P❁❇❘◆➋◆❙s❈❋⑨s❘✺✰P❹◗❙❇❘❍❖◆❙✺❁❇❘◆❾❀✷✼❷✾❁s✹❏▼◆❙sr❏▼✼✿s⑤⑧
❏▼◆❙▲❖▲❑◆➁❀❁✺➐❏❽➏✷✼✿✇✽P➛◆q➑❉❋❘◗▼❇❘❍❑◆▼✺❁❇❙✯✙➦❩❆✿✺❁❇↔▲➍♦♣✼✿✺✰❋❘❇❘◆②P❁✼✿❇❘❆✖❍➨➇❹❏❙◆▼s➋❀❁◆❙✺➓➑➛◆q❸❼◆q❋■s➋s❙♦➢✼♠➔❈❆✿✺✰❋■◆❙❇❘❆✖✾⑩❋→✼✿✺➛❏❙❆✖✾⑩❋■❇■✼❷❍❖❇❘◆➁◆❙❋➋▲❖✼
P✷✼✿❇❈❆✖❍✣s❈◆▼❇■✼➃P❁▲❑✺❁s❥➀➂❆✖❇❈❋❘◆▼✇✽◆▼✾⑩❋⑤❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◗▼◆❷✯❅❻❧✾✰➉✷✾✣➇✷▲❖✼②❏➈✼✿P✷✼❷❏▼❍❑❋❘◗➋❀❁❍❑❸❹◗▼❇❈◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲❑▲❖◆↔P✷✼❷❇✹✺❁✾❁❍❑❋❘◗➋❀❁◆❾s❘✺❁❇●➀➌✼✿❏▼◆❾❀❁◆➋❏❙◆
s❈➜❉s●❋■❶▼✇✽◆→◆▼s❈❋→➊
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∂σocond
∂V
=
ǫsκD
8π
➝➂➳➁✯
✁
➵❢➥
➦❩❆✿✺❁❇⑤◆▼▲❖▲❑◆✿➇➓▲❖◆↔s●➜➓s●❋■❶❙✇➄◆→◆▼s●❋r◗❙✸✻✺❁❍❑③❷✼✿▲❑◆▼✾⑩❋⑨⑧❿✺❁✾➯❏▼❆✖✾❁❀✰◆▼✾❁s❘✼❷❋■◆❙✺❁❇rP✰▲➧✼✿✾➆❀✣♦⑥◗▼P❁✼✿❍❖s❈s❘◆▼✺✰❇
ξD/2
✯✰✳r❆✖✺❁s⑤P✝❆✖✺✰③✿❆✖✾❁s
❇❘◗❙❏➈✼✿P✰❍❑❋■✺✰▲❖◆▼❇✹▲❑◆▼s✹❇❈◗▼s❘✺✰▲❑❋❽✼❚❋■s⑤P❁❇❘◗❙❏▼◗❙❀❁◆▼✾⑩❋■srs❘✺❁❇⑤▲❑◆▼s❥➉✷④✖✺✰❇❘◆▼s⑤➳②✯➢➡②◆❙❋⑤➳②✯♣➸
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❂❴❍❑④✖✺❁❇❘◆❾➳②✯♣➸✰➊❹❄❃➏✷✼✿❇❈④✖◆▼s❊P❹❆✖❇●❋■◗❙◆▼s❊P❁✼✿❇r▲❑◆▼sr❏▼❆✖✾❁❀✰✺❁❏❙❋❘◆▼✺❁❇❈s↔◆▼✾➞➀➂❆✿✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾✫❀❁✺➲P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲➩◆➒➑❉❋■◗▼❇❈❍❖◆❙✺❁❇▼✯❹♥✙◆▼s
P✝◆▼✾⑩❋■◆❙s✽❀✰◆➆❏▼◆▼s❿❀✰❇❘❆✖❍➅❋■◆▼s➁s❘❆✖✾⑩❋ ±ǫsκD/8π ◆❙❋ σpropr ◆▼s●❋➃✾✻✺❁▲❥P✝❆✖✺❁❇❿✺❁✾✬P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼➞s●➜➓✇✽◗❙❋❘❇❘❍❑✸❉✺✰◆✿✯❺➭↔✾
❏▼❆✿✾❁s❈❋■✼❷❋■◆②✸✻✺❁◆➁❀✷✼✿✾❁s↔▲❖✼ ☎❙❆✖✾❁◆ |V | ≤ 8π|σpropr|/(ǫsκD) ➇✝▲❖◆❙s❊❀❁◆❙✺➓➑➛P❁▲❖✼✿✸✻✺❁◆▼srP❹❆✿❇❈❋■◆❙✾⑩❋➋❀❁◆▼s❊❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆▼s
❀❁◆❾✇✽➾▼✇✽◆➋s❘❍❖④✿✾❁◆✿✯
✄✆☎✂✁ ✄✆☎ ✏✍☛ ☎ ✑☞✑ ✌ ✑ ☛✍✑ ✎ ✏ ✎✍✏ ☛ ✏ ☎ ✑ ☎✞✝ ✑ ✟ ☛ ✠☞☛ ✄ ✑ ✏ ☛ ✏✞✝ ✌✍✑
✟❩❆✿✺❚➔❈❆✖✺❁❇❈s✹❀✷✼✿✾❁s✹▲➨♦♣❆✖P➓❋■❍❖✸✻✺❁◆r❀✣♦⑥◗❙❋■✺✰❀❁❍❖◆❙❇✹▲➍♦⑥◆❙❸❹◆❙❋✹❀✣♦⑥◗▼❏❙❇■✼✿✾➯✸✻✺✣♦⑥✺❁✾✟s❈➜❉s❈❋❘❶▼✇✽◆➋❏▼❆✖✺❁▲❑❆✖✇②①❁❍❑◆▼✾✒P✝◆▼✺➓❋⑤❆✖P❁P✝❆✖s❘◆❙❇
⑧➐✺❁✾ ❏❽➏❁✼✿✇➄P➼❀❁◆➆➀➂❆✖❇❈❏▼◆➯◗▼▲❑◆▼❏❙❋❘❇❘❆✖s●❋❽✼❷❋❘❍❖✸✻✺❁◆➯◆q➑❉❋❘◗▼❇❘❍❑◆▼✺❁❇❙➇❧✾❁❆✖✺❁s✽P✝❆✖✺✰③✖❆✿✾❁s➄◗q❋■✺❁❀✰❍❖◆▼❇➃▲➨♦♣❍❑✾✰t✷✺❁◆❙✾❁❏▼◆➆❀❁◆✟P✷✼✿❇❈❆✖❍❖s
❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◗▼◆❙s▼✯❩❄❃◆❙❋❈❋■◆✽◗❙❋❘✺❁❀❁◆✽◗❙❋❽✼❷❍❑❋❾◆▼✾➎➀➌✼✿❍❑❋↔P❁❇❘◗❙▲❖❍❖✇✽❍❖✾❁✼✿❍❖❇❈◆➁⑧➯✾❁❆✖s❾❏➈✼❷▲❖❏▼✺✰▲❖s➋P✝❆✖✺❁❇❾▲❖◆❙s→P✰▲➧✼✿s❈✇⑦✼✿s➋❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❑✸❉✺✰◆▼s→⑧
❋■❇❈❆✖❍❖s❺❀❁❍❑✇➄◆❙✾❁s❘❍❑❆✖✾❁s❺◆❙❋✈P✝◆▼✺✰❋✈➾❙❋❘❇❘◆⑤③➓✺✰◆❊❏▼❆✿✇➄✇✽◆✹✺❁✾❁◆r❍❖✾⑩❋■❇❈❆➓❀❁✺✰❏❙❋■❍❑❆✖✾✽✼✿✺➓➑✽✇✽◗▼❏▼✼✿✾❁❍❖s❈✇➄◆❙s✈◆❙✾❾➔❈◆❙✺⑦❀✷✼✿✾✰s✈❏❙◆❙❋❘❋❘◆
P❁➏⑩➜❉s❘❍❑✸❉✺✰◆✿✯❳❻❧✾➽◆q❸❼◆q❋➈➇❩✾❁❆✖✺❁s✵✾❁❆✖✺❁s✵❇❘◆▼s●❋■❇❈◆▼❍❖✾✰❀❁❇❘❆✖✾✰s②✼✿✺➽❏▼✼✿s➁❀❼♦♣✺❁✾ P❁▲➧✼✿s❈✇⑦✼✟⑧➞✺❁✾✰◆⑦❏▼❆✿✇➄P✝❆✖s■✼❷✾✻❋❘◆⑦⑧✫❀❁◆▼✺➓➑
❀❁❍❑✇➄◆❙✾❁s❘❍❑❆✖✾❁s▼➇✿✼➈③✖◆▼❏⑨✺❁✾❁◆✹❍❑✾⑩❋■◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾❿❏❙❆✖✺❁▲❑❆✖✇②①❁❍❑◆▼✾❁✾❁◆❃◆▼▲❖▲❑◆✹✼✿✺❁s❈s❘❍❅⑧↔❀❁◆❙✺➓➑➃❀❁❍❑✇➄◆❙✾❁s❘❍❑❆✖✾❁s⑤➝➂❍➍✯⑥◆✿✯✖▲➨♦♣❍❑✾⑩❋■◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾
◆▼✾⑩❋❘❇❘◆❊P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲❖◆▼s❺◆❙s❈❋❥❀❁✼✿✾❁s❃✺✰✾⑦s❈➜❉s●❋■❶▼✇✽◆❊➏✰❆✖✇➄❆✿④✖❶▼✾❁◆⑨◆▼✾
ln r
➥❧◆q❋❃P✝❆✖✺❁❇✉✺❁✾❁◆⑨❋■◆❙✇➄P✝◗▼❇❘✼❷❋■✺❁❇❈◆rP❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲❖❍❖❶❙❇❘◆
Γ2D = βe
2 = 2
✯❉✳⑨❆✖✺❁s❥s❘✼❢③✿❆✖✾❁s❥✸✻✺❁◆❊❏▼◆↔✇✽❆➓❀✰❶▼▲❖◆⑤◆❙s❈❋✹◆➒➑❁✼❷❏❙❋■◆❙✇➄◆❙✾⑩❋✹s❘❆✖▲❑✺❁①❁▲❑◆r❀✷✼❷✾❁s❃❏❙◆▼❇❈❋■✼✿❍❖✾✰◆▼s❥④✖◗❙❆✖✇✽◗❙❋■❇❈❍❖◆❙s
P✝❆✖✺❁❇✉❏▼◆❙❋❈❋■◆⑨③✿✼❷▲❖◆▼✺✰❇✉❀✰◆r▲❖✼→❏❙❆✖✾❁s❈❋■✼✿✾⑩❋■◆↔❀✰◆r❏❙❆✖✺❁P❁▲❖✼✿④✖◆⑤◆❙❋❃P❹◆❙✺✰❋❃P✝◆▼❇❈✇➄◆q❋❘❋❘❇❘◆⑨❀❁◆⑨❋❘◆▼s●❋■◆▼❇✈▲❖◆❙s✈❏❙❆✖✇➄P✝❆✖❇●❋■◆▼✇✽◆▼✾⑩❋❘s
❀❁◆❙s↔t✷✺❁❍❖❀✰◆▼s↔❏❙❆✖✺❁▲❖❆✿✇②①❁❍❖◆❙✾❁s➁➝➌❏❙➀➟✯ ✄⑥✶↔✮
➚
➵ ✆❩◆❙❋ ✄♣✮✖✼✿✾
➚
➵ ✆❡➥➒✯✣➦➩❆✖✺❁❇↔✾❁❆❷❋■❇❘◆➁P❁❇❘❆✖P✝❆✖s❙➇❹✾❁❆✿✺❁s➋✼➈③✖❆✖✾✰s➋P❹❆✖✺✰❇↔①❁✺✰❋❊❀❁◆
❀❁◗❙❏▼❇❘❍❑❇❘◆➆✺❁✾✰◆➆s❘❍❑❋❘✺✷✼❷❋❘❍❖❆✖✾➽❆✿➻➼▲❑◆✒s❈➜❉s●❋■❶▼✇✽◆➯◆▼s●❋➃▲❖❍❖✇✽❍❑❋❘◗➃P✷✼✿❇❿❀❁◆❙✺➓➑✜P✷✼✿❇❈❆✖❍❖s✵P❁▲➧✼❷✾❁◆▼s❿P✝❆✖❇❈❋■✼✿✾⑩❋❿❀❁◆❙s✽❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆❙s
s❘✺✰❇❈➀➌✼✿❏❙❍❖✸✻✺❁◆▼s✵❆✖P❁P✝❆✖s❘◗❙◆▼s❙✯❳❄❃◆✽✇➄❆❉❀❁❶❙▲❖◆➃P❹◆❙❇❘✇✽◆❙❋→❀❁◆➄❏▼❆✖✇✽P❁❇❘◆❙✾❁❀❁❇❈◆➄▲❑◆▼s→❏▼❆✖✾❁❀✰❍❑❋■❍❑❆✖✾❁s➋✸✻✺❁◆➄❀❁❆✖❍❑③✿◆▼✾⑩❋→③✖◗▼❇❈❍❑➉✷◆❙❇
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ρ = N/π(R22 − R21)
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E =
∑
i<j
−e2 ln(|ri − rj|) +
∑
j
{
1
2
πe2ρr2j −
(
πe2ρR21 + eQ
)
ln(rj)
}
+ E0
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e−βE = A
∏
i<j
|ri − rj|Γ2D
∏
j
(
e−πρr
2
jr
ζ
j
)
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ζ
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➇✹▲❑◆
P❁❇❈❆➓❀❁✺✰❍❑❋❧❋■❇❘✼✿❀❁✺❁❍❑s■✼✿✾⑩❋✈▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❑❆✖✾➃⑧→❀✰◆▼✺➓➑➄❏▼❆✿❇❘P❁s
∏
i<j |ri−rj |2
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❏▼◆❙❇❘❏❙▲❖◆▼s⑤◆❙s❈❋❊✼✿▲❖❆✖❇❈s❃➉✷✾✷✼❷▲❖◆▼✇✽◆▼✾⑩❋⑤❀❁❆✿✾❁✾❁◗▼◆→P✷✼✿❇➋➊
ρ(r) = ρ
N∑
n=1
e−πρr
2
(πρr2)
ζ/2+n−1
γ(n+ ζ/2, πρR22)− γ(n + ζ/2, πρR21)
➝➂➳➁✯
✁
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❆✖➻
ζ = 2πρR21 + 2Q/e
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γ(α, x) =∫ x
0
dt e−ttα−1
✯
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➦❩❆✖✺✰❇⑦❆✖①✰❋❘◆▼✾❁❍❑❇➄▲❖✼✭④✖◗❙❆✖✇✽◗❙❋■❇❈❍❖◆➯❀❁◆✫❀❁◆▼✺➓➑✌P✷✼✿❇❈❆✖❍❖s✽P❁▲❖✼✿✾❁◆▼s✽P✷✼✿❇❘✼✿▲❖▲❑❶▼▲❑◆▼s➃❀❁❍❖s●❋❽✼✿✾⑩❋❘◆▼s⑦❀✰◆
d
➇❺❍❖▲⑤s❘✺  ✽❋⑦❀❁◆
➀➌✼✿❍❑❇❘◆✫❋❘◆▼✾❁❀✰❇❘◆➛▲❖◆❙s✒❇■✼➈➜✿❆✖✾❁s➯❀❁◆▼s➆❀✰◆▼✺➓➑★❏▼◆▼❇❈❏▼▲❑◆▼s✒③✖◆❙❇❘s➯▲➍♦⑥❍❖✾➓➉✷✾❁❍r✼❢③✿◆▼❏➛✺❁✾✰◆➛❀❁❍❑❸❹◗▼❇❈◆▼✾❁❏❙◆➲➉✷✾❁❍❖◆ ➊
R1 → ∞
✼➈③✖◆❙❏
R2 − R1 = d ◆q❋↔✺❁✾✰◆②❀❁◆▼✾✰s❘❍❑❋❘◗ ρ ❏❙❆✖✾❁s❈❋■✼✿✾⑩❋■◆❷✯✣✳r❆✿✺❁s↔s❘✺✰P❁P❹❆✿s❘◆▼❇❈❆✖✾❁s↔❀✰◆②P❁▲❖✺✰s❊✸✻✺❁◆②▲❑◆✵s●➜➓s●❋■❶❙✇➄◆②◆❙s❈❋
✇➄✼✿❏▼❇❈❆✖s❘❏❙❆✖P❁❍❖✸✻✺❁◆❊❀✷✼✿✾❁s⑤▲❖◆rs❘◆❙✾❁s⑤❆✖➻
d≫ a ☎ ✯✷➭➋✾➆P✝◆▼✺➓❋⑨✼✿▲❖❆✖❇❈s❥❆✖①✰❋❘◆▼✾❁❍❑❇❥❀❁◆❙s✹◆q➑➓P❁❇❘◆❙s❘s❈❍❖❆✖✾❁s⑨✼✿P✰P❁❇❘❆❉❏❽➏❁◗▼◆❙s⑤❀❁◆
➝➂➳➁✯
✁
➺✻➥❊P✷✼✿❇❾▲➧✼➆✇✽◗❙❋❘➏❁❆➓❀✰◆❿❀❁✺ ❏❙❆✖▲➍✯✙♥❭✼➆▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆
R1 → ∞ ⑧ ρ ➉✰➑➓◗▼◆✽❍❖✇✽P❁▲❑❍❖✸✻✺❁◆➁✸✻✺❁◆ N → ∞ ◆❙❋→✾❁❆✖✺❁s
s❘❆✿✇➄✇✽◆▼s✵❀❁❆✖✾❁❏✒◆❙✾➽❋■❇❘✼✿❍❖✾✭❀❁◆✒❏▼❆✿✾❁s❘❍❑❀❁◗▼❇❈◆▼❇②▲❖✼➞▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆②❋■➏✰◆▼❇❘✇✽❆❉❀✰➜❉✾✷✼✿✇✽❍❖✸✻✺❁◆⑦❀✰✺➽s❈➜❉s❈❋❘❶▼✇✽◆➎➝➌s❈❍❃▲➧✼✟❀❁◆▼✾✰s❘❍❑❋❘◗
s❘✺✰❇❈➀➌✼✿❏❙❍❖✸✻✺❁◆
σ1
◆▼s●❋❧➉✰➑➓◗▼◆✿➇⑩▲❖✼❊❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆❥❋■❆❷❋❽✼✿▲❑◆❃P✝❆✖❇❈❋❘◗▼◆❥P✷✼❷❇❳▲❖◆❙s❳❀❁◆▼✺❉➑➃❏▼◆❙❇❘❏▼▲❑◆▼s❳❋❘◆▼✾❁❀➃◆▼▲❑▲❖◆❃✼✿✺❁s❘s❈❍❁▲❖❆✿④✖❍❖✸✻✺❁◆❙✇➄◆❙✾✻❋
③✖◆❙❇❘s⑨▲➍♦⑥❍❖✾✰➉❁✾❁❍❡➥➒✯
➦❩❆✖✺✰❇➋❏➈✼✿❇❘✼✿❏❙❋❘◗▼❇❘❍❑s❘◆❙❇➋▲➍♦⑥◆q➑➓❍❖s●❋■◆▼✾✰❏▼◆❿❀❁◆②❏❙◆❙❋❈❋■◆➃▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆✿➇✷❀✰◗❙➉✷✾❁❍❑s❘s❈❆✖✾❁s➋▲❖◆➁❇■✼✿P❁P✝❆✖❇●❋➋❀✣♦⑥❍❖✾✰t✷✺✰◆▼✾❁❏❙◆
τ
❏▼❆✖✇✽✇➄◆
▲➧✼②❇❘✼✿P❁P✝❆✖❇❈❋⑤❀✰◆→▲❖✼❿❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆→◆➒➑❉❋■◗▼❇❈❍❖◆❙✺❁❇❘◆❾s❘✺✰❇⑨▲❖✼❿❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆❾❋❘❆✿❋❽✼❷▲❖◆↔❀❁✺✟s❈➜❉s●❋■❶▼✇✽◆→❀❁◆▼s⑤P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼s✹✇✽❆✖①❁❍❖▲❑◆▼s↔➊
τ =
∣∣∣∣ QeN
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ σ1eρd
∣∣∣∣ ➝➂➳➁✯ ✁ ✴✿➥
✳r❆✿✺❁s→❋❘❇❘❆✖✺➓③✖❆✖✾❁s➁✼✿▲❖❆✿❇❘s❾✸✻✺✣♦♣❍❑▲❺◆q➑➓❍❖s●❋■◆⑦✺✰✾❁◆ ☎❙❆✖✾❁◆➄✇⑦✼✿❏❙❇❘❆✖s❈❏▼❆✖P✰❍❖✸✻✺❁◆✽❆✖➻ ▲❑◆▼s→P❁❇❘❆✖P✰❇❘❍❖◗q❋■◗❙s✵❀❁✺✭P❁▲➧✼❷s❘✇➄✼➯s❈❆✖✾⑩❋
❍❖✾✰❀❁◗▼P✝◆▼✾❁❀❁✼✿✾⑩❋■◆▼s→❀❁◆❙s✵❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆❙s✵s❈✺❁❇✵▲❑◆▼s❾P✷✼✿❇❈❆✖❍❖s❾⑧➆❏❙❆✖✾❁❀❁❍➅❋■❍❖❆✿✾➎✸✻✺❁◆
τ ≪ 1 ✯❭✳r❆✿✺❁s❾❏▼❆✖✇✽✇➄◆❙✾⑩❋■◆▼❇❈❆✖✾❁s❾P❁▲❑✺❁s
✆
a
❑✖❃✆✽✣✷✲◗✠✹❖●P✹✘❀ ❀✢❄✠❏✞✝ ❄✠❏✒❆◆✽ ❊✲● ❑✖✷❍✽ ❀◆●P✹✭❈❅✼ ✌ ❄✠✟❇✼❅✹✒✹✭✼ ✼✾✹❇❀✛❆✢✼▲❊✲✼✾✽✿❘❖●P❆✢❀✢✷❍❈❋❏✒❊✲✼✾✽
   
x
ρ (x)
ρ
ρ ln 2
0 d
❂❴❍❑④✖✺❁❇❘◆✟➳②✯⑥➺❁➊❃✶r▲❖▲❑✺❁❇❘◆✫❀❁◆▼s➆P❁❇❈❆✿➉✷▲❑s✒❀❁◆➲❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗➛❀✣♦♣✼✿P❁❇❈❶▼s➆▲❑◆➞✇✽❆➓❀❁❶❙▲❖◆✫s❘❆✖▲❑✺❁①❁▲❖◆❷✯❥♥❭✼ ❏❙❆✖✺❁❇❘①✝◆➛P❁▲❑◆▼❍❖✾✰◆
❏▼❆✿❇❘❇❘◆❙s❘P✝❆✖✾❁❀✌⑧➎✺❁✾✰◆✫❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆✟s❘✺❁❇●➀➌✼✿❏▼❍❑✸✻✺❁◆✫✾✻✺❁▲❑▲❖◆➯s❘✺✰❇✽▲❑◆▼s✽❀❁◆▼✺❉➑➼P✷✼✿❇❘❆✿❍❖s✁ ❧▲❖✼➛❏▼❆✖✺❁❇❈①❹◆✟◆▼✾✜❋■❍❑❇❘◆q❋■s➃❏▼❆✖❇➟✱
❇❘◆❙s❘P✝❆✖✾❁❀ ⑧➛✺❁✾❁◆➯❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆✫s❈✺❁❇❈➀➌✼❷❏▼❍❖✸✻✺❁◆➯P✝◆❙❋❘❍❑❋■◆⑦❀❁◆❙③❷✼✿✾⑩❋➄❏▼◆▼▲❑▲❖◆✒❀✰◆▼s✽❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆▼s➃✇➄❆✿①❁❍❖▲❑◆▼s▼➇
ea
➝➂❆✖➻➼✼➐◆❙s❈❋
▲➧✼✟❀❁❍❖s●❋❽✼✿✾✰❏▼◆⑦✇✽❆❢➜✖◆❙✾❁✾❁◆✒◆❙✾✻❋❘❇❘◆➄P✷✼✿❇❈❋❘❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s❽➥  ➩▲➧✼➯❏▼❆✿✺❁❇❘①✝◆⑦◆❙✾✬P❹❆✖❍❑✾⑩❋■❍❖▲❑▲❖◗❙s➋❏▼❆✖❇❈❇❘◆▼s❈P❹❆✿✾❁❀✬⑧➞✺❁✾✰◆⑦❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆
s❘✺✰❇❈➀➌✼✿❏❙❍❖✸✻✺❁◆↔④✖❇❘✼✿✾❁❀❁◆❊❀❁◆❙③❷✼✿✾⑩❋✹❏❙◆▼▲❖▲❑◆❊❀❁◆❙s❥❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆▼s✹✇✽❆✖①❁❍❑▲❖◆❙s▼✯ ✟❩❆✿✺✰❋■◆↔▲❖✼✞☎❙❆✖✾❁◆↔❍❑✾❁❀❁◗▼P✝◆▼✾✰❀✷✼✿✾⑩❋■◆➋❀❁◆❊▲➍♦⑥◗❙❋❽✼❚❋
❀❁◆❙s⑨➀➂❇❈❆✖✾⑩❋■❍❖❶❙❇❘◆❙s✹◆▼s❈❋⑨❏❙❆✖✇➄P✰❇❘❍❖s❈◆➋◆▼✾⑩❋■❇❈◆✵▲❑◆▼s✹❀❁◆❙✺➓➑➯❋■❇❘✼✿❍❑❋❘s❥P✷✼✿❇❘✼✿▲❖▲❑❶▼▲❑◆▼s▼✯
▲❖❆✿❍❖✾➛▲➧✼✒s❈❍❖④✖✾✰❍❑➉✷❏▼✼❷❋■❍❑❆✖✾➲P❁➏⑩➜❉s❘❍❑✸❉✺✰◆➄❀❁◆➃❏❙◆❙❋❘❋❘◆➃❏▼❆✖✾❁❀✰❍❑❋■❍❑❆✖✾✣✯❼❻❺✾➎▲➧✼➆s❈✺❁P❁P✝❆✖s■✼✿✾⑩❋❾③✖◗❙❇❘❍➅➉✷◗▼◆❷➇➩▲❑◆▼s➋❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗❙s→s❈❆✖✾⑩❋
❀❁❆✖✾✰✾❁◗▼◆❙srP✷✼❷❇✹▲➧✼❿❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾✒❍❑✾⑩❋■◗▼④✿❇■✼✿▲❑◆❿➊
ρ(x) =
2ρ√
π
∫ √2πρ (d−x+σ1/(eρ))
−√2πρ (x−σ1/(eρ))
dt
e−t
2
Erf(t+
√
2πρ x) + Erf(
√
2πρ (d− x)− t)
➝➂➳➁✯
✁ ✁
➥
✶❊✺✟❏▼❆✖✾⑩❋■✼✿❏❙❋⑨❀❁◆❙sr❀❁◆❙✺➓➑➯P✷✼❷❇❘❆✖❍❑s▼➇❁▲❖✼➃❀✰◆▼✾❁s❈❍❑❋■◗❾P❁❇❈◆▼✾❁❀✟▲➧✼➁③❷✼✿▲❑◆▼✺❁❇➋➊
ρ(contact) = ρ
{
ln 2− ln
[
1 + Erf
(√
2π
ρ
σ
e
)]}
➝➂➳➁✯
✁
✕✿➥
❆✖➻
σ
◆▼s●❋r▲❖✼➁❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆❾s❘✺❁❇●➀➌✼✿❏▼❍❑✸✻✺❁◆➋❀❁◆❾▲➧✼②P✷✼❷❇❘❆✖❍❹❏▼❆✖✾❁s❈❍❖❀❁◗❙❇❘◗❙◆✿✯❅♥❧♦➢✼❷▲❖▲❖✺✰❇❘◆↔❀❁◆❙s⑤❀❁❍❑❸❹◗▼❇❈◆▼✾⑩❋■s✹P❁❇❈❆✿➉✷▲❑s✹❀❁◆➋❀❁◆▼✾✰s❘❍❑❋❘◗
s❘❆✿✾✻❋↔❇❘◆▼P✰❇❘◗▼s❈◆▼✾⑩❋■◗❙s❾s❘✺❁❇↔▲❖✼✽➉✷④✿✺❁❇❘◆➁➳➁✯♣➺✰✯✣✳r❆✿✺❁sr③✿◗▼❇❘❍➅➉✷❆✖✾❁s➋✸✻✺❁◆➁❀✷✼✿✾❁s↔▲❑◆▼sr❏▼❆✖✾❁❀✰❍❑❋■❍❑❆✖✾❁sr❀✣♦♣◗q❋■✺❁❀✰◆✿➇❼▲❖✼⑦✇✽❆✖❍❑❋❘❍❖◗
❀❁✺➃t✷✺❁❍❑❀❁◆⑤▲➧✼➋P❁▲❖✺✰s✉P✰❇❘❆❉❏❽➏❁◆⑤❀✣♦♣✺✰✾❁◆rP❁✼✿❇❘❆✖❍✷P✝❆✖❇●❋■◆✹✺❁✾❁◆⑨❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆⑤s❘✺❁❇●➀➌✼✿❏▼❍❑✸✻✺❁◆⑨❋❘❆✿❋❽✼❷▲❖◆✹◆q➑✰✼✿❏q❋■◆❙✇➄◆❙✾✻❋✈❆✖P❁P✝❆✖s❈◗▼◆⑨⑧
❏▼◆❙▲❖▲❑◆❊❀❁◆↔▲❖✼✵P✷✼❷❇❘❆✖❍✝❏▼❆✖✾✰s❘❍❖❀✰◗▼❇❘◗❙◆
✁
✯➓♥➩✼✵P❁▲➧✼✿s❈✇⑦✼→s❘◆↔❇❈◗▼P✷✼❷❇❈❋■❍➅❋❥❀❁❆✿✾❁❏↔①❁❍❑◆▼✾✒P✝❆✖✺❁❇✉③✖◆▼✾✰❍❖❇❥◗❙❏▼❇■✼❷✾✻❋❘◆▼❇✹▲❑◆▼s❃❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆❙s
◆q➑❉❋❘◗▼❇❘❍❑◆▼✺❁❇❈◆▼s❙✯❴➫↔✼❷✾❁s✵❏❙◆➄✇✽❆❉❀❁❶▼▲❑◆✿➇✣✾❁❆✿✺❁s❾✾❁◆➄s❈❆✖✇✽✇➄◆❙s→P❁✼✿s✵❆✿①❁▲❖❍❑④✖◗▼s↔P❁✼✿❇✵P✰❇❘❍❖✾✰❏▼❍❖P✝◆❿❀❁◆✽✾❁❆✖✺❁s❾❇❈◆▼s❈❋❘❇❘◆❙❍❖✾❁❀❁❇❈◆
✼✿✺➄❏➈✼✿s✈❆✖➻✒▲➧✼❾❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆❊s❈✺❁❇❈➀➌✼❷❏▼❍❖✸✻✺❁◆r◆q➑❉❋■◗❙❇❘❍❑◆▼✺❁❇❈◆↔◆▼s●❋❥P✝◆❙❋■❍➅❋■◆⑨❀❁◆❙③❷✼✿✾⑩❋❃❏▼◆▼▲❑▲❖◆⑨❀❁◆▼s✈P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s✈✇✽❆✖①❁❍❑▲❖◆❙s⑨➊✻✾❁❆✿✺❁s
P✝❆✖✺✰③✖❆✿✾❁s⑤✼✿▲❖❆✿❇❘s❃❏❙❆✖✾❁s❈❍❖❀❁◗❙❇❘◆▼❇✹▲❑◆❊❏▼✼✿s✹❆✖➻ |σ| ≫ ea ◆❙❋❥✾❁❆✖✺❁s✹❏❙❆✖✾❁s❈❋■✼❷❋■❆✿✾❁s❥▲❖❆✿④✖❍❖✸✻✺❁◆❙✇➄◆❙✾✻❋❃✸✻✺❁◆➋▲❖◆❊③✿❆✖❍❖s❈❍❖✾✷✼❷④✖◆
❍❖✇✽✇✽◗▼❀❁❍❖✼❷❋✽❀✣♦♣✺✰✾❁◆➛P✷✼✿❇❈❆✖❍❊◆❙s❈❋➆❋■❇❈❶▼s✒➀➂❆✖❇●❋■◆❙✇➄◆❙✾✻❋⑦❀❁◗▼P✝◆▼✺✰P❁▲❖◗❷➇❥✸✻✺✷✼✿✾❁❀↕▲➧✼✭P✷✼✿❇❘❆✿❍❊P✝❆✖❇❈❋❘◆➲✺❁✾❁◆➛❍❑✇➄P✝❆✖❇❈❋■✼✿✾⑩❋■◆
❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆✽❀❁✺➽✇✽➾▼✇✽◆✽s❈❍❖④✖✾✰◆✽✸✻✺❁◆➄❏▼◆❙▲❖✺❁❍❺❀❁◆❙s➁❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆▼s→✇✽❆✖①❁❍❖▲❑◆▼s➋◆q❋✵❋❘❇❘❶▼s→➀➂❆✖❇❈❋❘◆▼✇✽◆▼✾⑩❋→P❹◆❙✺❁P❁▲❑◗➄❀✷✼❷✾❁s➁▲➨♦➢✼✿✺➓❋■❇❘◆
❏➈✼❷s▼✯
✓✕✔   ✔     ✛☎✠ ✱ ✄ ✄ ✢
❄❃◆▼s❥P✰❇❘❆✖P❁❇❈❍❖◗q❋■◗▼s✉④✖◗❙✾❁◗▼❇❘✼✿▲❖◆❙s✈❀❁◆❙s❃t✷✺❁❍❑❀❁◆▼s✉❏▼❆✿✺❁▲❖❆✖✇➁①❁❍❖◆❙✾❁s❺✾✣♦♣❆✿✾✻❋❃◗❙❋❘◗❊❆✖①✰❋❘◆▼✾✻✺❁◆❙s❥✸✻✺✣♦➢⑧→▲➧✼❾❏▼❆✖✾✰❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾✽✸✻✺❁◆
▲❖◆❾❇❘✼✿P❁P✝❆✖❇❈❋r❀✣♦⑥❍❖✾✰t✷✺✰◆▼✾❁❏❙◆
τ
◆▼s❈❋r❋■◆❙▲➩✸✻✺❁◆
τ ≪ 1 ✯❹❄❃◆❙❋❘❋❘◆➁❏❙❆✖✾❁❀❁❍➅❋■❍❖❆✿✾✟✾✰❆✖✺❁s❊◗❙❏▼▲❖✼✿❍❖❇❈◆❾✼✿❍❖✾❁s❈❍❭s❘✺❁❇⑨▲➍♦⑥◆q➑➓❍❖s●❋■◆❙✾❁❏▼◆
✂ ✌ ●P✷❍✽✮❈❋❄ ✌ ✌ ✼ ❊✺✼✆✽❙❑✖✼✾❏✕✒ ❘✭●P❆✛❄✠✷❍✽✕❘✙❄✠❆✢❀✢✼❅✹✘❀❙❑✒✼✾✽✮❑✒✼❅✹✭✽✢✷ ❀✛❃✾✽❙❑✖✼ ❈◆❂✭●✠❆✢◗❇✼✾✽✴❄❇❘✒❘❖❄✘✽✣❃✾✼
✄
❊✲● ❈◆❂❖●P❆✛◗✠✼ ❀✢❄✠❀✛●P❊✲✼ ❑✖❏✎❘✒❊✲●❇✽ ✌ ●▲✼✆✽ ❀ ✔✒✷✺✼✾✹
✹ ❏✒❊✲❊✺✼
     
❀❁◆→▲➧✼➃▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆❊❋❘➏❁◆▼❇❈✇➄❆❉❀✰➜❉✾✷✼✿✇✽❍❖✸✻✺❁◆❾❀✷✼✿✾✰s❊▲❖◆❾❏▼✼✿s❊❀✣♦⑥✺❁✾✫s❈➜❉s❈❋❘❶▼✇✽◆②✼➈③✖◆❙❏②❀❁◆▼srP✷✼✿❇❈❆✖❍❖s⑤❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◗▼◆❙s➁➊❅✾❁❆✖✺✰s❊◆▼✾❉✱
❋■◆❙✾❁❀❁❇❈❆✖✾❁s✹P✷✼✿❇❃◆q➑➓❍❖s●❋■◆▼✾✰❏▼◆❾❀❁◆↔▲❖✼➁▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆✹❋■➏❁◆❙❇❘✇✽❆➓❀➓➜➓✾❁✼✿✇➄❍❑✸✻✺❁◆✿➇❉▲➍♦⑥◆q➑➓❍❖s●❋■◆❙✾❁❏▼◆➋❀✣♦⑥✺❁✾❁◆ ☎❙❆✖✾❁◆➋✇➄✼✿❏▼❇❈❆✖s❘❏❙❆✖P❁❍❑✸❉✺✰◆
❆✖➻✒▲❑◆▼s✈❀❁◆▼✾❁s❈❍❑❋❘◗▼s❥s❈❆✖✾⑩❋✹❏▼❆✖✾✰s❈❋❽✼❷✾✻❋❘◆▼s❙➇❁❍❖✾❁❀✰◗▼P✝◆▼✾❁❀✷✼❷✾✻❋❘◆▼s✹❀❁◆❊▲➍♦⑥◗❙❋❽✼❚❋❃❀❁◆❙s❥s❘✺✰❇❈➀➌✼✿❏❙◆▼s▼✯❁♥❺♦⑥◆q➑➓❍❑s❈❋■◆❙✾❁❏▼◆❊❀❁◆↔▲➧✼→▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆
❋■➏✰◆▼❇❘✇✽❆❉❀✰➜❉✾✷✼✿✇✽❍❖✸✻✺❁◆❿s❘◆➃❋■❇❈❆✖✺✰③✿◆⑦✼✿❍❑✾❁s❘❍❧▲❑❍❖◗❙◆❿✼✿✺➐➀➌✼✿❍❑❋❾✸✻✺✣♦⑥❍❖▲❳➜➎✼✿❍➅❋➋①✝◆➈✼✿✺❁❏❙❆✖✺❁P✭P❁▲❖✺❁s❾❀❁◆✽❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆▼s→✇✽❆✖①❁❍❖▲❑◆▼s
✸✻✺❁◆➋❀❁◆➋❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆❙s✹s❘✺❁❇❥▲❑◆▼s❥P❁✼✿❇❘❆✖❍❑s▼✯✰❄❃◆▼❏❙❍❭✼✿P❁P✷✼✿❇❘✼❷➣❖❋✈①❁❍❑◆▼✾➆▲❖❆✿④✖❍❖✸✻✺❁◆❊✼❢③✿◆▼❏➋▲❖✼➁❏▼❆✖✾✰❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾⑦✼❷❋❘❋❘◆▼✾❁❀❁✺✰◆➋P❹❆✖✺✰❇❥▲❖◆❙s
s❈➜❉s●❋■❶▼✇✽◆▼s➋❏❙❆✖✺❁▲❑❆✖✇②①❁❍❑◆▼✾❁s❙➇✝✸✻✺❁◆❿▲❖✼➄❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆②✾✰◆❙❋❘❋❘◆②❀❁✺➲P✰▲➧✼✿s❈✇⑦✼➄✼✿✺➲❏▼❆✿✾✻❋■✼✿❏❙❋↔❀✣♦♣✺✰✾❁◆②P✷✼✿❇❈❆✖❍➩◆▼s❈❋↔❆✖P❁P✝❆✖s❘◗❙◆❿⑧
❏▼◆❙▲❖▲❑◆✹❀❁◆⑤❏▼◆❙❋❈❋■◆⑤P✷✼✿❇❈❆✖❍➍✯⑩❄❃◆⑨❇❘✼✿P❁P✝❆✖❇❈❋❺❀❼♦♣❍❑✾✰t✷✺❁◆❙✾❁❏▼◆⑤✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍➅➉✷◆⑨✼✿❍❖✾✰s❘❍✷⑧❾✸✻✺❁◆▼▲❑▲❖◆✹❏▼❆✿✾❁❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾❿❆✿✾✽P✝◆▼✺➓❋✈❏❙❆✖✾❁s❈❍❖❀❁◗➒✱
❇❘◆❙❇⑤✸❉✺✰◆➁▲➍♦♣✼✿❏q❋■❍❖❆✿✾➆❀❁◆▼s⑨❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆▼sr◆▼✾✟s❘✺❁❇●➀➌✼✿❏▼◆⑦➝➨✼➈③✖◆❙❏➁✺❁✾✰◆✵❍❑✾✻❋❘◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾✟⑧➃▲❖❆✖✾❁④✿✺❁◆➋P❹❆✿❇❈❋■◗❙◆❢➥✹❇❘◆❙s❈❋■◆→▲❖❆❉❏➈✼❷▲❖❍❖s❈◗▼◆
✼✿✺✟③✖❆✖❍❑s❘❍❖✾❁✼✿④✖◆❾❀❁◆▼s⑨➀➂❇❘❆✖✾⑩❋❘❍❖❶▼❇❈◆▼s⑨s❘✺❁❇r❀❁◆▼sr❀❁❍❖s●❋❽✼✿✾✰❏▼◆▼sr✇➄❍❑❏▼❇❈❆✖s❘❏❙❆✖P❁❍❖✸✻✺❁◆❙s▼✯❅➦➩❆✖✺❁❇❊✺✰✾❁◆➁④✖◗❙❆✖✇✽◗❙❋■❇❈❍❖◆➋❀❁❆✿✾❁✾❁◗▼◆✒➝
d
➉✰➑➓◗▼◆➈➥q➇➓❍❖▲❁➀➌✼✿✺✰❋✈✸✻✺❁◆❊▲❖✼→❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆r◆q➑❉❋■◗❙❇❘❍❑◆▼✺❁❇❈◆❊✾❁◆rs❘❆✖❍➅❋✈P❁✼✿s✈❋❘❇❘❆✖P➄④✖❇■✼✿✾✰❀❁◆❿➝ |σ| ≪ |eρd| ➥q✯❉➦❩❆✿✺❁❇✈✺✰✾❁◆❊❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆
s❘✺✰❇❈➀➌✼✿❏❙❍❖✸✻✺❁◆❾◆q➑❉❋■◗❙❇❘❍❑◆▼✺❁❇❈◆→❀✰❆✖✾❁✾❁◗❙◆✿➇✷❍❖▲✝➀➌✼✿✺✰❋⑤✸✻✺❁◆❾▲❖◆❊s❈➜❉s❈❋❘❶▼✇✽◆→s❈❆✖❍❑❋⑤s❈✺  ✽s■✼✿✇✽✇✽◆▼✾⑩❋⑤④✖❇■✼❷✾❁❀✭➝
d≫ |σ/(eρ)| ➥q✯
✁➓❍➩✾❁❆✖✺❁sr❏▼❆✖✾✰s❘❍❖❀✰◗▼❇❘❆✿✾❁s❊❀❁◆❙s↔s❘❍➅❋■✺✷✼❚❋■❍❖❆✿✾❁s⑤❆✖➻➲❏▼◆❙s❊❏❙❆✖✾❁❀❁❍➅❋■❍❖❆✿✾❁sr✾✰◆➁s❘❆✿✾✻❋❊P✷✼✿sr❇❘◆▼s❈P❹◆❙❏❙❋❘◗▼◆▼s❙➇✣▲❖◆❙s❊◆q❸❼◆q❋■s❊s❈✺❁❇❈➀➌✼♠✱
❏▼❍❑✸✻✺❁◆▼s✉✾❁◆⑤P❹◆❙✺✰③✖◆❙✾⑩❋❥P❁▲❑✺❁s❺➾❙❋■❇❈◆⑤s❘◗▼P❁✼✿❇❘◗❙s❃❀❁◆❙s✈◆q❸❼◆q❋■s❺③✖❆✖▲❑✺❁✇➄❍❑✸✻✺❁◆▼s❧◆q❋✈▲❖✼➋▲❖❍❖✇✽❍❑❋❘◆✈❋❘➏❁◆▼❇❈✇➄❆❉❀✰➜❉✾✷✼✿✇✽❍❖✸✻✺❁◆✹✾✣♦⑥◆▼s●❋
P✷✼✿s⑨✼❷❋❈❋■◆❙❍❖✾⑩❋■◆❷✯
  ✁
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✂
✑
✞✆☎✚✦✠✂✙✑✞✝
✄✠✟ ☎ ✝ ✡ ✟ ✠☛✡ ✎✍✂☞☛ ✏ ☎✞✏✞✝ ✌ ✑
❻❧✾ ❏❙◆➎✸✻✺❁❍➋❏❙❆✖✾❁❏❙◆▼❇❘✾✰◆✭▲❑◆▼s➆s❈➜❉s●❋■❶▼✇✽◆▼s✟❏▼❆✿✺❁▲❖❆✖✇➁①❁❍❖◆❙✾❁s➆✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸❉✺✰◆▼s✟✼✿✺↕③✖❆✖❍❑s❘❍❖✾❁✼✿④✖◆➲❀✣♦⑥✺❁✾❁◆➎P✷✼✿❇❈❆✖❍➍➇✈❍❖▲
✾✣♦⑥◆q➑➓❍❖s●❋❽✼✿❍➅❋➆⑧➎✾❁❆✿❋■❇❈◆➲❏▼❆✿✾❁✾✷✼✿❍❑s❘s■✼❷✾❁❏▼◆➛✼❷✺❁❏▼✺❁✾ ❇❈◗▼s❈✺❁▲❑❋■✼❷❋✒✼❷✾✷✼✿▲❑➜✻❋❘❍❖✸✻✺❁◆➞◆➒➑✰✼✿❏❙❋➆❀❁✼✿✾❁s✒▲❖✼✭▲❖❍➅❋❘❋❘◗▼❇■✼❚❋■✺❁❇❈◆✿✯❺✳r❆✿✺❁s
✼➈③✖❆✖✾✰s⑨❀✰❆✖✾❁❏❾◆▼s❈s■✼➈➜✖◗→❀✣♦⑥❆✖①✰❋■◆❙✾❁❍❖❇✹▲❑◆▼s✹P❁❇❈❆✿➉✷▲❑s✹❀❁◆❾❀❁◆▼✾❁s❈❍❑❋❘◗➋◆❙❋⑨▲❖◆↔❏❙❆✖✇✽P❹❆✖❇●❋■◆❙✇➄◆❙✾✻❋✹✼✿s❈➜❉✇✽P✰❋■❆✿❋❘❍❖✸✻✺❁◆➋❀❁◆❙s⑤❏▼❆✖❇➟✱
❇❘◗❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾✰s✉P✝❆✖✺❁❇✈❀❁◆r❋❘◆▼▲❑s❃s❈➜❉s●❋■❶▼✇✽◆▼s❙✯❁➦➩❆✖✺❁❇❥✇✽◗▼✇✽❆✖❍❖❇❈◆✿➇⑩❇❘✼✿P❁P✝◆▼▲❖❆✿✾❁s✈✸✻✺❁◆❊P❹❆✖✺✰❇✈❀❁◆❙s❥P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼s✉❏▼▲➧✼❷s❘s❘❍❑✸✻✺❁◆▼s❙➇
▲❖◆❙s⑦❏❙❆✖❇❘❇❈◗▼▲➧✼❚❋■❍❖❆✿✾❁s✒⑧ ❀✰◆▼✺➓➑★❏▼❆✖❇❈P❁s✒❀❁◗❙❏▼❇❘❆✿❍❖s❘s❈◆▼✾⑩❋✟✼✿▲❑④✖◗▼①❁❇❈❍❖✸✻✺❁◆❙✇➄◆❙✾✻❋⑦❏▼❆✖✇✽✇✽◆
1/y3
✼❷✺✌③✖❆✖❍❑s❘❍❑✾✷✼✿④✖◆✫❀✣♦♣✺✰✾❁◆
P✷✼✿❇❈❆✖❍✣s❈❍❖✇✽P❁▲❖◆↔❆✿✺✫❀❁❍❑◗▼▲❑◆▼❏❙❋❘❇❘❍❑✸❉✺✰◆✿➇❁◆q❋⑤◆q➑➓P❹❆✿✾❁◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲❑▲❖◆▼✇✽◆▼✾⑩❋⑤▲❑◆➋▲❖❆✖✾❁④➃❀✣♦⑥✺❁✾❁◆❾P✷✼❷❇❘❆✖❍✣❏❙❆✖✾❁❀❁✺✰❏❙❋■❇❈❍❖❏❙◆⑦➝➂❏❙➀➟✯✷➠❈➠❽✯♣➺✻➥➒✯
➦❴✼✿❇r✼✿❍❑▲❖▲❖◆❙✺❁❇❘s❙➇❁❀✷✼✿✾✰s❊✺❁✾✫s❈➜❉s❈❋❘❶▼✇✽◆➁✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸✻✺❁◆➁➏❁❆✿✇➄❆✖④✿❶▼✾❁◆❷➇✷✾❁❆✖✺❁srs■✼➈③✖❆✖✾✰s↔✼✿✺❚➔❈❆✿✺❁❇❘❀✣♦⑥➏✻✺❁❍❭✸✻✺❁◆➁❀❁✺✟➀➌✼✿❍❑❋
❀❁◆❙s✟t✷✺✰❏❙❋■✺❁✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s➯✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸❉✺✰◆▼s✟❀❁◆✭P✝❆✖s❈❍❑❋■❍❑❆✖✾✣➇✈▲❖◆▼s➯❏❙❆✖❇❘❇❈◗▼▲➧✼❚❋■❍❖❆✿✾❁s✒❀❁◆➎P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s➆✾❁◆➐❀❁◗▼❏❙❇❘❆✖❍❑s❘s❈◆▼✾⑩❋➲P✷✼❷s
◆q➑➓P✝❆✖✾❁◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲❖▲❖◆❙✇➄◆❙✾⑩❋❳③❉❍❑❋■◆✹✇➄✼✿❍❑s❴s❘◆❙✺❁▲❖◆❙✇➄◆❙✾⑩❋❺◆▼✾
1/r6
⑧➋④✖❇■✼✿✾✰❀❁◆✹❀❁❍❖s●❋❽✼✿✾✰❏▼◆✿➇✿◆❙❋❺▲➧✼rs❈➜❉✇➄◗q❋■❇❈❍❖◆✹❀❁✺➃P❁❇❈❆✖①❁▲❖❶❙✇➄◆
◆▼s●❋❊✺✰✾➞◗▼▲❑◗▼✇✽◆▼✾⑩❋⑨❏▼❇❈✺❁❏▼❍❖✼✿▲✙◆▼✾✫❏▼◆→✸❉✺✰❍➩❏❙❆✖✾❁❏❙◆▼❇❘✾✰◆➁▲➧✼❿P❁✺✰❍❖s❘s❘✼✿✾❁❏❙◆➁❀❁◆❾❏▼◆q❋❘❋❘◆➁❀❁◗❙❏▼❇❘❆✿❍❖s❘s❘✼✿✾❁❏❙◆✿✯✝♥❭✼✽✸✻✺❁◆❙s❈❋■❍❑❆✖✾➞s❈◆
P✝❆✖s❘◆➆❀❁❆✿✾❁❏➯❀❁◆➆s■✼➈③✖❆✿❍❖❇❿❏▼❆✿✇➄✇✽◆▼✾⑩❋➃◆▼s●❋➃✇➄❆❉❀❁❍➅➉✷◗✒▲❖◆⑦❏▼❆✖✇✽P❹❆✿❇❈❋■◆❙✇➄◆❙✾⑩❋✽✼✿s❈➜❉✇✽P✰❋■❆✿❋❘❍❖✸✻✺❁◆✒❀✰◆▼s➃❏▼❆✖❇❈❇❘◗❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾❁s
✸✻✺✷✼✿✾❁❀➆❏❙◆❙❋❈❋■◆➋s❈➜❉✇✽◗❙❋❘❇❘❍❖◆❊✾✣♦♣◆❙s❈❋✹P✰▲❖✺❁s❥P✰❇❘◗▼s❈◆▼✾⑩❋■◆❷✯❅♥❧♦♣◗q❋■✺❁❀❁◆❊❀✣♦♣✺✰✾✟P✰▲➧✼✿s❈✇⑦✼→✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■❍❖✸✻✺❁◆↔✼✿✺✒③✖❆✖❍❑s❘❍❑✾✷✼✿④✖◆r❀✣♦♣✺✰✾❁◆
P✷✼✿❇❈❆✖❍✣s❙♦♣❍❑✾❁s❘❏❙❇❘❍❑❋⑤❀❁✼✿✾❁s⑤❏▼◆q❋❘❋■◆→❀❁◗❙✇⑦✼✿❇❈❏❽➏❁◆✿✯
♥❧♦♣❍❑✾✰t✷✺❁◆❙✾❁❏▼◆✟❀❁◆➯▲➧✼➛❀✰➜❉✾✷✼✿✇✽❍❖✸✻✺❁◆➆✸✻✺✷✼❷✾✻❋❘❍❖✸✻✺❁◆✟s❘✺❁❇➃▲❑◆▼s➃❏▼❆✖❇❈❇❘◗❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾❁s②⑧➎④✖❇❘✼✿✾❁❀❁◆➆❀✰❍❖s❈❋■✼✿✾❁❏❙◆✟❀❁✼✿✾❁s✽✺❁✾
s❈➜❉s●❋■❶▼✇✽◆❃➏✰❆✖✇➄❆✿④✖❶▼✾❁◆❷➇❢◆▼s●❋❴❏❙❆✖✇➄✇✽❆❉❀❁◗▼✇✽◆▼✾⑩❋➩✼✿✾✷✼❷▲❑➜❉s❘◗❙◆✈④✖❇✞✝✿❏▼◆✈⑧⑤▲➧✼⑤❀❁◆▼s❈❏▼❇❘❍❑P✰❋■❍❑❆✖✾→◆▼✾➁❍❑✾⑩❋■◗▼④✿❇■✼✿▲❑◆❧❀❁◆✈❏❽➏✰◆▼✇✽❍❖✾❙✯➒✯
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❀✷✼❷✾❁s⑤▲❖◆▼s✹➀➂❆✖✾✰❏❙❋■❍❑❆✖✾❁s✹❀❁◆❾❏❙❆✖❇❘❇❈◗▼▲➧✼❚❋■❍❖❆✿✾➆s❈❋❽✼❚❋■❍❖✸✻✺❁◆❙s▼✯
♥❭✼✽P❁❇❈❍❖s❈◆→◆❙✾➞❏❙❆✖✇➄P➓❋■◆❾❀❁◆▼s⑨s❈❋■✼❷❋■❍❑s❈❋❘❍❖✸✻✺❁◆▼s⑨✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸✻✺❁◆▼sr✼✿①✝❆✖✺✰❋■❍➅❋⑨⑧✽✺✰✾❁◆✵❀✰◆▼s❘❏❙❇❘❍❑P✰❋■❍❑❆✖✾✫❆✿➻✫▲❑◆▼s⑤❏❽➏❁◆▼✇✽❍❖✾✰s
✾❁◆❿s❈❆✖✾⑩❋✵◆❙✾➛➀➌✼✿❍❑❋❊P❁▲❖✺❁s↔➀➂◆❙❇❘✇✽◗▼s➋✇➄✼✿❍❖srP✷✼✿❇●❋■◆▼✾⑩❋→❀✣♦⑥✺❁✾❁◆❿P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆②P✝❆✖✺❁❇❾✼✿①✝❆✖✺✰❋❘❍❖❇❊s❈✺❁❇➋▲➧✼✒P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲❖◆②✼➈③✿◆▼❏
▲➧✼❷✸❉✺✰◆▼▲❖▲❑◆➃◆▼▲❖▲❑◆➄◆❙s❈❋❿◗❙❏❽➏✷✼✿✾❁④✿◗▼◆✿✯❳➭↔✾➽P❹◆❙✺✰❋❿✼❷▲❖❆✖❇❈s✵❀❁◗q➉✷✾❁❍❑❇➁▲➧✼✟✾❁❆✿❋❘❍❖❆✖✾➎❀❁◆✒①✝❆✖✺❁❏❙▲❖◆➃➀➂◆▼❇❘✇✽◗▼◆➄✸✻✺❁❍❃❇❈◆▼P❁❇❈◗▼s❘◆❙✾⑩❋■◆
▲❖◆❙s❊❏❽➏❁◆❙✇➄❍❑✾❁s❊❀✰◆✵❋■❆✿✺✰❋■◆❙s↔▲❖◆❙srP✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼sr◗▼❏❽➏✷✼✿✾✰④✖◗▼◆❙s↔❀✷✼✿✾❁s❊✺❁✾➲✇✽➾▼✇✽◆✵❏q➜➓❏❙▲❖◆➯➝➂❏❙➀➟✯ ✄➢❄❃❆✿❇ ✱
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❏ ✆❡➥➒✯✎✍ ✝ ✪✆✤✘✏✫✜ ✡✭✗  
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☎ ✡ ✗ ✟ ✔✭✜☞✌ ★✫✝ ✑ ✛ ✝✠✟✮★✢✛✍✝ ✝✠✟ ✬✍✔✭✦ ✑✮✚❋✝ ✌✠✜ ✦ ✑✮✡☞✝✠✦✧✝✠✟✕✚ ✡☞✝✍✌ ✝✖✕ ✝✠✚ ✌ ★✫✝☛✡ ✗ ✌✠✚✛✗✙✚✢✜☞✌✠✚✣✜✣✤✘✏✕✝ ✝✠✚ ★✫✝☛✡ ✗ ★✗✏❖✟✮✗✙✦ ✜✣✤✘✏✕✝
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★✫✝✍✌ ✌✑✏✖✌✠✚✓✒✠✦✧✝✍✌ ✬✠✡ ✗✭✌✍✌✠✜✣✤✘✏✕✝✍✌q✯❼✶r❍❖✾❁s❈❍➍➇✝◆▼✾➲❋■◆❙✾✷✼✿✾⑩❋❾❏▼❆✿✇➄P✰❋❘◆②❀❁◆❿▲❖✼⑦s❈❋■✼❷❋■❍❑s❈❋■❍❑✸✻✺❁◆②❀❁◆❿❂✷◆❙❇❘✇✽❍➅✱➟➫r❍❖❇■✼❷❏✵❆✖✺ ✂✈❆✖s❘◆➒✱
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➵❢➤ ✴
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P✝◆▼✺✰❋✽◆▼✾✜◆q❸❼◆q❋➄❆✿①✰❋■◆❙✾❁❍❖❇❿✺❁✾✰◆✟❇❈◆▼P❁❇❈◗▼s❈◆▼✾⑩❋❽✼❷❋❘❍❖❆✖✾➼❀❁❍❖✼✿④✖❇■✼❷✇➄✇➄✼❷❋■❍❑✸✻✺❁◆➄❀✰◆▼s➃❀❁◆▼✾✰s❘❍❑❋❘◗▼s✽◆❙❋➃❀❁◆❙s✽➀➂❆✿✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾❁s➁❀❁◆
❏▼❆✿❇❘❇❘◗❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾➄◆▼✾➆✺✰❋❘❍❖▲❑❍❖s■✼❷✾✻❋✉❀❁◆❙s✹❀❁◗❙③✿◆▼▲❑❆✖P❁P✝◆▼✇✽◆▼✾⑩❋■s✹❀❁◆ ✓➞✼➈➜✖◆▼❇❙✯❅❄❃❆✖✇✽✇➄◆r❀✷✼✿✾❁s❃▲➧✼➁❀❁◆❙s❘❏❙❇❘❍❖P➓❋■❍❖❆✿✾✒❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖✸✻✺❁◆✿➇
▲❖◆❙s⑤❀❁❍➧✼✿④✿❇■✼✿✇✽✇➄◆❙s❥✼✿❍❑✾❁s❘❍✙P✰❇❘❆❉❀❁✺❁❍❑❋❘s✹s❘❆✖✾⑩❋⑨❀❁❍➅③✖◆▼❇❈④✖◆▼✾⑩❋❘srs❈◗▼P✷✼✿❇❈◗▼✇✽◆▼✾⑩❋r❀✷✼✿✾❁s⑨▲➧✼②▲❑❍❖✇✽❍❑❋■◆⑨❋■➏❁◆❙❇❘✇✽❆➓❀➓➜➓✾❁✼✿✇➄❍❑✸✻✺❁◆✿➇
❀❁✺✬➀➌✼✿❍➅❋②❀❁◆➆▲❖✼➞▲❖❆✖✾✰④✖✺❁◆✒P✝❆✖❇❈❋❘◗▼◆✒❀✰◆➆▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❖❆✿✾➽❏▼❆✖✺✰▲❖❆✖✇②①✰❍❖◆▼✾✰✾❁◆➛➝➂✇➄➾❙✇➄◆✒s❈❍❥◆▼▲❑▲❖◆➄◆▼s❈❋➃✇✽❆❉❀❁❍❑➉✷◗❙◆⑦❀✷✼❷✾❁s
▲❖◆❿❏▼✼✿s❾❀❁◆➃▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❑❆✖✾➲❀❁◆❙s→①✝❆✖✺❁❏❙▲❖◆❙s▼➇✙◆▼▲❑▲❖◆②P✰❇❘◗▼s❈◆▼✾⑩❋■◆➃❋■❆✿✺❚➔❈❆✖✺❁❇❈s→✺✰✾❁◆➃❀❁◗▼❏❙❇❘❆✖❍❑s❘s■✼❷✾❁❏▼◆➃◆▼✾
1/r
⑧➆④✖❇■✼✿✾✰❀❁◆
❀❁❍❑s❈❋❽✼❷✾❁❏▼◆➈➥q✯❹✳r◗➈✼❷✾❁✇➄❆✿❍❖✾❁s❙➇✝❏❙❆✖✇✽✇➄◆❾❆✖✾✫▲➍♦♣✼➄◆q➑➓P✝❆✖s❘◗➁❀✷✼✿✾❁sr▲❖◆→❏➈✼✿sr❏▼▲➧✼❷s❘s❘❍❑✸✻✺❁◆✿➇✝❍❖▲✙◆❙s❈❋↔P✝❆✖s❈s❘❍❖①✰▲❖◆→❀❁◆➁❇❈◆▼s❘s❈❆✖✇❿✱
✇✽◆▼❇❃s●➜❉s❈❋■◗❙✇⑦✼❚❋■❍❖✸✻✺❁◆❙✇➄◆❙✾⑩❋⑤❏▼◆▼❇●❋❽✼✿❍❑✾❁◆▼s❃❏▼❆✖✾⑩❋■❇❈❍❖①❁✺➓❋■❍❖❆✿✾❁s➋➝➂◆▼✾➆❏❽➏✷✼❷➣❖✾❁◆↔✾❁❆❷❋❽✼✿✇✽✇➄◆❙✾⑩❋➒➥✉P✝❆✖✺❁❇✈❆✖①✰❋❘◆▼✾❁❍❑❇❥❀❁◆▼s❃❀❁❍➧✼❚✱
④✖❇❘✼✿✇➄✇✽◆▼sr①❁❍❖◆❙✾➲❀❁◗q➉✷✾❁❍❖s❊❀✷✼✿✾❁s➋▲❖✼➄▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆❾❀❁◆➁③✿❆✖▲❖✺✰✇➄◆②❍❑✾✰➉✷✾❁❍➨✯✝➫↔✼✿✾❁s➋▲➨♦♣◆❙s❘P❁❇❈❍❑❋↔❀✰◆▼s↔❋■❇❘✼➈③✿✼❷✺➓➑➲❀✰◆ ✓✫◆▼◆❙❇❘❆✖✾❼➇
❏▼◆q❋❘❋❘◆➆❇❘◆▼s❈s❘❆✖✇✽✇➄✼❷❋■❍❑❆✖✾➽❍❖✾⑩❋❘❇❘❆❉❀❁✺❁❍❑❋✵◆▼✾✬➀➌✼✿❍➅❋②s●➜➓s●❋■◗❙✇⑦✼❷❋❘❍❖✸✻✺❁◆❙✇➄◆❙✾✻❋➃▲➨♦♣◆q❸❼◆q❋❿❀✣♦⑥◗▼❏❙❇■✼✿✾✜◆▼✾⑩❋❘❇❘◆➆▲❖◆❙s❿P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s▼✯
✟➩❆✖✺✰❋■◆q➀➂❆✖❍❖s⑤▲➨♦♣❍❑✾✻❋❘◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾➆❏❙❆✖✺❁▲❖❆✿✇②①❁❍❖◆❙✾❁✾❁◆➋s❙♦♣◆q❸❼◆❙❏❙❋■✺❁✼✿✾⑩❋➋⑧❿❋■◆▼✇✽P❁s⑤◗▼④✖✼✿✺➓➑✟❀✷✼✿✾✰s⑨▲❑◆❾✇➄❆✖✾✰❀❁◆❾❀❁◆▼s⑨①❹❆✿✺❁❏▼▲❑◆▼s▼➇
▲➍♦⑥◆❙❸❹◆❙❋❾❀❼♦♣◗❙❏▼❇■✼❷✾ ◆▼✾⑩❋❘❇❘◆➃P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s➋✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸❉✺✰◆▼s→s▼♦♣✼❢③✿❶▼❇❈◆⑦➾❙❋❘❇❘◆➃①✝◆➈✼✿✺❁❏❙❆✖✺❁P➎✇➄❆✿❍❖✾❁s➋◆✁ ➄❏▼✼✿❏▼◆✽✸✻✺❁◆➃❀✷✼✿✾❁s→▲❖◆
❏➈✼❷s⑨❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❑✸❉✺✰◆✿✯
❻❧✾➞❆✖✺✰❋❘❇❘◆❷➇✷❀✷✼✿✾❁s⑤▲➧✼❿▲❑❍❖✇✽❍❑❋■◆⑨❆✖➻✟▲❖◆➋P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼❿P❹◆❙✺✰❋⑨➾❙❋❘❇❘◆❾❏▼❆✖✾✰s❘❍❖❀✰◗▼❇❘◗→❏▼❆✿✇➄✇✽◆❊➀➌✼✿❍❑①❁▲❖◆❙✇➄◆❙✾✻❋❥❀❁◗▼④✖◗❙✾❁◗▼❇❈◗➁◆q❋
➀➌✼✿❍❑①❁▲❖◆❙✇➄◆❙✾✻❋❊❏▼❆✖✺✰P❁▲❖◗❷➇✣❍❖▲❩◆▼s❈❋→✼❷✺❁s❘s❈❍❧P❹❆✖s❈s❘❍❑①❁▲❖◆②❀✰◆❿❏➈✼✿▲❑❏▼✺❁▲❑◆▼❇↔▲❑◆②❏▼❆❉◆  ✽❏▼❍❑◆▼✾⑩❋❾◆q➑✰✼✿❏q❋→❀❁◆❿❏▼◆q❋❘❋■◆➃❀❁◗❙❏▼❇❈❆✖❍❖s❈s■✼✿✾❁❏❙◆
✼✿▲❑④✖◗▼①❁❇❈❍❖✸✻✺❁◆❷✯❴➦❩✼✿❇②◆q➑➓◆❙✇➄P❁▲❑◆✿➇➩P❹❆✿✺❁❇②✺❁✾✬P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼➞⑧✫❀❁◆▼✺➓➑➽❏▼❆✖✇✽P✝❆✖s■✼✿✾⑩❋❘◆▼s▼➇❴✼➈③✖◆▼❏➆❀✰◆▼✺➓➑➽◆▼s❘P✝❶▼❏❙◆▼s
+
◆❙❋ −
P✝❆✖❇❈❋■✼✿✾⑩❋❃❀❁◆❙s❥❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆▼s
e+ = −e− ➇❉▲➧✼➋➀➂❆✖✾❁❏q❋■❍❑❆✖✾⑦❀❁◆r❏▼❆✖❇❈❇❘◗❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾➃s❈❋■✼❷❋■❍❑✸✻✺❁◆❊❀❁◗❙❏▼❇❈❆✿➣❖❋❃✼✿s❈➜❉✇✽P✰❋■❆❷❋■❍❖✸✻✺❁◆❙✇➄◆❙✾⑩❋
❏▼❆✿✇➄✇✽◆✽➝➌❏q➀➟✯ ✄➢❄❃❆✿❇ ✱ ✕✿✼ ✆❡➥❊➊
ρ
(2) T
α1 α2(r1 − r2)
ρ2
∼
|r1−r2|→∞
1
960
β4~4e4
[
1
m+
+
1
m−
]2
1
|r2 − r1|6
➝➂➳❊➠❽✯❑➵❢➥
✳r❆✿❋❘❇❘◆➄❏❽➏❁◆▼✇✽❍❖✾❁◆❙✇➄◆❙✾⑩❋❿✼➞◗q❋■◗✒❀✣♦⑥◗❙❋❘◆▼✾❁❀✰❇❘◆✒❏❙◆❙❋❘❋❘◆✒❀❁◗❙✇⑦✼✿❇❈❏❽➏❁◆✒⑧✫▲➍♦⑥◗❙❋■✺✰❀❁◆⑦❀❁◆❙s②P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼✿s✵✼✿✺ ③✖❆✿❍❖s❘❍❑✾✷✼✿④✖◆
❀✣♦⑥✺❁✾❁◆❾P✷✼✿❇❈❆✖❍➍✯
✄✠✟ ☎   ✟✄✂✆☎✞✝ ✠☞☛ ✑ ☛ ✑ ✟✡✂☞☛ ✠✳✎✍✌✎☎✞✏✒✠✒✑
  ✤ ✬ ✂ ✱ ✄ ☛✣✢ ☛✣✢✥✛ ✄ ★ ✮☎✄
✗r✾❁◆✽➀➂❆✖❍❖s→◗❙❋■✼✿①❁▲❑❍❖◆➃▲➍♦⑥◗▼✸✻✺❁❍➅③✿✼❷▲❖◆▼✾✰❏▼◆✽◆▼✾⑩❋■❇❈◆⑦✺❁✾➽s●➜❉s❈❋■❶❙✇➄◆➄❀❁◆⑦P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲❖◆▼s→✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸✻✺❁◆▼s✵◆❙❋②✺✰✾➽s❈➜❉s❈❋❘❶▼✇✽◆
❀❁◆✽①❹❆✿✺❁❏▼▲❑◆▼s❾❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖✸✻✺❁◆▼s✒➝➌❀❁❆✿✾✻❋→▲❑◆▼s→❏❽➏❁◆▼✇✽❍❖✾❁s❾s❈◆➄P✷✼❷❇■✼✿✇✽◗❙❋❘❇❘❍❖s❈◆▼✾⑩❋→s❘❆✖✺✰s➁▲➧✼✒➀➂❆✖❇❈✇➄◆
r + λξ(s)
❆✖➻
λ
❀❁◗q✱
s❘❍❑④✖✾❁◆❿▲❖✼➯▲❑❆✖✾❁④✖✺✰◆▼✺❁❇➋❀✣♦⑥❆✖✾❁❀✰◆➃❋❘➏❁◆▼❇❈✇➄❍❑✸✻✺❁◆❿❀❁◆➃❀❁◆ ✂❃❇❘❆✿④✖▲❖❍❑◆❢➥q➇❹❍❖▲❩◆▼s❈❋✵P✝❆✖s❘s❈❍❖①❁▲❑◆②❀✣♦⑥❆✖①✰❋■◆❙✾❁❍❖❇❾✺❁✾✰◆✽◆➒➑➓P❁❇❘◆❙s❘s❘❍❑❆✖✾
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P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼s✹◆q❋⑤▲❖◆▼✺✰❇❘s⑤❍❖✇➄✼✿④✖◆❙s▼➇
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❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖✸✻✺❁◆❾◆❙❋⑨✸✻✺❁❍✙❍❑✾❁❏▼❆✖❇❈P❹❆✿❇❘◆▼✾⑩❋✹❋❘❆✖✺❁s⑤▲❖◆❙s✹◆❙❸❹◆❙❋■sr⑧❿✺❁✾✟❏▼❆✖❇❈P❁s▼➇✷s❙♦♣◆➒➑✰P✰❇❘❍❖✇✽◆▼✾⑩❋r✼✿▲❑❆✖❇❘s✹❏❙❆✖✇➄✇✽◆②➊
z[j](L) = zα exp
{
−1
2
βe2α
∫ 1
0
ds
∫ 1
0
ds′ [φj − vb] (r+ λαξ(s), r+ λαξ(s′))
}
exp
{
1
2
βe2α
∫ 1
0
ds
∫ 1
0
ds′ [1− δ(s− s′)] [vw − vb] (r+ λαξ(s), r+ λαξ(s′))
}
➝➂➳❊➠❽✯ ➡✿➥
✁➓❍r❆✖✾★❇❘◆q❋■❇❈❆✖✺✰③✖◆➛①✰❍❖◆▼✾✌❀✷✼✿✾❁s✒▲❖✼✭P❁❇❈◆▼✇✽❍❖❶❙❇❘◆➞◆➒➑➓P❹❆✖✾✰◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲❖▲❑◆➞✺❁✾★❋❘◆▼❇❈✇➄◆✫✸❉✺✰❍❊❋■◆❙✾❁❀ ◆q➑➓P✝❆✖✾❁◆▼✾⑩❋❘❍❖◆▼▲❑▲❖◆❙✇➄◆❙✾✻❋
③❉❍❑❋❘◆✟③✿◆▼❇❘s➄s■✼➐③✿✼❷▲❖◆▼✺✰❇✽◆❙✾✌③✖❆✿▲❖✺❁✇✽◆➯✸❉✺❁✼✿✾❁❀
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❀❁◗❙④✖◗▼✾❁◗❙❇❘◗➄➝
λ/a≪ 1 ➥✈◆❙❋✹➀➌✼✿❍❑①❁▲❖◆❙✇➄◆❙✾⑩❋❥❏▼❆✿✺❁P❁▲❖◗❿➝ Γ≪ 1 ➥✈◆❙✾➯P❁✺❁❍❖s❈s■✼✿✾✰❏▼◆▼s⑤❀❁◆➋❀✰◆▼✺➓➑➯P✝◆❙❋❘❍❑❋❘s❥P✷✼✿❇❘✼✿✇➄❶q❋■❇❈◆▼s➋➊
▲❖◆❙s❥◆❙❸❹◆❙❋❘s⑤✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■❍❖✸✻✺❁◆❙s✹s❘◆❾✇➄✼✿✾❁❍❑➀➂◆❙s❈❋❘◆▼✾⑩❋✹◆▼✾✒➀➌✼❷❍❑❋✹⑧②▲➨♦♣❆✿❇❘❀❁❇❈◆
Γ1/2(λ/a) = κDλ
◆❙❋⑤❏❙◆▼❇❈❋■✼✿❍❖✾✰s❥◆❙❸❹◆❙❋❘s✹❀✣♦♣❆✿❇❘❍➅✱
④✖❍❑✾❁◆↔❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖✸✻✺❁◆↔❏❙❆✖✾❁s●❋■❇❘✺✰❍❖s❘◆❙✾⑩❋⑤❀❁◆▼s✹❋■◆❙❇❘✇✽◆▼s❥❀❼♦♣❆✖❇❈❀❁❇❘◆
Γ3/2
✯➓✶➩③✿◆▼❏❾▲➍♦⑥➏⑩➜➓P✝❆✿❋❘➏❁❶▼s❈◆➋s❘✺❁P❁P✰▲❖◗▼✇✽◆▼✾⑩❋■✼✿❍❖❇❈◆↔✸✻✺❁◆➋▲❖◆❙s
◆❙❸❹◆❙❋❘sr❀❼♦♣◗❙❏❽➏✷✼✿✾❁④✖◆→P✝◆▼✺✰③✿◆▼✾⑩❋❊➾q❋■❇❈◆→✾✰◗▼④✖▲❑❍❖④✖◗❙s→➝➌❏▼◆❾✸✻✺❁❍✙s❈◆→❋❘❇■✼✿❀❁✺✰❍❑❋✹P✷✼❷❇✹▲➧✼❿❏▼❆✖✾⑩❋❘❇■✼✿❍❑✾✻❋❘◆
Γ3/2 ≫ (λ/a)3 ✸❉✺✰❍
❍❖✇✽P❁▲❑❍❖✸✻✺❁◆
κDλ ≫ (λ/a)3 ➥➒➇✣✾❁❆✖✺✰s↔❋■❇❘❆✿✺✰③✖❆✖✾✰s✵✼❷✺➓➑➛P❁❇❈◆▼✇✽❍❖◆❙❇❘s➋❆✖❇❈❀❁❇❘◆❙s➋◆▼✾ κDλ ◆❙❋ Γ3/2 ✸✻✺❁◆➃▲❑◆▼s↔P❁❇❈❆✿➉✷▲❑s
❀❁◆❾❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗→✼✿✺➯③✖❆✖❍❑s❘❍❖✾❁✼✿④✖◆↔❀✣♦⑥✺❁✾❁◆→P✷✼✿❇❈❆✖❍✣s❈❍❖✇✽P❁▲❖◆↔P✝◆▼✺➓③✖◆▼✾⑩❋rs❘◆→✇➄◆q❋❘❋❘❇❘◆➋s❘❆✿✺❁s⑤▲➧✼②➀➂❆✖❇❘✇✽◆②➊
ρα(x) = ρ
B
α
[
1− e−
2x2
λ2α
]{
1− βeαΦ(x)− 1
2
κDβe
2
αL¯
Q(κDx; 0)
}
➝➂➳❊➠❽✯➢➸✖➥
P✝❆✖✺❁❇
x > 0
➇✣❆✖➻➐✾❁❆✿✺❁s❾❏➈✼✿▲❑❏▼✺❁▲❑❆✖✾❁s↔◆➒➑✰P✰▲❖❍❖❏❙❍❑❋❘◆▼✇✽◆▼✾⑩❋➋▲❖◆❙s➋➀➂❆✖✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾✰s
Φ
◆q❋
L¯Q
✯✙❻❧▲❖▲❖◆❙s➋❀❁◗▼❏❙❇❘❆✖❍❑s❘s❈◆▼✾⑩❋→◆q➑➓P❹❆❚✱
✾❁◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲❖▲❖◆❙✇➄◆❙✾⑩❋➃s❘✺❁❇✽▲➍♦⑥◗▼❏❽➏❁◆❙▲❖▲❑◆
ξD
▲❑❆✖❍❖✾✬❀❁◆✟▲➧✼➛P✷✼❷❇❘❆✖❍➨✯❧➫↔✼✿✾❁s✽✺❁✾➼❇❘◗❙④✖❍❖✇✽◆➆P❁➏⑩➜❉s❘❍❖✸✻✺❁◆✫❆✖➻➼❆✖✾ ③✿◗▼❇❘❍➅➉✷◆▼❇❘✼✿❍❑❋
s❘◆❙✺❁▲❖◆❙✇➄◆❙✾⑩❋
Γ3/2 ≫ (λ/a)6 ➇✰▲❑◆↔❇❘◗❙s❘✺❁▲➅❋❽✼❷❋➋➝➂➳❊➠❽✯➢➸⑩➥✉◆▼s❈❋⑤◆❙✾❁❏▼❆✿❇❘◆↔③❷✼✿▲➧✼❷①❁▲❖◆❊⑧②▲➍♦⑥❆✖❇❘❀❁❇❈◆ κDλ ➇➓✇⑦✼❷❍❖s❃▲❑◆▼s❃❋❘◆▼❇❈✇➄◆❙s
❀✣♦⑥❆✖❇❘❀✰❇❘◆
Γ3/2
P✝◆▼✺✰③✿◆▼✾⑩❋✵➾❙❋■❇❈◆❿❀❁✺➎✇➄➾❙✇➄◆②❆✿❇❘❀❁❇❈◆❿❀❁◆➃④✖❇■✼✿✾✰❀❁◆▼✺❁❇➋✸✻✺❁◆➃❏❙◆▼❇❈❋■✼✿❍❖✾✰s↔❋■◆▼❇❈✇➄◆❙s❾✾❁◗▼④✖▲❑❍❖④✖◗❙s↔◆❙❋❾s❈❆✖✾⑩❋
❀❁❆✖✾✰❏✵⑧❿❆✖✺✰①❁▲❖❍❑◆▼❇✹s❘❍✙❏❙◆▼▲❖✼➃◆❙s❈❋⑨▲❖◆➋❏▼✼✿s▼✯✝❄❃◆❙sr❀✰◆▼✾❁s❈❍❑❋■◗❙s⑨➀➂❆✿✾✻❋⑤❍❑✾⑩❋■◆▼❇●③✖◆❙✾❁❍❖❇✹❋■❇❈❆✖❍❖s✹◆q❸❼◆q❋■s❙✯❹♥✙◆↔❋❘◆▼❇❘✇✽◆❾◆▼✾⑩❋■❇❈◆❾❏▼❇❘❆❚✱
❏❽➏❁◆q❋■s➋s▼♦♣✼✿✾❁✾✻✺❁▲❑◆②❏▼❆✿✇➄✇✽◆
(x/λα)
2 ✼✿✺➞③✿❆✖❍❖s❈❍❖✾✷✼✿④✿◆➁❀❁◆②▲❖✼⑦P✷✼✿❇❈❆✖❍➩◆❙❋↔❋❘◆▼✾❁❀➛④⑩✼❷✺❁s❘s❈❍❖◆▼✾✰✾❁◆▼✇✽◆▼✾⑩❋➋③❉❍❑❋❘◆✵③✖◆❙❇❘s 1
✯
➠✴▲❼❋❘❇■✼✿❀❁✺✰❍❑❋✹◆❙✾✟➀➌✼✿❍➅❋❥▲➨♦➢✼✿✾✰✾❉✺✰▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾✒❀✰◆▼s✹➀➂❆✖✾❁❏q❋■❍❖❆✿✾❁s❥❀✣♦⑥❆✖✾❁❀❁◆❾❀❁◆❙s⑤P✷✼✿❇❈❋❘❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s✹✼✿✺➯❏▼❆✖✾⑩❋■✼✿❏❙❋⑨❀✣♦⑥✺❁✾❁◆❾P✷✼✿❇❈❆✖❍➍✯✰♥✙◆
❋■◆❙❇❘✇✽◆
eαΦ
❇❘◆▼P✰❇❘◗▼s❈◆▼✾⑩❋■◆❿▲➨♦♣❍❑✾⑩❋■◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾➯❀✣♦⑥✺❁✾❁◆✵P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙✺❁▲❖◆→✼➈③✖◆❙❏②▲❖◆❾❏❽➏✷✼❷✇➄P✫◗▼▲❖◆❙❏❙❋❘❇❘❆✖s●❋❽✼❷❋❘❍❖✸✻✺❁◆→❏▼❇❘◗❙◗②P✷✼✿❇⑨▲❖◆
t✷✺❁❍❑❀❁◆↔❏❙❆✖✺❁▲❖❆✿✇②①❁❍❖◆❙✾➐➝➌❀✰✺✒➀➌✼✿❍❑❋❃❀✣♦♣✺✰✾✟P✰❇❘❆✿➉✷▲❹❀❁◆➋❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗➋❀❁◆↔❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆➋◆❙✾➯④✖◗▼✾❁◗❙❇■✼✿▲❼✾❁❆✖✾➓✱ ✾❉✺✰▲❖▲❖◆❊✼✿✺✒③✖❆✿❍❖s❘❍❑✾✷✼✿④✖◆
❀❁◆➯▲➧✼➛P✷✼❷❇❘❆✖❍➧➥q✯❳❻❧✾✰➉❁✾✌▲➍♦⑥◗▼✾✰◆▼❇❘④✿❍❖◆
κDe
2
αL¯
Q/2
❇❈◆▼P❁❇❈◗▼s❘◆❙✾⑩❋■◆➞▲❖✼➲❇❘◗❙P❁✺❁▲❖s❈❍❖❆✖✾✜❀❁✺➼✇②✺❁❇②③❉❍❖✼➐▲❖✼➛❀❁◗❙➀➂❆✖❇❈✇⑦✼❚❋■❍❖❆✿✾
❀❁◆❙s➁✾✻✺✷✼✿④✖◆❙s✵❀✰◆⑦P✝❆✖▲➧✼✿❇❈❍❖s❘✼❷❋■❍❑❆✖✾➽➊❭◆▼▲❑▲❖◆✽✼✟▲❖✼✟✇✽➾▼✇✽◆➃s❈❋❘❇❘✺❁❏q❋■✺❁❇❈◆⑦✸✻✺❁◆✽❀✷✼✿✾❁s✵▲❖◆➃❏➈✼✿s→❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖✸✻✺❁◆➄✼✿✺➓➑➎❆✖❇❈❀❁❇❘◆❙s
❏▼❆✿✾❁s❘❍❑❀❁◗▼❇❈◗▼s▼✯❭♥✙◆❙s➋◆❙❸❹◆❙❋■s❾✸✻✺✷✼✿✾⑩❋❘❍❖✸✻✺❁◆▼s❾s❈❆✖✾⑩❋→✼✿❍❖✾❁s❈❍❴P❁❇❈◗▼P✝❆✖✾❁❀❁◗❙❇■✼✿✾⑩❋❘s✵✼❷✺➎❏❙❆✖✾⑩❋❽✼✿❏q❋❾❀❁◆❿▲➧✼➄P✷✼✿❇❘❆✿❍❳P❁✺❁❍❑s❘✸✻✺✣♦⑥❍❖▲❖s
❍❖✇✽P✝❆✖s❘◆❙✾✻❋❊▲➍♦♣✼✿✾❁✾✻✺❁▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾✫❀✰◆▼s➋❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗▼s❙✯☞✓➞✼❷❍❖s▼➇❹s❘❍❩❏▼◆❙❋❈❋■◆❿✼❷✾❁✾✻✺❁▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾✫◆▼s●❋❾▲❖❆❉❏➈✼✿▲❑❍❖s❘◗❙◆❾s❘✺❁❇↔✸✻✺❁◆❙▲❖✸✻✺❁◆❙s➋▲❖❆✖✾➓✱
④✖✺❁◆❙✺❁❇❘s✽❀✣♦⑥❆✖✾❁❀❁◆➆❋❘➏❁◆▼❇❈✇➄❍❑✸❉✺✰◆▼s✽❀❁◆➯❀❁◆ ✂❃❇❘❆✖④✿▲❖❍❖◆✒✼✿✺➼③✿❆✖❍❖s❈❍❖✾✷✼❷④✖◆➆❀❁◆✟▲➧✼➲P✷✼✿❇❈❆✖❍➍➇❴▲❖◆▼s➃◆q❸❼◆q❋■s✽✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■❍❖✸✻✺❁◆❙s➄s❈◆
✇➄✼✿✾❁❍❑➀➂◆❙s❈❋❘◆▼✾⑩❋✉✼✿✺❁s❈s❘❍✷①✝◆➈✼✿✺❁❏❙❆✖✺❁P➃P❁▲❑✺❁s❺P❁❇❘❆✿➀➂❆✿✾❁❀❁◗▼✇✽◆▼✾⑩❋❺❀✷✼❷✾❁s❧▲❖◆✹s●➜➓s●❋■❶❙✇➄◆⑤④✖❇✞✝✿❏▼◆⑨✼✿✺➃P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲❁◗▼▲❑◆▼❏❙❋❘❇❘❆✖s●❋❽✼❚✱
❋■❍❑✸✻✺❁◆❥❏▼❇❈◗▼◗⑤✼✿✺②③✿❆✖❍❖s❈❍❖✾✷✼❷④✖◆❃❍❑✇➄✇✽◗▼❀❁❍❖✼❷❋➩❀❁◆✹▲➧✼rP✷✼✿❇❘❆✿❍❼➊✿✾✰❆✖✺❁s❴❋❘❇❘❆✖✺✰③✿❆✖✾❁s❺✼✿❍❑✾❁s❘❍➓✸✻✺❁◆✹▲➍♦♣✼✿P❁P❁❇❈❆➓❏❽➏✰◆❥❀❁◆▼s❧❀✰◆▼✾❁s❈❍❑❋■◗❙s
③✖◆❙❇❘s②▲❑◆▼✺❁❇❈s→③❷✼✿▲❑◆▼✺❁❇❈s✵◆❙✾✭③✿❆✖▲❖✺❁✇✽◆✽❏▼❆✖✇✽P❁❇❘◆❙✾❁❀ ✺✰✾ ❋■◆❙❇❘✇✽◆✽❀✰◆⑦▲➧✼➆➀➂❆✖❇❈✇➄◆
~βeαBe
−x/ξD ➝➌❆✖➻ B
◆❙s❈❋②✺✰✾❁◆
❏▼❆✿✾❁s❈❋■✼✿✾⑩❋■◆➃❀❁◗▼P✝◆▼✾✰❀✷✼✿✾⑩❋❾❀❁◆❿▲➧✼✒❏❙❆✖✇✽P❹❆✖s❈❍❑❋❘❍❖❆✖✾✫❀❁✺➛P❁▲➧✼❷s❘✇➄✼⑩➥q✯❼❄❃◆❿❋■◆▼❇❈✇➄◆❷➇❼❀✣♦⑥❆✖❇❈❍❖④✖❍❑✾❁◆➁✸✻✺✷✼✿✾⑩❋❘❍❖✸✻✺❁◆✿➇❼❀❁◗▼❏❙❇❘❆✿➣❑❋
s❘◆❙✺❁▲❖◆❙✇➄◆❙✾⑩❋⑤s❘✺❁❇⑤▲➧✼②▲❑❆✖✾❁④✖✺✰◆▼✺❁❇❥❀❼♦♣◗❙❏▼❇■✼❷✾✫❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❖✸✻✺❁◆➋❀✰◆❾➫❊◆▼①⑩➜✖◆✒➝➌✸✻✺❁❍✣❀❁✼✿✾❁s⑤▲❖◆❙s❥❇❘◗❙④✖❍❖✇✽◆▼s✹P❁➏⑩➜❉s❘❍❑✸✻✺❁◆▼s⑨❏▼❆✖✾✰s❘❍➅✱
❀❁◗❙❇❘◗▼s✈◆▼s●❋✈❋❘◆▼▲❖▲❑◆✹✸✻✺❁◆
ξD ≫ a≫ λ ➥➒✯❉❄❊♦♣◆❙s❈❋❃✺❁✾⑦◆q❸❼◆q❋❃❏❙❆✖✇②①❁❍❑✾❁◗⑤❀❁◆▼s✈✼✿✾❁✾✻✺❁▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s❺❀❁◆▼s❺➀➂❆✖✾❁❏q❋■❍❑❆✖✾❁s❺❀✣♦⑥❆✖✾❁❀❁◆
s❘✺✰❇↔▲➧✼✽P✷✼✿❇❘❆✿❍❩◆q❋➋❀❁◆▼s❊❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❖❆✿✾❁s❊❏❙❆✖✺❁▲❖❆✿✇②①❁❍❖◆❙✾❁✾❁◆❙sr◆❙✾✻❋❘❇❘◆❿▲❑◆▼s❊P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲❖◆▼s⑨❀❁✺➲t✷✺✰❍❖❀❁◆✵❏▼❆✖✺❁▲❑❆✖✇②①❁❍❑◆▼✾✫✸❉✺✰❍
s❘❆✿✾✻❋r⑧❿▲❖❆✿✾❁④✖✺❁◆➋P✝❆✖❇❈❋❘◗▼◆❷✯
♥✙◆▼s↔◆q❸❼◆q❋■s↔✸✻✺✷✼✿✾⑩❋❘❍❖✸✻✺❁◆▼s❊s❘◆➁✇➄✼✿✾❁❍➅➀➂◆▼s●❋■◆▼✾⑩❋↔✼✿✺❁s❘s❈❍❴❀❁◆✵✇⑦✼❷✾❁❍❖❶❙❇❘◆→s❘◆▼✾✰s❘❍❖①✰▲❖◆➁s❈✺❁❇❊▲❖✼➄❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗✵❀❁◆➁❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆✒➊
❀✷✼✿✾✰s✹▲❖◆❊❏▼✼✿s❥❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❖✸✻✺❁◆❷➇❁❏▼◆❙▲❖▲❑◆q✱✴❏❙❍❼✼✵✺❁✾❁◆➋s❈❋❘❇❘✺❁❏q❋■✺❁❇❈◆➋P✷✼✿❇●➀➂❆✖❍❖s❃✼✿s❘s❈◆✘☎➋s❘❍❑✇➄P✰▲❖◆✿➇❉◆▼✾➆❀✰◆▼✺➓➑✒❏▼❆✖✺❁❏❽➏✰◆▼s⑤❀❁◆➋s❘❍❑④✖✾❁◆❙s
❆✖P❁P✝❆✖s❈◗▼s▼✯❴❄❃◆▼P✝◆▼✾✰❀✷✼✿✾⑩❋②✾❁❆✿✺❁s➁❏❙❆✖✾❁s❈❋■✼❷❋■❆✿✾❁s✵✸✻✺❁◆➄▲❖◆❙s✵◆q❸❼◆q❋■s→✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■❍❖✸✻✺❁◆❙s❿✼✿s❈s❘✺❁❇❈◆▼✾⑩❋②▲❖✼➯➀➂❆✖❇❈✇⑦✼❚❋■❍❖❆✿✾➛❀✣♦♣✺✰✾❁◆
s❈❋❘❇❘✺❁❏q❋■✺❁❇❈◆✵❏❙❆✖✇✽P❁▲❖◆➒➑✰◆➋◆❙✾✫P✰▲❖✺❁s❈❍❖◆▼✺✰❇❘s⑤❏▼❆✖✺✰❏❽➏❁◆▼s❙➇✝✇✽➾▼✇✽◆❾✼✿✺➆③✖❆✿❍❖s❘❍❑✾✷✼✿④✖◆➋❀❼♦♣✺❁✾✰◆✵P✷✼❷❇❘❆✖❍✣s❈❍❖✇✽P❁▲❖◆❷✯
✆   ✄ ✬ ✤ ✆✝✆ ✢ ☛ ✢ ✍ ✬✰✛✂✮ ✠ ✍ ✮
✗r✾❁◆✵④✖◗▼✾✰◗▼❇■✼❷▲❖❍❖s❘✼❷❋■❍❑❆✖✾✟❀❁✺✫❋❘➏❁◗▼❆✖❇❈❶▼✇✽◆➁❀❁◆✵❏▼❆✖✾⑩❋■✼✿❏❙❋❊❏▼▲➧✼❷s❘s❘❍❑✸✻✺❁◆✿➇❹✼✿✺➓➑✫s❈➜❉s●❋■❶▼✇✽◆▼s❊✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■❍❖✸✻✺❁◆❙s➋✼✿✺✟③✖❆✖❍❑s❘❍➅✱
✾✷✼✿④✿◆⑦❀✣♦⑥✺❁✾❁◆➄P✷✼✿❇❘❆✿❍✉s❈❍❖✇✽P❁▲❖◆❷➇✙◆▼s●❋❿P❁❇❘◗❙s❘◆❙✾✻❋❘◗▼◆➆❀✷✼❷✾❁s➁❏❙◆❙❋❘❋❘◆➄❋❘➏❁❶▼s❈◆✿✯❳♥❧♦⑥❍❖❀❁◗❙◆⑦❀❁◆➄❀❁◗▼P❁✼✿❇❈❋➁◆▼s❈❋➁❀❁◆⑦❀✰◗▼❏▼❇❈❍❖❇❈◆⑦▲❖◆
✇②✺❁❇❧P❁✼✿❇❳✺❁✾✽P❹❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍❖◆▼▲❉➉✷✾❁❍➩➝➂✇⑦✼✿❍❑s❩❋❘❆✖✺✰❋❺❀❁◆✹✇✽➾▼✇✽◆❥④✖❇❘✼✿✾❁❀➃❀❁◆❙③❷✼✿✾⑩❋✉▲➍♦⑥◗▼✾✰◆▼❇❘④✿❍❖◆❃❋✴➜❉P❁❍❑✸❉✺✰◆⑨❀✰◆▼s❺P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s❽➥✈➊
❏▼◆❙❏▼❍✉P❹◆❙❇❘✇✽◆❙❋✵❀❁◆⑦❇❈◗▼s❈❆✖✺❁❀❁❇❈◆⑦✺❁✾❁◆➄◗▼✸✻✺✷✼❷❋❘❍❖❆✖✾✭❀❁◆ ✁➓❏❽➏❁❇✆✵❾❀❁❍❑✾❁④✖◆❙❇②✼✿P❁P✰❇❘❆❉❏❽➏❁◗▼◆➄P❹❆✖✺✰❇✵❏❽➏✷✼❷✸❉✺✰◆✒P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙✺❁▲❖◆➃◆q❋
❀❁◆➃❀❁❆✖✾✰✾❁◆▼❇→▲➧✼✒P❁❇❈◆▼s❈s❘❍❖❆✿✾ ◆▼✾➐➀➂❆✖✾❁❏q❋■❍❑❆✖✾➐❀❁◆▼s→P❁❇❘❆✿P❁❇❘❍❑◗❙❋■◗❙s➋s❈❋■✼❷❋■❍❑s❈❋■❍❑✸✻✺❁◆▼s❾❀❁✺✭s❈➜❉s❈❋❘❶▼✇✽◆✿✯➩❻❧✾✭P❁❇❈◆▼✾✷✼❷✾✻❋✵▲➧✼✒▲❑❍➅✱
✇✽❍❑❋■◆⑤❀✣♦⑥✺❁✾✒✇➁✺❁❇✈❀✰◗▼❏▼❇❈❍❑❋✈P✷✼✿❇✉✺❁✾✒P✝❆✿❋■◆❙✾⑩❋■❍❖◆❙▲❅❍❖✾✰➉✷✾✰❍❖✇✽◆▼✾⑩❋❃❇❈◗▼P❁✺✰▲❖s❘❍➅➀➟➇⑩▲➧✼❾P❁❇❘◆❙s❘s❈❍❖❆✖✾✒◆❙s❈❋❃❇❘◆▼▲❑❍❖◗❙◆❊✼✿✺❉➑✽P❁❇❘❆✿➉❁▲❖s✉❀❁◆
❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗❾P✷✼✿❇➋➊
P =
∑
α
~
2
4mα
d2ρα
dx2
(x = 0+)
➝➂➳❊➠❽✯♣➺⑩➥
P✝❆✖✺❁❇✹✺❁✾❁◆❾P✷✼❷❇❘❆✖❍❹s❘❍❖✇✽P❁▲❑◆✿✯✘✲↔✺✷✼❷✾❁❀➯❆✖✾✟✼✿P❁P❁▲❑❍❖✸✻✺❁◆↔❏❙◆→❇❈◗▼s❈✺❁▲❑❋■✼❷❋⑨✼✿✺➓➑✒P❁❇❘❆✿➉❁▲❖s✹❀❁◆❾❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗➋✸✻✺❁◆❾✾❁❆✖✺❁s⑨✼➈③✖❆✿✾❁s
❆✖①✰❋❘◆▼✾✻✺❁s❙➇✣✾❁❆✖✺❁sr❋■❇❘❆✿✺✰③✖❆✖✾✰s↔✸✻✺❁◆②▲➧✼✽P❁❇❘◆❙s❘s❈❍❖❆✖✾➐✼⑦▲❖✼➄✇✽➾▼✇✽◆➁◆➒➑✰P✰❇❘◆▼s❈s❘❍❑❆✖✾➛✸✻✺❁◆❿❀✷✼✿✾❁sr▲❖◆✵❏➈✼✿s↔❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❑✸❉✺✰◆❿✼✿✺➓➑
P❁❇❈◆▼✇✽❍❖◆▼❇❈s②❆✖❇❈❀❁❇❘◆❙s❿◆▼✾
κDλ
◆❙❋
Γ3/2
✯❳➭➋✾✬P✝◆▼✺➓❋➃❇❘◆▼✇➄✼✿❇❈✸❉✺✰◆▼❇②✸✻✺❁◆➆▲❖✼➲❏▼❆✖❇❈❇❘◆▼❏q❋■❍❑❆✖✾➽❀✣♦⑥❆✖❇❘❍❑④✖❍❖✾✰◆⑦✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸✻✺❁◆
❀✣♦⑥❆✖❇❘❀✰❇❘◆
κDλ
➇✷✾✣♦⑥❍❖✾⑩❋■◆❙❇❈③❉❍❖◆❙✾⑩❋rP❁✼✿sr❀❁✼✿✾❁s⑤▲➧✼❿P❁❇❈◆▼s❘s❈❍❖❆✖✾✫◆▼✾➯③✖❆✖▲❑✺❁✇✽◆→❏▼✼✿❇⑤❏▼◆q❋❘❋■◆→❏▼❆✿❇❘❇❘◆❙❏❙❋❘❍❖❆✖✾✟✼➃P❹❆✖✺✰❇⑨❆✿❇❘❍❖④✿❍❖✾❁◆
▲➍♦♣✼✿✾❁✾✻✺❁▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾✬❀❁◆❙s✽➀➂❆✖✾✰❏❙❋■❍❑❆✖✾❁s➃❀✣♦⑥❆✖✾❁❀❁◆✟s❘✺✰❇➄▲❖✼➐P❁✼✿❇❘❆✖❍➨➇❳◆❙❸❹◆❙❋➄✸✻✺❁❍⑤❀❁❆✖❍➅❋➃①❁❍❖◆❙✾ s❙♦♣◆q❸✣✼✿❏❙◆▼❇➄❀✷✼✿✾❁s➃✺❁✾➼t✷✺❁❍❖❀✰◆
❏▼❆✿✺❁▲❖❆✖✇➁①❁❍❖◆❙✾➆▲❖❆✖❍❑✾➆❀❁◆❾▲➧✼②P✷✼✿❇❈❆✖❍➍✯
✓☎✄ ✔   ✔   ✟ ✬ ✤✧✤ ✄ ✱ ✠ ✮✧★✩✬✂✛ ✄
♥✙◆▼s❧❇❘◗❙s❘✺❁▲➅❋❽✼❷❋❘s❳✾❁❆✖✺➓③✖◆➈✼❷✺➓➑❿◆➒➑✰P✝❆✖s❈◗▼s✉✼➈③✿✼❷✾✻❋❳❏▼◆✹P✝❆✖❍❖✾⑩❋❳❏❙❆✖✾❁❏❙◆▼❇❘✾❁✼✿❍❖◆❙✾✻❋❳▲❖◆▼s❴❏➈✼✿❇❘✼✿❏❙❋❘◗▼❇❘❍❑s❈❋❘❍❖✸✻✺❁◆▼s❧❀✰◆▼s❳P❁❇❈❆✿➉✷▲❑s
❀❁◆→❀❁◆▼✾✰s❘❍❑❋❘◗②✼✿✺➯③✖❆✿❍❖s❘❍❑✾✷✼✿④✖◆❾❀✣♦⑥✺❁✾❁◆✵P✷✼✿❇❈❆✖❍➍✯✷✶r✺➓✱✴❀❁◆❙▲➧⑧➃❀❁◆→▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◗❙❇❘➾❙❋⑨P❁❇❈❆✖P❁❇❈◆✵❀❁◆✵❏▼◆q❋❘❋■◆→◗❙❋❘✺❁❀❁◆❷➇❹❏❙◆▼s❊❀✰◆▼✾❁s❈❍❑❋■◗❙s
s❘❆✿✾✻❋⑦✼✿✺❁s❈s❘❍⑨⑧➐▲➧✼➛①✷✼✿s❈◆✫❀❁✺ ❏➈✼✿▲❑❏▼✺❁▲✹❀✰◆▼s✽❏▼❆✖❇❈❇❘◗▼▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s❿▲❑◆➆▲❖❆✖✾❁④➐❀✣♦⑥✺❁✾ ✇②✺❁❇▼✯✉❄❊♦⑥◆▼s●❋➆⑧➐❏▼◆q❋❘❋■◆✟◗❙❋❘✺❁❀❁◆✟✸✻✺❁◆
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✠ ✬✌☛ ✆ ✱✩✢ ✄ ✬✰✱✒✓ ✞ ✱✩✢
♥✙◆➁✇✽❆➓❀❁❶❙▲❖◆❷➇✝✸✻✺❁◆➁✾❁❆✖✺❁s❊✼❢③✿❆✖✾❁s➋◗q❋■✺❁❀❁❍❑◗✵◆❙✾➲❋■❆✖✺➓❋↔P❁❇❈◆▼✇✽❍❖◆▼❇⑤▲❑❍❖◆▼✺❼➇✝❏❙❆✖✾❁s❈❍❖❀❁❶❙❇❘◆②❀❁◆❙✺➓➑➞P✷✼✿❇❈❋❘❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙sr✸✻✺✷✼✿✾❉✱
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λ ≫ βe2 ◆q❋➋P✷✼✿❇❊❏▼❆✖✾❁s❈◗▼✸✻✺❁◆❙✾✻❋✵▲➧✼➄❏▼❆✖✾❁❀✰❍❑❋■❍❑❆✖✾ x ≫ βe2∆ ◆❙s❈❋❾❏❙❆✖✇➃✱
P✷✼❷❋❘❍❖①❁▲❑◆→✼❢③✿◆▼❏②▲➨♦♣◗q❋■✺❁❀✰◆➁s❘✺✰❇❊❀❁◆❙s❊❀❁❍❑s❈❋❽✼❷✾❁❏▼◆❙s
x & λ
❀❁◆▼s❊P❁➏❁◗▼✾✰❆✖✇➄❶❙✾❁◆▼sr✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸❉✺✰◆▼s↔✸✻✺❁❍❩✼✿P❁P✷✼❷❇■✼✿❍❑s❘s❘◆❙✾⑩❋➋⑧
▲➍♦⑥◗▼❏❽➏✰◆▼▲❖▲❑◆
λ
✯❹♥➩✼✽❇❘◗❙P❹❆✖✾✰s❘◆②◗❙▲❖◆▼❏q❋■❇❈❆✖s❈❋■✼❷❋■❍❑✸❉✺✰◆✵❀❁✺➛✇➁✺❁❇rs❈◆②✇➄✼✿✾❁❍❑➀➂◆❙s❈❋❘◆➁✼✿▲❑❆✖❇❘s⑤P❁❇❈❍❖✾❁❏❙❍❖P✷✼❷▲❖◆▼✇✽◆▼✾⑩❋⑨s❘✺✰❇↔▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◆❙❇●✱
✼✿❏q❋■❍❖❆✿✾✭◆q❸❼◆❙❏❙❋■❍➅③✖◆⑦⑧✫❀❁◆❙✺➓➑✭❏▼❆✖❇❈P❁s▼✯➩➦❩❆✿✺❁❇➁❆✖①➓❋■◆▼✾✰❍❖❇❾▲❖◆❙s✵P❁❇❈❆✖P❁❇❈❍❖◗❙❋❘◗▼s→s❈❋■✼❷❋■❍❑s❈❋■❍❑✸✻✺❁◆▼s→❀❁✺ P✰▲➧✼✿s❈✇⑦✼➯❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖✸✻✺❁◆✿➇
✾❁❆✖✺✰s➃✼❢③✿❆✖✾❁s➃s❘✺✰P❁P❹❆✿s❘◗➯❏▼◆➯❀❁◆❙❇❘✾❁❍❑◆▼❇➁➀➌✼✿❍❑①❁▲❖◆❙✇➄◆❙✾⑩❋②❏▼❆✿✺❁P❁▲❖◗➎➝
Γ ≪ 1 ➥➁◆❙❋➃▲➨♦➢✼➈③✖❆✿✾❁s②❋■❇❘✼✿❍❑❋❘◗⑦❀✷✼✿✾✰s✽▲❖✼➞▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆
❀❁◆➃➫❊◆❙①⑩➜✖◆q✱★✧✪✩❁❏✬✫❷◆▼▲➨✯❴✳⑨❆✖✺❁s❾✾✣♦♣✼❢③❉❍❑❆✖✾❁s➋P✷✼✿s❾✼❷✺➎❏❙❆✖✺❁❇❈s➋❀❁◆➃❏▼◆❙❋❈❋■◆❿◗q❋■✺❁❀❁◆❷➇✙▲❖◆❙s➋P❁❇❘❆✿➉❁▲❖s➋❀❁◆❿❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗❿◆➒➑✰P✝❆✖s❈◗▼s
   
❀✷✼✿✾✰s❧▲➧✼❊P✷✼❷❇❈❋■❍❑◆❥s❘✺✰❇❧▲❖◆▼s❴P❁▲➧✼✿s❈✇⑦✼❷s❴❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖✸✻✺❁◆❙s▼✯⑩✳⑨❆✖✺❁s❺✼➈③✖❆✖✾✰s✉❀✰❶▼s❧▲❖❆✿❇❘s❳❏❙❆✖✾❁s❘❍❑❀❁◗▼❇❈◗✹❀❁◆▼s❧❇❈◗▼④✖❍❑✇➄◆❙s❳P❁➏⑩➜❉s❘❍❑✸❉✺✰◆▼s
❆✖➻➲▲❑◆▼sr❏▼❆✖❇❈❇❘◆▼❏q❋■❍❑❆✖✾❁s➋✼✿✺❉➑➞P✰❇❘❆✿➉✷▲❑s❊❀❁◆➁❀❁◆▼✾❁s❈❍❑❋❘◗②P❹◆❙✺✰③✖◆❙✾⑩❋❾➾❙❋■❇❈◆②❏▼❆✿✾❁s❘❍❑❀❁◗▼❇❈◗▼◆▼s➋❏❙❆✖✇✽✇➄◆→✾❁◗▼④✿▲❖❍❖④✿◆➈✼✿①❁▲❑◆▼s→➊❹✾✰❆✖✾
s❘◆❙✺❁▲❖◆❙✇➄◆❙✾⑩❋➁▲❑◆✽P✰▲➧✼✿s❈✇⑦✼➆◆▼s●❋➁s❈✺❁P❁P✝❆✖s❘◗✽➀➌✼✿❍❖①✰▲❖◆▼✇✽◆▼✾⑩❋➋❏❙❆✖✺❁P❁▲❑◗➄✇➄✼✿❍❑s➋▲❖◆❿❏✘✵❾✺❁❇→❀❁✺❁❇
b
❀❁◆❙s✵P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼s❾❏▼▲❖✼✿s●✱
s❘❍❑✸✻✺❁◆▼sr◆▼s❈❋r◆▼✾✟➀➌✼✿❍❑❋⑤s❈✺❁P❁P✝❆✖s❘◗→❋■◆❙▲➩✸✻✺❁◆
βe2/b≪ 1 ➇✝❀✰◆✵s❈❆✖❇❈❋❘◆✵✸✻✺❁◆✵▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❖❆✿✾➆❀✣♦♣✺✰✾❁◆➁P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆❾✼➈③✖◆▼❏
s❘❆✿✾✫❍❑✇⑦✼✿④✿◆↔P❹◆❙✺✰❋⑨◆▼▲❑▲❖◆➋✼✿✺✰s❘s❘❍✙➾q❋■❇❈◆→s❈✺❁P❁P✝❆✖s❘◗→✾❁◗❙④✖▲❖❍❑④✖◆➈✼✿①✰▲❖◆✿✯
❻❧✾➃✼✿❀❁✇✽◆❙❋❘❋■✼✿✾⑩❋❴✸✻✺❁◆❃▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❖❆✿✾✵◆q❸❼◆❙❏❙❋■❍➅③✖◆❥❀✰◆▼s❳❀❁◆❙✺➓➑➁P✷✼✿❇❈❋❘❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s❴✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸✻✺❁◆▼s❳❀✰✺②✇➄❆❉❀❁❶❙▲❖◆✉s❘❆✖▲❑✺❁①❁▲❖◆
❀❁❆✖✾✰✾❁◆✫▲❑◆➯❏▼❆✖✇✽P❹❆✿❇❈❋■◆❙✇➄◆❙✾⑩❋➄✸✻✺✷✼❷▲❖❍❑❋■✼❷❋■❍➅➀⑨❀❁◆▼s✽➀➂❆✖✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾✰s✽❀✰◆✫❏❙❆✖❇❘❇❈◗▼▲➧✼❚❋■❍❖❆✿✾➼❀❁✼✿✾❁s✽▲❖◆➯s❈➜❉s❈❋❘❶▼✇✽◆➲⑧✭✳⑤✱✴❏❙❆✖❇❘P✰s
✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸✻✺❁◆▼s❙➇✈✾❁❆✿s➄❏❙❆✖✾❁❏▼▲❑✺❁s❘❍❑❆✖✾❁s➃s❘❆✿✾✻❋⑦▲❖◆❙s✽s❈✺❁❍❑③❷✼✿✾⑩❋❘◆▼s▼✯✈♥❭✼➐➀➂❆✿✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾✜❀❁◆ ✗r❇❘s❈◆▼▲❑▲
h(r, r′)
➝➂❋❘◆▼▲❖▲❑◆➯✸❉✺✰◆✫▲❖✼
P❁❇❈❆✖①✷✼✿①❁❍❑▲❖❍➅❋■◗➁❀✰◆➃❋❘❇❘❆✖✺➓③✖◆▼❇❾✺❁✾✰◆✽P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲❖◆②◆❙✾
r′
s■✼✿❏❽➏❁✼✿✾⑩❋✵✸✻✺✣♦⑥❍❖▲❳➜➞◆▼✾✭✼➆✺❁✾❁◆✽◆▼✾
r
◆▼s●❋
1 + h(r, r′)
➥❊s❈◆
❏▼❆✿✇➄P✝❆✖❇❈❋❘◆➋✸✻✺✷✼✿✾❁❀✟▲➧✼②❀❁❍❑s❈❋■✼✿✾❁❏▼◆
y
◆▼✾⑩❋■❇❈◆→▲❑◆▼s⑤P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼s✹▲❖◆➋▲❑❆✖✾❁④❿❀❁✺✟✇②✺❁❇❥❋❘◆▼✾❁❀➯③✖◆❙❇❘s⑨▲➍♦⑥❍❖✾✰➉❁✾❁❍✣❏▼❆✿✇➄✇✽◆②➊
1
y3
× f(x, x′; ǫw) ➝➂➳❊➠❽✯ ✴✿➥
♥✙◆❥➀➌✼✿❏❙❋❘◆▼✺❁❇
f
❀❁◆q③✿✼❷✾✻❋✉❏❙◆❙❋❘❋❘◆⑤❀❁◗▼❏❙❇❘❆✖❍❑s❘s❘✼✿✾❁❏▼◆⑨✼✿▲❑④✖◗▼①✰❇❘❍❖✸✻✺❁◆❃◆▼s❈❋✉▲❑◆✹❇❘◗▼s❈✺❁▲❑❋■✼❷❋❺❀❁◆✹❀❁◆❙✺➓➑✽◆❙❸❹◆❙❋❘s
f = felect+fω
✯
♥❭✼✵❏❙❆✖✾⑩❋■❇❘❍❑①❁✺✰❋❘❍❖❆✖✾
fω
✼→✺❁✾❁◆r❆✖❇❘❍❑④✖❍❖✾❁◆✹P✰✺❁❇❘◆❙✇➄◆❙✾✻❋❃✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸❉✺✰◆❊◆❙❋❃s▼♦♣✼✿✾❁✾✻✺❁▲❑◆r❀✷✼❷✾❁s❃▲❖✼→▲❑❍❖✇✽❍❑❋■◆❃❏▼▲➧✼❷s❘s❘❍❑✸✻✺❁◆✿✯❉♥❭✼
P✷✼✿❇●❋■❍❑◆
felect
◆❙s❈❋→❀❁◗✴➔❘⑧➯P✰❇❘◗▼s❈◆▼✾⑩❋■◆➄❀✷✼✿✾❁s❾✺❁✾➎P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼✒❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖✸✻✺❁◆➃✼✿✺➐③✖❆✖❍❑s❘❍❑✾✷✼✿④✖◆②❀❼♦♣✺❁✾✰◆➄P✷✼❷❇❘❆✖❍❳s❈❍❖✇✽P❁▲❖◆➁❆✖✺
❀❁❍❑◗▼▲❖◆❙❏❙❋❘❇❘❍❖✸✻✺❁◆❷✯❁✳⑨❆✖✺❁s⑤❇❘◆q❋■❇❘❆✿✺✰③✖❆✖✾✰sr✼❷❍❖✾❁s❈❍❼▲➧✼②❀✰◗▼❏▼❇❈❆✖❍❖s❈s■✼✿✾✰❏▼◆→✼✿▲❖④✿◗▼①❁❇❈❍❖✸✻✺❁◆↔❀❁◗❙❀❁✺❁❍➅❋■◆➋❀✣♦⑥✺❁✾❁◆❾❇❘❶❙④✖▲❖◆❊❀❁◆❾s❘❆✖✇✽✇➄◆
P✝❆✖✺❁❇❿▲❖◆❙s➃P✷✼✿❇❘❆✿❍❖s❿s❘❍❑✇➄P✰▲❖◆▼s➁❆✖✺ ❀✰❍❖◗▼▲❑◆▼❏q❋■❇❘❍❑✸✻✺❁◆▼s✟➝➂❏❙➀➟✯❧➠❘➠❽✯⑥➺❁✯➢➡✖➥q✯❳✳r❆✖✺❁s➃❇❈◆❙❋■❇❈❆✖✺✰③✿❆✖✾❁s➄✼✿✺❁s❘s❈❍✹✸✻✺❁◆
felect
s❙♦➢✼✿✾❉✱
✾✻✺❁▲❖◆➃❀✷✼❷✾❁s✵▲❑◆❿❏➈✼✿s→❀✣♦⑥✺❁✾❁◆✽P✷✼✿❇❈❆✖❍❳❏▼❆✿✾❁❀❁✺❁❏q❋■❇❘❍❑❏▼◆
felect(ǫw = ∞) = 0 ➇✙❏▼❆✖✇✽✇➄◆❿❀❁✼✿✾❁s→▲❖◆❿❏➈✼❷s✵❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❖✸✻✺❁◆❷✯
❄❃◆❙❋❈❋■◆❥❏❙❆✖✾⑩❋■❇❈❍❖①❁✺✰❋❘❍❖❆✖✾→P❁❇❈◆▼✾❁❀❿✾❁◗▼✼✿✾❁✇✽❆✖❍❖✾✰s❩◆❙✾②❏▼❆✖✇✽P✰❋❘◆❃❏▼◆❙❇❈❋■✼✿❍❖✾❁s➩◆❙❸❹◆❙❋❘s❳❀❁◆✈▲➧✼r❀➓➜➓✾❁✼✿✇➄❍❑✸✻✺❁◆❃✸✻✺✷✼✿✾⑩❋❘❍❖✸✻✺❁◆✿✯❷♥❭✼
s❈❋❘❇❘✺❁❏q❋■✺❁❇❈◆❥❀❁◆
fω
◆▼s●❋❳➀➂❆✖✾❁❀✷✼❷✇➄◆❙✾✻❋■✼✿▲❖◆❙✇➄◆❙✾⑩❋❴❀❁◗q❋■◆❙❇❘✇✽❍❖✾❁◗❙◆❃P✷✼✿❇❩▲➧✼⑤❀❁❍❑❸❹◗▼❇❈◆▼✾❁❏❙◆❥◆▼✾⑩❋❘❇❘◆❥▲➨♦♣❍❑✾✻❋❘◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾✵⑧r❋■◆❙✇➄P✰s
◗▼④✖✼✿✺➓➑➆❀✰◆▼s✹❏❽➏❁◆❙✇➄❍❑✾❁s❥❀❁◗❙❏▼❇❘❍➅③❷✼✿✾⑩❋⑤▲❖◆▼s❃P✷✼✿❇❈❋❘❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s❃✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸✻✺❁◆▼s⑤◆❙❋❥▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❖❆✿✾✒◗▼▲❑◆▼❏❙❋❘❇❘❆✖s●❋❽✼❷❋❘❍❖✸✻✺❁◆↔❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼s➟✱
P✝❆✖✾❁❀✷✼✿✾⑩❋❘◆✿✯❹❄❃❆✖✾⑩❋■❇❘✼✿❍❖❇❈◆▼✇✽◆▼✾⑩❋⑨⑧✽▲❖✼❿❏▼❆✖✾⑩❋■❇❈❍❖①❁✺➓❋■❍❖❆✿✾
felect
➇
fω
✾✰◆✵s❙♦➢✼✿✾✰✾❉✺✰▲❖◆→P✷✼✿s⑤❀✷✼✿✾❁s⑨▲❖◆❾❏▼✼✿s⑤❀✣♦♣✺✰✾❁◆✵P❁✼✿❇❘❆✖❍
❏▼❆✿✾❁❀❁✺❁❏q❋■❇❘❍❑❏▼◆❷✯✙✳r❆✖✺✰s➋❏▼❆✖✾❚➔❈◆❙❏❙❋❘✺❁❇❘❆✖✾✰s❾✼✿▲❖❆✖❇❈s↔✸✻✺❁◆ ✡☞✝✍✌✧✬✍✔✜✛ ✛ ✪✠✡ ✗✙✚✣✜✛✔✭✟ ✌✞✌✠✚✛✗✙✚✢✜✣✤✘✏✕✝✍✌ ★✫✝❁✑ ✗✢✛P✚✢✜✛✬✠✏✫✡☞✝✍✌ ✤✘✏ ✗✙✟✕✚✢✜✣✤✘✏✕✝✍✌
★✫✪✍✬ ✛ ✔✭✜☞✌✍✌✖✝✠✟✕✚ ✗✙✡ ✣✫✪ ✙ ✛P✜✣✤✘✏✥✝✠✦✧✝✠✟✕✚✁ ✾✝✠✟
1/y3 ✂
✡☞✝ ✡☞✔✭✟ ✣ ★ ✝ ✏✫✟ ✝ ✑ ✗✢✛ ✔✭✜ ✬✍✔✭✟✮★✙✏✥✬✠✚ ✛P✜✛✬✍✝q✯❁❻❧✾➆➀➌✼✿❍❖s❘✼✿✾⑩❋❥▲➍♦⑥➏⑩➜❉P❹❆✿❋❘➏❁❶▼s❈◆
✸✻✺❁◆➃▲❖◆❙s➋◆❙❸❹◆❙❋■s❾✸✻✺✷✼✿✾⑩❋❘❍❖✸✻✺❁◆▼s❾s❈❆✖✾⑩❋→❋❘◆▼▲❑s↔✸✻✺❁◆
Γ3/2 ≪ (κDλ)2 ≪ 1 ➇✣✾❁❆✿✺❁s➋P❹❆✿✺✰③✖❆✖✾✰s→❏❙❆✖✇✽P✷✼✿❇❘◆❙❇➋▲❖◆❙s➋◆q➑✻✱
P❁❇❈◆▼s❘s❈❍❖❆✖✾✰s✈✼❷✾✷✼✿▲❑➜✻❋❘❍❖✸✻✺❁◆▼s❧P✝❆✖✺❁❇❺▲❑◆▼s❧❀❁◆❙✺➓➑➃✸✻✺❁◆▼✺✰◆▼s❥✼❷▲❖④✖◗❙①❁❇❘❍❑✸❉✺✰◆▼s
felect
◆❙❋
fω
✯✿➙ ▲➨♦♣❆✿❇❘❀❁❇❈◆✹▲❖◆❥P❁▲❑✺❁s❺①✷✼✿s❙➇
felect
◆▼s●❋➋❀❁❆✖✾✰✾❁◗❿P✷✼✿❇rs■✼⑦③❷✼✿▲❖◆❙✺❁❇❊❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❑✸❉✺✰◆✿➇❹③✿◗▼❇❈❍❑➉❅✼✿✾⑩❋➋①✰❍❖◆▼✾➛▲❖✼➄❇❈❶▼④✖▲❑◆➁❀❁◆❿s❈❆✖✇➄✇✽◆⑦➝➌➠❘➠❽✯♣➸
✁
➥➒✯✙❄❃◆q❋❘❋■◆✵③✿✼❷▲❖◆▼✺✰❇❊◆▼s●❋
◆▼✾✰s❘✺❁❍➅❋■◆❾❏▼❆✖❇❈❇❘❍❑④✖◗▼◆❾⑧❿▲➍♦⑥❆✖❇❈❀❁❇❘◆
κDλ
P✷✼✿❇✹❀✰◆▼s⑤❋■◆▼❇❈✇➄◆❙s⑤✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■❍❖✸✻✺❁◆❙s▼➇✷❏❙❆✖✾❁❏▼◆❙✾⑩❋■❇❘◗❙s❊s❈✺❁❇⑤✸❉✺✰◆▼▲❖✸✻✺❁◆❙sr▲❑❆✖✾❁④✖✺✰◆▼✺❁❇❈s
λ
✼❷✺ ③✖❆✖❍❑s❘❍❑✾✷✼✿④✖◆➄❀❁◆✒▲➧✼✫P✷✼✿❇❘❆✿❍✈P❁✺✰❍❖s❿⑧➞▲➨♦♣❆✿❇❘❀❁❇❈◆
(κDλ)
2 P✷✼✿❇✵❀❁◆▼s②❋❘◆▼❇❈✇➄◆❙s②✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸❉✺✰◆▼s❿✸✻✺❁❍❃s❈✺❁①❁s❈❍❖s❈❋❘◆▼✾⑩❋
✇✽➾▼✇✽◆②▲❖❆✖❍❑✾➛❀❁◆➃▲➧✼✒P✷✼❷❇❘❆✖❍➨✯✣♥❭✼➆❏▼❆✖✾⑩❋■❇❈❍❖①❁✺➓❋■❍❖❆✿✾➛P❁✺❁❇❘◆❙✇➄◆❙✾⑩❋✵✸✻✺✷✼❷✾✻❋❘❍❖✸✻✺❁◆
fω
◆▼s●❋✵✸✻✺✷✼❷✾✻❋✵⑧➆◆▼▲❑▲❖◆②❏❙❆✖✾❁❏❙◆▼✾⑩❋■❇❈◗▼◆
✼✿✺➛③✖❆✿❍❖s❘❍❑✾✷✼✿④✖◆❿❍❑✇➄✇✽◗▼❀✰❍➧✼❷❋r❀❁◆❿▲➧✼✒P❁✼✿❇❘❆✖❍➨✯✣➫↔✼❷✾❁s✵▲❑◆②❏➈✼❷s→❀❼♦♣✺❁✾✰◆✽P❁✼✿❇❘❆✖❍❴s❘❍❖✇✽P❁▲❑◆②❆✖✺➐❀❁❍❖◗❙▲❖◆❙❏❙❋■❇❈❍❖✸✻✺❁◆②❀❁✼✿✾❁s❾▲❖◆❙s
❇❘◗❙④✖❍❖✇✽◆▼s❾◗q❋■✺❁❀❁❍❑◗▼s✵◆❙❋✵❀✣♦➢✼❷P❁❇❘❶❙s➁▲❖◆✽✇✽❆➓❀❁❶❙▲❖◆❿s❈❆✖▲❖✺❁①✰▲❖◆✿➇❭▲❑◆▼s→◆❙❸❹◆❙❋■s✵✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸❉✺✰◆▼s➁s❈✺❁❇➁▲❑◆▼s→❏▼❆✖❇❈❇❘◗❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾❁s➋s❈❆✖✾⑩❋
❀❁❆✖✾✰❏✵✾❁◗❙④✖▲❖❍❑④✖◆➈✼❷①❁▲❖◆❙s❥❀❁◆❙③❷✼✿✾⑩❋r▲❖◆❙s⑨◆q❸❼◆q❋■s⑨❀❁◆❾❀❁◗❙➀➂❆✿❇❘✇➄✼❷❋■❍❑❆✖✾➆❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖✸✻✺❁◆▼s⑨❀❁◆❙sr✾✻✺✷✼✿④✿◆▼s⑨❀❁◆✵P✝❆✖▲❖✼✿❇❘❍❑s■✼❷❋❘❍❖❆✖✾✣✯❉❻❧✾
❇❘◆q③❷✼✿✾❁❏❽➏❁◆❷➇❳❀✷✼✿✾❁s❿▲❑◆⑦❏▼✼✿s❿❀✣♦⑥✺❁✾❁◆✒P✷✼❷❇❘❆✖❍✈❏▼❆✖✾❁❀✰✺❁❏❙❋❘❇❘❍❖❏❙◆✒▲❖◆❙s②◆❙❸❹◆❙❋❘s❿✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸❉✺✰◆▼s❿s❘❆✿✾✻❋➃❀✰◗❙❋■◆❙❇❘✇✽❍❖✾✷✼❷✾✻❋❘s⑦➊❩❍❖▲❖s
✼✿s❈s❘✺❁❇❈◆▼✾⑩❋❊✺✰✾❁◆❾❀❁◗▼❏❙❇❘❆✖❍❑s❘s■✼❷✾❁❏▼◆→✼✿▲❑④✖◗▼①❁❇❈❍❖✸✻✺❁◆➋❀❁◆❙s⑤❏▼❆✖❇❈❇❘◗▼▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s❥◆❙✾
1/y3
▲❑◆➋▲❖❆✖✾✰④❿❀❁◆❾▲➧✼②P✷✼✿❇❈❆✖❍  ➓❏▼◆❙▲❖▲❖◆➒✱✴❏❙❍❼◆▼s●❋
❋■❆✿✺✰❋■◆q➀➂❆✖❍❖s✈❏▼❆✖✾❁❏❙◆▼✾⑩❋■❇❈◗▼◆→✼✿✺⑦③✿❆✖❍❖s❈❍❖✾✷✼❷④✖◆❊❀❁◆➋▲❖✼✵P✷✼❷❇❘❆✖❍❹s❘✺❁❇❥✸✻✺❁◆❙▲❖✸✻✺❁◆❙s⑨▲❑❆✖✾❁④✖✺✰◆▼✺❁❇❈s❃❀✣♦⑥❆✖✾❁❀❁◆↔❋❘➏❁◆▼❇❈✇➄❍❑✸✻✺❁◆❊❀❁◆❊❀❁◆
✂❃❇❈❆✖④✖▲❖❍❑◆✿✯
✄ ✄✝✄ ✓ ✱✩✮ ✠ ✮✡✄ ✢
✁
✪ ✱✙★✒✍ ★✩✮ ✢ ✄ ✪✭✬ ✓✣✤ ✓ ✛ ✢ ✪ ✠ ✤✧✬✂★ ✄ ★✒✆ ✪ ✱✗✢
♥✙◆➄➀➂❆✖❇❈✇⑦✼✿▲❑❍❖s❈✇➄◆❿①✷✼❷s❘◗✒s❈✺❁❇➁▲➨♦♣◗❙✸❉✺✰❍❑③❷✼✿▲❖◆❙✾❁❏▼◆⑦✼➈③✖◆▼❏⑦✺❁✾➽s❈➜❉s●❋■❶▼✇✽◆✒❀❁◆⑦①❹❆✖✺✰❏▼▲❖◆❙s➁P✝◆▼❇❈✇➄◆q❋➁❀✣♦⑥❆✖①✰❋❘◆▼✾❁❍❑❇➁❀❁◆❙s
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ρ
(2) T
clαγ(r, r
′)
ρclα(r)ρcl γ(r′)
∼
y→∞
1
y3
× fcl(x, x′) ➝➂➳❊➠❽✯ ✁ ➥
❆✖➻
fcl(x, x
′) = −2βeαeγξ2De−(x+x′)/ξD
◆q❋
ξD
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ρ
(2) T
αγ (r, r′)
ρα(r)ργ(r′)
∼
y→∞
1
y3
× fcl(x, x′)
{
1 + β~
[
a0 + b0
(
e−x1/ξD + e−x2/ξD
)
−c0
(
µ(x1/λ1)√
m1
+
µ(x2/λ2)√
m2
)]}
➝➂➳❊➠❽✯✥✕✿➥
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√
π
2
u2Erfc(
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❏▼❆✿❇❘❇❘◆❙❏❙❋❘❍❖❆✖✾➼✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸❉✺✰◆✟❋❘❇■✼✿❀❁✺✰❍❖s❘◆❙✾⑩❋➄✸✻✺✷✼❷✾✻❋⑦⑧➛◆▼✺➓➑➼▲➨♦♣◆q❸❼◆q❋✽s❘✺❁❇✽▲❖◆❙s✽❍❑✾⑩❋■◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾✰s❿❏▼❆✖✺❁▲❑❆✖✇②①❁❍❑◆▼✾❁✾✰◆▼s▼➇❴❀❁◆
▲➍♦♣✼✿✾❁✾✻✺❁▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾②❀❁◆❙s❧➀➂❆✖✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾✰s❧❀✣♦♣❆✿✾❁❀❁◆⑨✼✿✺➃❏▼❆✖✾⑩❋■✼✿❏❙❋✉❀❁◆⑤▲➧✼↔P❁✼✿❇❘❆✖❍➨✯⑩➭↔✾✽❇❘◆❙❋❘❇❘❆✖✺➓③✖◆⑤❀✷✼✿✾❁s❺❏❙◆❙❋❘❋❘◆⑤❏▼❆✖✾⑩❋■❇❈❍❖①❁✺➓❋■❍❖❆✿✾
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✡☞✝✍✌ ✝✖✕ ✝✠✚ ✌✞✤✘✏ ✗✙✟✕✚✢✜✣✤✘✏✕✝✍✌ ✌✠✏✞✛ ✡☞✝✍✌ ✬✍✔✜✛ ✛ ✪✠✡ ✗✙✚✣✜✛✔✭✟ ✌ ✌✖✝ ✦ ✗✙✟✕✜ ✟ ✝✍✌✠✚✸✝✠✟✕✚❉✌✠✏ ✛ ✏✫✟ ✝✁ ✭✔✭✟ ✝✞✗✙✏ ✬✍✔✭✟✕✚✛✗✫✬✠✚ ★✫✝ ✡ ✗✄✑ ✗✢✛ ✔✭✜ ✂
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P✝❆✖✺❁❇❊❀✰◆▼s↔P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼sr✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■❍❖✸✻✺❁◆❙s➋✼✿✺➞③✿❆✖❍❖s❈❍❖✾✷✼❷④✖◆➁❀✣♦⑥✺❁✾❁◆➁P✷✼✿❇❘❆✿❍❩s❈❍❖✇✽P❁▲❖◆❷➇✷❍❖▲➩◆▼s❈❋↔P❹❆✖s❈s❘❍❑①❁▲❖◆→❀✣♦⑥❆✖①✰❋■◆❙✾❁❍❖❇r▲❖◆❙s
➀➂❆✖✾❁❏q❋■❍❑❆✖✾❁s➁❀✰◆⑦❏▼❆✿❇❘❇❘◗❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾✭❀❁◆⑦P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲❖◆▼s✵❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖✸✻✺❁◆▼s➁◆▼✾➽P❁❇❈◆▼✾✷✼❷✾✻❋②▲➧✼✫▲❑❍❖✇✽❍❑❋❘◆
~ → 0 ✯❩♥❭◆❙s②❇❘◗❙s❘✺❁▲➅❋❽✼❷❋❘s
❀❁✺➼❀❁◆▼❇❈✾❁❍❖◆❙❇❿❏❽➏✷✼✿P❁❍➅❋■❇❈◆➆✇➄❆✖✾⑩❋❘❇❘◆▼❇❈❆✖✾❁s❿✸✻✺❁◆➯▲➧✼➲P✰❇❘◆▼✇✽❍❖❶❙❇❘◆➆❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼❏❙❋❘❍❖❆✖✾✜❀✣♦⑥❆✖❇❈❀❁❇❘◆
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✼✿▲❑④✖◗▼①❁❇❈❍❖✸✻✺❁◆✽❀❁◆▼s➁❏▼❆✖❇❈❇❘◗▼▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s❙➇➩◗q❋❽✼✿✾⑩❋❿✇✽❆✖❍❑✾❁s✵❏❙❆✖✾❁❏❙◆▼✾⑩❋■❇❈◗▼◆➆s❘P❁✼❷❋■❍❖✼✿▲❖◆❙✇➄◆❙✾✻❋→P❁❇❈❶▼s②❀✰◆✒▲➧✼✟P✷✼✿❇❘❆✿❍✈P✝❆✖✺❁❇✵✺❁✾
P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼✬❀❁❍❖s❈s❈➜❉✇➄◗q❋■❇❈❍❖✸✻✺❁◆✿➇✹P✝◆▼✺➓❋➞❀❁◆q③✖◆❙✾❁❍❖❇✟❀❁❆✖✇✽❍❖✾✷✼❷✾✻❋❘◆➛s❘✺❁❇
fcl(x, x
′)
✯ ✁❉❆✖✾ s❈❍❖④✖✾✰◆➎◗q❋❽✼✿✾⑩❋▼➇⑨▲❑❆✖❍❖✾ ❀✰◆✭▲❖✼
P✷✼✿❇❈❆✖❍➍➇❚❍❖✾⑩③✿◆▼❇❘s❈◆⑨⑧❾❏❙◆▼▲❑✺❁❍✰❀❁◆
fcl
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❏▼❆✿✺❁▲❖❆✖✇➁①❁❍❖◆❙✾ ✸✻✺✷✼✿✾⑩❋❘❍❖✸✻✺❁◆➞◆q❋⑦✺✰✾★s❈➜❉s❈❋❘❶▼✇✽◆➞❀❁◆✫①❹❆✿✺❁❏▼▲❑◆▼s✽❏▼▲➧✼❷s❘s❘❍❑✸✻✺❁◆▼s❙✯❃♥❧♦⑥❍❖✾❁④✖❇❈◗▼❀❁❍❑◆▼✾⑩❋➄❀❁◆✫①❁✼✿s❘◆✫❀❁◆➞❏❙◆❙❋❘❋❘◆
P❁❇❈◗▼P✷✼✿❇❘✼❷❋■❍❑❆✖✾⑦◆❙s❈❋❃▲➧✼❾❇❘◆▼P✰❇❘◗▼s❈◆▼✾⑩❋❽✼❚❋■❍❖❆✿✾✒❀❁◆❊▲❖✼✵❀✰➜❉✾✷✼❷✇➄❍❑✸❉✺✰◆r✸✻✺✷✼✿✾⑩❋❘❍❖✸✻✺❁◆↔❀❁◆❙s❃P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼s❺③❉❍➧✼✵▲➨♦♣❍❑✾⑩❋■◗▼④✿❇■✼✿▲❑◆✹❀❁◆
❏❽➏❁◆❙✇➄❍❑✾✣✯
✄✠✟✌✟✘☎✞✝ ✄ ✑ ☛ ✑☞☛ ✡ ✎✒✑☎✄ ✟ ✏ ✑✍☛✝✆ ✌ ✏✒✑ ✠✒✑ ✏✞✝ ✌✍✑ ✝ ✌ ✏✒✑ ☎✞✏✞✝ ✌ ✑
➭↔✾✟❏❙❆✖✾❁s❈❍❖❀❁❶❙❇❘◆➋✺❁✾✒t✷✺✰❍❖❀❁◆➋❏❙❆✖✺❁▲❖❆✿✇②①❁❍❖◆❙✾✒❀❁◆➋P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼s✈✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■❍❖✸✻✺❁◆❙s⑤❀❁◆➋❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆▼s
eα
➇➓✇⑦✼✿s❈s❘◆❙s
mα
◆q❋
s❘P✰❍❖✾❁s
Sα
✯✰♥✙◆↔➏✷✼✿✇✽❍❖▲➅❋■❆✖✾❁❍❑◆▼✾✽❀❁◆↔❏❙◆➋s❈➜❉s❈❋❘❶▼✇✽◆✿➇✰❋❘◆▼✾✷✼✿✾⑩❋✹❏❙❆✖✇✽P✰❋■◆↔❀✰◆▼s✹◗▼✾✰◆▼❇❘④✿❍❖◆▼s❃❏▼❍❖✾✰◗❙❋■❍❑✸✻✺❁◆▼s❥◆q❋⑤◗▼▲❑◆▼❏❙❋❘❇❘❆✖s●❋❽✼❚✱
❋■❍❑✸✻✺❁◆▼s⑤◆▼s●❋→➊
Hˆ =
∑
i
pˆ 2i
2mi
+
∑
i<j
eiej vˆw(ri, rj) +
∑
i
e2i Vˆself(xi) +
∑
i
VˆSR(xi)
➝➂➳↔➠❈➠❽✯❑➵❢➥
▲❖◆❙s❴s❈❆✖✇➄✇✽◆▼s❴s▼♦⑥◆❙❸❹◆▼❏❙❋❘✺✷✼✿✾⑩❋❺s❘✺✰❇❳▲❖◆❙s
Nα
P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼s➩❀✣♦⑥◆▼s❘P✝❶▼❏❙◆▼s
α
P✝❆✖✺❁❇➩❋■❆✖✺✰❋❘◆▼s❳▲❑◆▼s❳◆❙s❘P✝❶▼❏❙◆▼s
α = 1, . . . ns
✯
♥❧♦♣❆✿P❹◗❙❇■✼❷❋❘◆▼✺❁❇
vˆw
❋■❇■✼❷❀❁✺❁❍❑❋➃▲➨♦♣❍❑✾⑩❋■◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾✬◗❙▲❖◆❙❏❙❋■❇❈❆✖s❈❋■✼❷❋■❍❑✸✻✺❁◆➆❋■❆✿❋■✼✿▲❖◆➆◆❙✾✻❋❘❇❘◆✫P✷✼✿❇❈❋❘❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s▼➇❴❋❘◆▼✾✷✼✿✾⑩❋➄❏▼❆✖✇✽P✰❋❘◆
❀✣♦⑥◗❙③✿◆▼✾⑩❋■✺❁◆❙▲❖▲❑◆▼s⑨❍❖✇➄✼✿④✖◆▼s❃s❘✺❁❇⑤▲➧✼❿P✷✼❷❇❘❆✖❍❳➊
vˆw|r, r
′ >=
(
1
|r− r′| −∆
1
|r− r′∗|
)
|r, r′ >
➝➂➳↔➠❈➠❽✯ ➡✿➥
◆❙❋
Vˆself
◆▼s●❋⑨▲➍♦⑥❆✖P❹◗❙❇■✼❷❋❘◆▼✺❁❇❥❋❘❇■✼✿❀✰✺❁❍❖s❘✼✿✾⑩❋⑤▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❖❆✿✾✒❀✣♦⑥✺❁✾❁◆→P✷✼✿❇❈❋❘❍❖❏❙✺❁▲❖◆➋✼➈③✿◆▼❏→s❘❆✖✾✟❍❖✇➄✼✿④✖◆②➊
Vˆself|r >= −∆
4x
|r >
➝➂➳❊➠❘➠❽✯♣➸⑩➥
✁➓❍❳▲❑◆▼s↔P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲❖◆▼s❊s❘❆✖✾⑩❋❾◆▼✾➐❇❈◗➈✼✿▲❑❍❑❋■◗✵P❁▲❖❆✿✾❁④✖◗▼◆❙s➋❀✷✼✿✾❁s➋✺✰✾➎s❈❆✖▲❑③❷✼✿✾⑩❋➋❀✰◗▼❏▼❇❈❍❑❋❾❏❙❆✖✇➄✇✽◆➁✺✰✾➐➀➂❆✿✾❁❀➐❏▼❆✖✾⑩❋■❍❑✾✻✺➛❀❁◆
❏▼❆✿✾❁s❈❋■✼✿✾⑩❋■◆➞❀✰❍❖◗▼▲❑◆▼❏q❋■❇❘❍❑✸✻✺❁◆
ǫs
➇❧▲❑◆▼s➃❍❖✾⑩❋❘◆▼❇■✼❷❏❙❋■❍❑❆✖✾❁s
vˆw
◆❙❋
Vself
s❈❆✖✾⑩❋⑦P✝❆✖✾❁❀✰◗▼❇❘◗❙◆▼s➄❀✣♦♣✺✰✾ ➀➌✼✿❏q❋■◆▼✺✰❇
1/ǫs
✸✻✺❁◆
✾❁❆✖✺✰s❊❏❽➏❁❆✖❍❑s❘❍❑s❘s❘❆✿✾❁s↔❀✣♦⑥❍❖✾⑩❋■◗❙④✖❇❘◆❙❇❊❀✷✼❷✾❁s❊▲❑◆▼s❊❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆❙s❊❀❁◆❙s↔P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼s➁➝➌❏▼◆❙s↔❀❁◆❙❇❘✾❁❍❑❶▼❇❘◆❙s↔❏▼❆✿✇➄P❁❇❈◆▼✾❁✾✰◆▼✾⑩❋➋❀❁❆✖✾✰❏
✺❁✾➲➀➌✼✿❏q❋■◆❙✺❁❇
1/
√
ǫs
❏❽➏✷✼✿❏▼✺✰✾❁◆❿◆▼✾➛P❁▲❑✺❁s↔❀❁◆➁▲❖◆▼✺✰❇❘sr③❷✼✿▲❑◆▼✺❁❇❈s↔❀✷✼✿✾✰s↔▲❖◆✵s❈➜❉s❈❋❘❶▼✇✽◆②❀✣♦⑥✺❁✾❁❍❑❋❘◗▼s↔❀✰◆ ☎→✼❷✺❁s❘s■➥q✯✙❄❃◆q❋
➏✷✼✿✇✽❍❖▲➅❋■❆✖✾✰❍❖◆▼✾✫◆▼s●❋❾▲➍♦♣✼✿✾✷✼✿▲❑❆✖④✖✺❁◆✵❀❁◆❿❏▼◆❙▲❖✺❁❍❳❀✰✺➎❏▼✼✿s➋❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖✸✻✺❁◆✟➝➂➠❘➠❘➠❽✯➅➵♠➡✖➥⑨❆✖➻➛▲❖◆❙s➋P❹❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲❑s↔❀❁◆②❋✴➜❉P❹◆➃❏❇✵→✺✰❇
❀❁✺❁❇⑤◆❙✾✻❋❘❇❘◆❾P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼s❥✾✣♦⑥❆✖✾⑩❋⑨P❁▲❖✺✰s✹▲❖❍❖◆❙✺➆❀✣♦⑥➾❙❋■❇❈◆❾❍❖✾⑩❋■❇❈❆➓❀❁✺✰❍❑❋■s❃❏➈✼✿❇✹▲❖✼②❀✰➜❉✾✷✼✿✇✽❍❖✸✻✺❁◆❾✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸❉✺✰◆✵✼❷s❘s❘✺✰❇❘◆❾✸✻✺❁◆
▲❖◆❙s✹P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s✹❀❁◆❾❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆▼s⑨❆✖P❁P✝❆✖s❘◗❙◆▼s⑨✾❁◆❾s▼♦⑥◆❙❸❹❆✖✾❁❀❁❇❈◆▼✾⑩❋rP✷✼✿s⑤▲❖◆❙s✹✺❁✾❁◆▼s⑨s❘✺✰❇⑨▲❑◆▼s⑤✼✿✺➓❋■❇❘◆❙s▼✯
➭↔✾➽❏❽➏❁❆✖❍❑s❘❍❑❋✵❀❁◆➄❀❁◗▼❏❙❇❘❍❖❇❈◆⑦▲❑◆➄s●➜➓s●❋■❶❙✇➄◆✒❀❁✼✿✾❁s②▲➨♦♣◆❙✾❁s❘◆❙✇②①❁▲❖◆✽④✖❇❘✼✿✾❁❀➓✱ ❏➈✼✿✾❁❆✿✾❁❍❖✸✻✺❁◆➄❆✖➻ ✾❁❆❷❋■❇❘◆✽➀➂❆✖❇❘✇➄✼✿▲❑❍❖s❘✇✽◆
◆▼s●❋⑦❆✿P❹◗❙❇■✼❷❋❘❍❖❆✖✾❁✾✰◆▼▲➍✯✉➭↔✾➼s❘✺❁P✰P❹❆✖s❈◆▼❇❘✼ ❀❁❆✖✾❁❏✟▲❖◆➯t✷✺❁❍❑❀❁◆➯❏▼❆✖✺✰▲❖❆✖✇②①✰❍❖◆▼✾➼◆▼✾ ❏▼❆✖✾⑩❋■✼✿❏❙❋⑦✼➈③✖◆▼❏✫✺❁✾ ❋❘➏❁◆▼❇❈✇➄❆✿s❈❋❽✼❚❋
⑧✫▲❖✼➯❋❘◆▼✇✽P❹◗❙❇■✼❷❋❘✺❁❇❘◆➄❍❖✾⑩③✖◆❙❇❘s❈◆
β = 1/kBT
◆❙❋②✺✰✾➽❇❘◗❙s❘◆▼❇●③✖❆✖❍❑❇✵❀✰◆⑦P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼s→❍❖✇✽P❹❆✖s❘✼✿✾⑩❋→❀❁◆▼s②P✝❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲❖s
➵✖➵❢➸
   
❏❽➏❁❍❑✇➄❍❑✸❉✺✰◆▼s
µα
P✝❆✖✺❁❇✽❏❽➏✷✼✿✸✻✺❁◆✫◆▼s❈P❹❶❙❏▼◆
α
✯❺✳r❆✖✺❁s➄✼➈③✖❆✖✾✰s➄③❉✺★✸✻✺✣♦⑥❍❖▲❥➜ ✼➎✺✰✾❁◆➞❀❁◗❙④✖◗▼✾✰◗▼❇❘◆❙s❘❏❙◆▼✾❁❏❙◆➛s❘✺❁❇✽▲❖◆❙s
P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲❖s→❏❽➏❁❍❖✇✽❍❖✸✻✺❁◆❙s✵❀❁✺✰◆✒⑧✫▲➨♦♣◗❙▲❖◆❙❏❙❋■❇❈❆✖✾❁◆❙✺✰❋■❇❘✼✿▲❖❍➅❋■◗❿◆❙❋➁▲➧✼➯❏▼❆✖✇➁①❁❍❖✾✷✼❷❍❖s❘❆✿✾
∑
α eαµα
P❹◆❙✺✰❋②➾q❋■❇❘◆✽❏❽➏❁❆✖❍❑s❘❍❑◆
✼✿❇❈①❁❍❑❋❘❇■✼✿❍❑❇❘◆▼✇✽◆▼✾⑩❋▼✯❩♥❭✼➞④✿❇■✼✿✾❁❀✰◆⑦➀➂❆✖✾❁❏q❋■❍❖❆✿✾➽❀❁◆✒P✷✼❷❇❈❋■❍➅❋■❍❑❆✖✾ ✸✻✺✷✼✿✾⑩❋❘❍❖✸✻✺❁◆✿➇❴P❹❆✖✺✰❇➁✺❁✾✬s●➜➓s●❋■❶❙✇➄◆➆❀❁◆➆P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲❖◆▼s
❏▼❆✿✾✻❋❘◆▼✾✻✺❁◆❙s❊❀✷✼✿✾✰s⑨✺✰✾✟③✿❆✖▲❖✺❁✇✽◆
Λ
s▼♦⑥◗▼❏❙❇❘❍➅❋✵➊
Ξ(β, {µα},Λ) =
∑
{Nα}
TrΛ
{
exp
[
−β
(
Hˆ −
∑
α
µαNˆα
)]}
➝➂➳↔➠❈➠❽✯♣➺⑩➥
❆✖➻✫▲➧✼✽❋❘❇■✼✿❏❙◆➁s❙♦♣◆q❸❼◆❙❏❙❋■✺✰◆②s❘✺❁❇⑨❋■❆✖✺✰s❊▲❖◆❙sr◗q❋❽✼❷❋❘s❊P❁➏⑩➜❉s❘❍❑✸✻✺❁◆▼s➋❏❙❆✖✾⑩❋■◆▼✾✻✺❁s❊❀✷✼✿✾❁sr▲❖◆❾③✖❆✖▲❑✺❁✇➄◆
Λ
✯❹➭↔✾➲❏❽➏❁❆✿❍❖s❘❍➅❋⑨❀❁◆
❇❘◆❙P❁❇❘◗❙s❘◆❙✾✻❋❘◆▼❇✈▲❖◆▼s❧◗q❋❽✼❷❋❘s❺✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■❍❖✸✻✺❁◆❙s✈❀✰◆▼s✉P✷✼✿❇❈❋❘❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s❧◆▼✾✽❇❘◆▼P✰❇❘◗▼s❈◆▼✾⑩❋❽✼❚❋■❍❖❆✿✾➄P✝❆✖s❘❍➅❋■❍❑❆✖✾❿◆❙❋✉s❘P✰❍❖✾✣✯⑩♥✙◆⑤P✝❆✖s❈❋❘✺❁▲➧✼❷❋
❀❁◆↔s●➜❉✇➄◗q❋■❇❘❍❑s■✼❷❋❘❍❖❆✖✾➄❍❖✇✽P❹❆✿s❘◆⑨❀❁◆↔s❈➜❉✇✽◗❙❋❘❇❘❍❖s❈◆▼❇❥❆✿✺✒❀✣♦♣✼✿✾⑩❋■❍➅✱ s❈➜❉✇✽◗❙❋■❇❈❍❖s❈◆▼❇❃▲❑◆▼s✈◗❙❋❽✼❚❋■s❥P✷✼❷❇❥❇■✼✿P✰P❹❆✖❇●❋❥⑧②▲➨♦♣◗❙❏❽➏✷✼✿✾❁④✿◆
❀❁◆❙s❊P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼s▼✯✘✗⑨✾❁◆②✼❷✾✷✼✿▲❑➜❉s❈◆→❏❙❆✖✇②①❁❍❑✾✷✼❷❋❘❆✖❍❖❇❈◆ ✄➢❄❃❆✖❇✆✱
✁
❏ ✆❩✇✽❆✖✾⑩❋■❇❈◆➁✼❷▲❖❆✖❇❈s⑨✸✻✺❁◆→▲➍♦⑥❆✖✾✟P❹◆❙✺✰❋r❇❘◗▼◆➒➑➓P❁❇❘❍❑✇➄◆❙❇r▲❖✼
④✖❇❘✼✿✾❁❀❁◆✒➀➂❆✖✾✰❏❙❋■❍❑❆✖✾➽❀❁◆➆P❁✼✿❇❈❋❘❍❑❋■❍❑❆✖✾ s❈❆✖✺❁s➃▲➧✼✟➀➂❆✖❇❘✇✽◆✒❀✣♦⑥✺❁✾❁◆➆s❈❆✖✇➄✇✽◆✒s❈✺❁❇❿▲❖◆❙s②P❹◆❙❇❘✇②✺➓❋❽✼❷❋❘❍❖❆✖✾❁s②✼✿s❘s❈✺❁❇■✼✿✾⑩❋➃▲❖✼
s❈➜❉✇✽◗❙❋❘❇❘❍❖s❘✼❷❋■❍❑❆✖✾➛➊
Ξ =
∑
{nαp }p=1,···∞
∏
α,p/nαp 6=0
1
nαp !
(
ηp−1α (2Sα + 1)e
pβµα
p
)nαp ∫
Λ
∏
i
dri < {rπ(i)}|e−βHˆ|{ri} >
➝➂➳↔➠❈➠❽✯ ✴✿➥
♥❧♦♣◗q❋❽✼❷❋
|{ri} > ❀✰◗▼s❘❍❑④✖✾❁◆↔▲❑◆❊P❁❇❈❆➓❀✰✺❁❍❑❋✈❋■◆▼✾✰s❘❆✖❇❈❍❖◆▼▲ ⊗i|ri > ◆❙❋❥▲❖✼➁❏➈✼❷❇■✼✿❏q❋■◗▼❇❈❍❖s●❋■❍❖✸✻✺❁◆ ηα ③❷✼✿✺✰❋ 1 s❘❍❹▲➍♦⑥◆▼s❈P❹❶❙❏▼◆
α
◆▼s●❋❊①✝❆✖s❘❆✿✾❁❍❖✸✻✺❁◆→◆❙❋ −1 P✝❆✖✺❁❇⑤✺❁✾❁◆→◆▼s❈P❹❶❙❏▼◆→➀➂◆▼❇❘✇✽❍❖❆✿✾❁❍❖✸✻✺❁◆❷✯✷♥✙◆▼s⑨P❹◆❙❇❘✇②✺✰❋■✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s π ❍❖✾⑩❋■❇❈❆➓❀✰✺❁❍❑❋❘◆▼s⑤P✷✼✿❇⑤▲❖◆❙s
s❈❋■✼❷❋■❍❑s❈❋❘❍❖✸✻✺❁◆▼s❺✸✻✺✷✼✿✾⑩❋❘❍❖✸✻✺❁◆▼s✈s❘❆✖✾⑩❋✉❀❁◗❙❏▼❇❘❍➅❋■◆❙s✈P✷✼❷❇✉▲❖✼➋s❘◗▼✸✻✺❁◆❙✾❁❏▼◆r❀❁◆▼s
nαp
❀❁◗▼s❈❍❖④✖✾❁✼✿✾⑩❋✈▲❑◆⑤✾❁❆✖✇②①❁❇❈◆⑤❀❁◆⑤❏❙➜❉❏▼▲❑◆▼s✉❀❁◆
▲➧✼→P❹◆❙❇❘✇②✺➓❋❽✼❷❋❘❍❖❆✖✾
π
❏▼❆✿✾❁❏▼◆❙❇❘✾✷✼✿✾⑩❋
p
P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s↔➝➂❀❁❆✖✾❁❏r❀❁◆❊▲❑❆✖✾❁④✖✺✰◆▼✺❁❇
p
➥❺❀❼♦♣◆❙s❘P✝❶▼❏▼◆
α
✯✡✗⑨✾❁◆❊P✝◆▼❇❈✇②✺✰❋■✼❷❋■❍❑❆✖✾
❏➈✼❷❇■✼✿❏q❋■◗▼❇❈❍❖s❈◗▼◆❺P✷✼✿❇✙▲➨♦♣◆❙✾❁s❘◆❙✇②①❁▲❖◆❧❀✰◆▼s
nαp
❏▼❆✖✾✰❏▼◆▼❇❈✾❁◆
∑ns
α=1
∑∞
p=1 p n
α
p
P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s✣◆❙❋➩▲❑◆❧P❁❇❘❆❉❀❁✺❁❍➅❋✙s❘✺❁❇
i
❀✷✼❷✾❁s
➝➂➳❊➠❘➠❽✯✵✴✖➥❥s▼♦⑥◆❙❸❹◆▼❏q❋■✺❁◆✵❀❁◆
i = 1
⑧
∑
α,p p n
α
p
✯❅♥✙◆▼srs❘❆✖✇✽✇✽◆▼s✹s❘✺✰❇⑨❋❘❆✖✺✰❋■◆❙sr▲❑◆▼s⑤P✝◆▼❇❘✇➁✺✰❋❽✼❷❋❘❍❖❆✖✾✰s⑨P✝❆✖s❈s❘❍❖①✰▲❖◆▼s⑤◆q❋
s❘✺✰❇✈✺❁✾✽✾❁❆✖✇➁①❁❇❘◆⑤✸✻✺❁◆▼▲❑❏▼❆✖✾✰✸❉✺✰◆❊❀❁◆⑨P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s❧s▼♦⑥◆❙❸❹◆▼❏q❋■✺❁◆❙✾✻❋❥◆▼✾✽s❘❆✖✇✽✇⑦✼❷✾✻❋✉s❈✺❁❇❧❋■❆✖✺✰❋❘◆▼s✉▲❖◆❙s✉❏❙❆✖✇②①❁❍❑✾✷✼✿❍❑s❘❆✖✾❁s
❀❁◆❙s {nαp}
✼❢③✿◆▼❏→▲➧✼❿❏▼❆✿✇②①❁❍❖✾❁✼❷❋■❆✖❍❑❇❘◆r❀❁◆➄➝➂➳↔➠❈➠❽✯ ✴✿➥q✯
✄✠✟✌✟✘☎✁    ✑ ✒ ✟✡✂☞☛ ✑☞✑ ☎ ✏ ☎✞✏✒✠ ✑ ☛ ✑✁ ✍✑✖✄ ✑ ☛ ✏✒✑✝✆✄✂ ✏ ✌
✓☎✄ ✄ ✔✁  ✔✗✖   ✬ ✓✣✤ ✓ ✛✣✢ ✪☎✠ ✤✯✮✧★ ✍ ✓ ✱✩✢
➫↔✼✿✾❁sr❏▼◆q❋❘❋■◆→P✷✼✿❇●❋■❍❑◆✿➇✷✾❁❆✖✺✰s❊✼✿▲❑▲❖❆✖✾✰s❥③✖❆✖❍❑❇⑨✸✻✺❁◆✵▲❖◆❙s⑨◗❙▲❖◗❙✇➄◆❙✾✻❋❘sr❀✰◆✵✇➄✼❷❋■❇❈❍❖❏❙◆➋❍❖✾⑩❋■◆❙❇❈③✖◆❙✾✷✼✿✾⑩❋↔❀❁✼✿✾❁s➁➝➂➳↔➠❈➠❽✯ ✴✿➥
◆q➑➓P❁❇❈❍❖✇✽◗▼s➃◆▼✾✜❋■◆❙❇❘✇✽◆➯❀✣♦♣❆✿P❹◗❙❇■✼❷❋❘◆▼✺❁❇❈s✽❆✿✾✻❋✽✺❁✾✰◆✫✼❷✺✰❋■❇❈◆✟❇❈◆▼P❁❇❈◗▼s❈◆▼✾⑩❋❽✼❷❋❘❍❖❆✖✾ ◆▼✾✜❋■◆❙❇❘✇✽◆▼s➃❀✣♦⑥❍❖✾⑩❋■◗❙④✖❇■✼✿▲❑◆▼s❿❀❁❍➅❋■◆❙s
❀❁◆➃❏❽➏❁◆❙✇➄❍❑✾✣✯✙✳r❆✿✺❁s→✼✿▲❖▲❑❆✖✾❁s❊❋❘❆✖✺✰❋→❀✣♦♣✼✿①❹❆✿❇❘❀➐◗❙❋❘✺❁❀❁❍❖◆❙❇❾▲❖◆❿P❁❇❈❍❖✾❁❏❙❍❖P✝◆②❀❁◆➃❏▼◆q❋❘❋■◆✽✇✽◗❙❋■➏✰❆➓❀❁◆❿s❈✺❁❇❾▲❖◆❿❏▼✼✿s❾❀✣♦♣✺✰✾❁◆
s❘◆❙✺❁▲❖◆✟P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆✿✯ ✁➓✺❁P✰P❹❆✖s❈❆✖✾❁s✒✸✻✺✣♦⑥◆▼▲❑▲❖◆➯s❘❆✿❍❑❋➄❀❁◗▼❏❙❇❘❍❑❋❘◆✫P❁✼✿❇➄✺✰✾✌➏✷✼✿✇✽❍❖▲➅❋■❆✖✾✰❍❖◆▼✾✬❀✰◆✫▲❖✼➐➀➂❆✖❇❈✇➄◆
Hˆ = Tˆ +
Vˆ + VˆSR
➇❩❆✖➻
Tˆ
◆▼s❈❋②▲➧✼✫P❁✼✿❇❈❋❘❍❖◆✽❏▼❍❖✾✰◗❙❋■❍❑✸✻✺❁◆✿➇
Vˆ (x)
▲❖✼✫❏▼❆✿✾✻❋❘❇❘❍❑①❁✺✰❋■❍❑❆✖✾➎❀✣♦♣✺✰✾❁◆✒◗▼✾✰◆▼❇❘④✿❍❖◆⑦P✝❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲❖▲❑◆✽⑧➞✺❁✾
❏▼❆✿❇❘P❁s❙➇❳❀❁❍➧✼❷④✖❆✖✾✷✼✿▲❑◆⑦❀✷✼❷✾❁s❿▲➧✼➞①❁✼✿s❘◆➆P✝❆✖s❘❍➅❋■❍❑❆✖✾➽◆❙❋
VˆSR
❋■❇■✼❷❀❁✺❁❍❑❋➁❋■❆✖✺❚➔❈❆✿✺❁❇❘s②▲➨♦♣❍❑✇➄P✝◗▼✾✰◗❙❋■❇❘✼✿①❁❍❑▲❖❍❑❋❘◗❿❀✣♦⑥✺❁✾✜✇②✺❁❇▼✯
♥❧♦♣❆✿P❹◗❙❇■✼❷❋❘◆▼✺❁❇⑤❀✣♦⑥◗❙③✿❆✖▲❖✺✰❋❘❍❖❆✖✾➆◆❙✾✫❋❘◆▼✇✽P❁s✹❍❖✇➄✼✿④✖❍❑✾✷✼✿❍❖❇❈◆rs❈◆❾❀❁◗❙➉✷✾✰❍❑❋⑨❏▼❆✖✇✽✇✽◆②➊
Uˆ(β) = exp
(
−βHˆ
)
➝➂➳↔➠❈➠❽✯
✁
➥
◆❙❋✉✾❁❆✿✺❁s✉✼✿▲❖▲❑❆✖✾❁s❳❏❽➏❁◆❙❇❘❏❽➏❁◆❙❇❃⑧❾❆✖①✰❋❘◆▼✾❁❍❑❇❳▲➍♦⑥◗▼▲❑◗▼✇✽◆▼✾⑩❋❺❀❁◆⑤✇➄✼❷❋■❇❈❍❖❏▼◆
< r|Uˆ |r >
✯✻♥❭✼❾✾✰❆✖✾➓✱✴❏❙❆✖✇✽✇②✺✰❋❽✼❚❋■❍❑③❉❍➅❋■◗❃❀✰◆▼s
❆✖P✝◗▼❇❘✼❷❋■◆❙✺❁❇❘s⑤P✝❆✖s❘❍➅❋■❍❖❆✿✾➆◆❙❋⑨❍❖✇✽P❁✺❁▲❑s❘❍❖❆✿✾⑦s❘◆→❏▼❆✿✾✻❋❘❆✖✺❁❇❈✾❁◆❾◆▼✾✟✺✰❋■❍❑▲❖❍❖s❘✼✿✾⑩❋✹▲➧✼➁➀➂❆✿❇❘✇②✺❁▲❑◆↔❀❁◆ ✟➩❇❘❆✿❋❈❋■◆▼❇❾➊
exp
(
Aˆ+ Bˆ
)
= lim
N→∞
(
exp
(
Aˆ
N
)
exp
(
Bˆ
N
))N
➝➂➳↔➠❈➠❽✯✥✕✿➥
  
➭↔✾➽✼✿P✰P❁▲❖❍❑✸❉✺✰◆➄❏❙◆❙❋❘❋❘◆➄➀➂❆✖❇❈✇②✺❁▲❑◆➄⑧✟▲➍♦⑥❆✖P✝◗▼❇■✼❚❋■◆▼✺✰❇→❀❼♦♣◗q③✖❆✖▲❑✺✰❋■❍❑❆✖✾ ◆q❋➁◆❙✾➽❍❖✾❁s❈◗▼❇❘✼✿✾⑩❋
N − 1 ❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾✰s→❀✰◆✽➀➂◆❙❇●✱
✇✽◆❙❋■✺✰❇❘◆✿➇❹❆✖✾➲➀➌✼✿❍➅❋➋✼✿P❁P❁✼✿❇■✼❷➣❑❋■❇❈◆
N − 1 ❏❙❆➓❆✖❇❈❀❁❆✖✾❁✾✰◗▼◆▼s➋s❈P✷✼❷❋❘❍➧✼✿▲❑◆▼s❊✸✻✺❁◆❿▲➨♦♣❆✿✾➛P❹◆❙✺✰❋↔❋■❆✿✺❚➔❈❆✖✺❁❇❈s❊③✖❆✖❍❑❇↔❏▼❆✿✇➄✇✽◆
❀❁◗q➉✷✾❁❍❖s❈s■✼✿✾⑩❋r✺❁✾➯❏❽➏❁◆▼✇✽❍❖✾❼✯❅♥❺♦⑥❍❖✾⑩❋❘◗▼④✖❇❘✼❷❋■❍❑❆✖✾➆s❘✺❁❇⑤▲➨♦♣❍❑✇➄P❁✺✰▲❖s❘❍❑❆✖✾⑦◆❙s❈❋r✼✿❍❑s❘◗▼◆➋◆q❋⑨❆✖✾✫❆✿①✰❋■❍❑◆▼✾⑩❋❾➊
< r|Uˆ (β) |r >= lim
N→∞
∫
dr1 . . . drN−1
(
mN
2π~2β
)3N/2
e−βS[r(τ)]
➝➂➳↔➠❈➠❽✯
➚
➥
❆✖➻
S
◆❙s❈❋r▲➍♦⑥◗▼✾❁◆❙❇❘④✖❍❑◆↔❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖✸✻✺❁◆→✼✿s❘s❈❆➓❏❙❍❖◗❙◆✵✼❷✺✫❏❽➏❁◆❙✇➄❍❑✾➯❀❁◗❙➉✷✾✰❍➩P❁✼✿❇⑤▲❖◆▼s✹❏❙❆➓❆✿❇❘❀❁❆✖✾✰✾❁◗▼◆❙s
(r1 . . . rN−1)
◆q❋⑤◆▼✾
❀❁◗q➉✷✾❁❍❖s❈s■✼✿✾⑩❋
r0 = r
◆q❋
rN = r
➊
S[r(τ)] =
1
N
N−1∑
j=0
(
m
2
(
rj+1 − rj
~β/N
)2
+ V (rj) + VSR(rj)
)
➝➂➳↔➠❈➠❽✯✲✱✖➥
➫↔✼✿✾✰s❃▲➧✼❾▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆✈❆✖➻
N →∞ ➇⑩❆✖✾⑦❏❽➏❁❆✿❍❖s❘❍➅❋✉❀❁◆❊❇❈◆▼P❁❇❈◗▼s❘◆❙✾⑩❋■◆▼❇❃▲❖◆⑤❏❽➏❁◆▼✇✽❍❖✾➄❀❁❍❖s❈❏▼❇❈◆❙❋✈❀❁◗❙➉❁✾❁❍❹P❁✼✿❇✈▲❑◆▼s❺P✝❆✖s❘❍➅❋■❍❖❆✿✾❁s
ri
s❘❆✖✺✰s✵▲❖✼⑦➀➂❆✖❇❘✇✽◆❿❀✣♦⑥✺❁✾✭❏❽➏✰◆▼✇✽❍❖✾➐❏▼❆✖✾⑩❋❘❍❖✾✻✺
r(τ)
✼➈③✖◆❙❏➄✺❁✾✰◆➄✼❷①❁s❘❏❙❍❖s❘s❈◆➄❏❙✺❁❇❈③❉❍❑▲❖❍❖④✿✾❁◆❿✼✿▲❑▲➧✼✿✾⑩❋↔❀✰◆
0
⑧
β~
◆❙❋
▲❖◆❙s↔❏▼❆✿✾❁❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾✰s↔✼✿✺➓➑➲▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆▼s
r(0) = r
◆q❋
r(β~) = r
✯❹❻❧✾➎✾✰❆✿❋❽✼✿✾⑩❋➋▲❖✼⑦✇✽◆▼s❘✺✰❇❘◆❿❀✣♦⑥❍❖✾⑩❋■◗❙④✖❇■✼❚❋■❍❖❆✿✾➞s❘✺✰❇➋▲❖◆▼s
❏❽➏❁◆❙✇➄❍❑✾❁s❾➊
[dr(τ)] = lim
N→∞
∫
dr1 . . . drN−1
(
mN
2π~β
)3N/2
➝❡➳↔➠❈➠❽✯❑➵❢➤✖➥
❆✖✾✟✼✿①✝❆✖✺✰❋❘❍❑❋⑨⑧❿▲➧✼②❇❈◆▼P❁❇❈◗▼s❘◆❙✾⑩❋❽✼❷❋❘❍❖❆✖✾➎➊
< r|Uˆ(β)|r >=
∫ r,τ=β  
r,τ=0
[dr(τ)] e−βS[r(τ)]
➝❡➳↔➠❈➠❽✯❑➵✖➵❢➥
❆✖➻➯❀✷✼✿✾✰sr▲❖✼②▲❖❍❖✇✽❍❑❋❘◆
N →∞ ➇❁❆✖✾➯❇❘◆q❋■❇❈❆✖✺✰③✖◆→❀✷✼✿✾✰s➁➝❡➳↔➠❈➠❽✯✲✱⑩➥❥▲❖✼②❀❁◗❙➉✷✾✰❍❑❋■❍❑❆✖✾➆❀✣♦⑥✺❁✾❁◆→❍❖✾⑩❋❘◗▼④✖❇❘✼✿▲❖◆②➊
S [r(τ)] =
∫ β  
0
dτ
[
m
2
(
dr
dτ
)2
+ V (r) + VSR(r)
]
➝❡➳↔➠❈➠❽✯❑➵♠➡✿➥
♥❧♦♣❍❑✾⑩❋■◗▼④✿❇■✼❷❋❘❍❖❆✖✾➛❀✷✼❷✾❁s➄➝➂➳↔➠❈➠❽✯❑➵✿➵♠➥❊s▼♦⑥◆❙❸❹◆▼❏q❋■✺❁◆✽s❘✺❁❇➋❋❘❆✖✺❁s➋▲❖◆❙s❾❏❽➏❁◆▼✇✽❍❖✾❁s➋①✰❇❘❆ ☞⑤✾❁❍❖◆❙✾❁s▼✯✙✶rP❁❇❘❶❙s➁✼➈③✿❆✖❍❖❇❾✼✿❀✰❍❖✇✽◆▼✾➓✱
s❘❍❑❆✖✾❁✾❁◗❧▲❑◆▼s✙❏❽➏❁◆❙✇➄❍❑✾❁s✙❀✣♦⑥❍❖✾⑩❋■◗❙④✖❇■✼❚❋■❍❖❆✿✾✣➇❙❆✿✾→❆✿①✰❋■❍❑◆▼✾⑩❋✙▲➍♦⑥◆q➑➓P❁❇❈◆▼s❈s❘❍❖❆✿✾→❀✰◆✉▲➨♦♣◗❙▲❖◗❙✇➄◆❙✾✻❋✣❀❁◆❧✇⑦✼❚❋■❇❘❍❑❏▼◆❩❀❁◆❺▲➍♦⑥❆✖P❹◗❙❇■✼❷❋❘◆▼✺❁❇
❀✣♦⑥◗❙③✿❆✖▲❖✺✰❋❘❍❖❆✖✾➯◆❙✾✟❋❘◆▼❇❘✇✽◆➋❀✣♦⑥❍❖✾⑩❋■◗❙④✖❇■✼❷▲❖◆➋❀❁◆❾❏❽➏❁◆❙✇➄❍❑✾ ➝➂❀❁❍❑❋❘◆➋◆▼✾❁❏❙❆✖❇❘◆❾❍❑✾✻❋❘◗▼④✖❇❘✼✿▲❖◆↔➀➂❆✿✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾❁✾✰◆▼▲❖▲❑◆❢➥⑤➊
< r|e
−β
✖
pˆ
2
2m
+Vˆ (r)+VˆSR(r) ✗
|r >=
1
(2πλ2)3/2
∫
Dxξ e
−β ✁ 1
0
dsV (r+λ ✂ (s)) ➝❡➳↔➠❈➠❽✯❑➵❢➸✖➥
➫↔✼✿✾✰s⑨❏❙◆❙❋❈❋■◆→❀❁◆▼❇❈✾❁❍❖❶❙❇❘◆❾◆q➑➓P❁❇❈◆▼s❘s❈❍❖❆✖✾❼➇
λ
◆▼s❈❋⑨▲❖✼➃▲❑❆✖✾❁④✖✺✰◆▼✺❁❇❥❀❼♦♣❆✖✾✰❀❁◆→❋❘➏❁◆▼❇❈✇➄❍❑✸✻✺❁◆➋❀❁◆❾❀❁◆✄✂❃❇❘❆✿④✖▲❖❍❑◆②➊
λ = ~
√
β
m
➝❡➳↔➠❈➠❽✯❑➵➈➺⑩➥
✸✻✺❁❍❭❏➈✼✿❇❘✼✿❏❙❋❘◗▼❇❈❍❖s❘◆→▲➍♦♣✼✿✇✽P❁▲❖❍➅❋■✺❁❀✰◆❊❀❁◆❙srt✷✺❁❏q❋■✺✷✼❚❋■❍❖❆✿✾❁s⑤✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■❍❖✸✻✺❁◆❙s❊❀❁◆→P✝❆✖s❘❍➅❋■❍❖❆✿✾➯⑧✽▲❖✼❿❋❘◆▼✇✽P❹◗❙❇■✼❷❋❘✺❁❇❘◆→❍❖✾⑩③✿◆▼❇❘s❈◆
β
✯✝♥➩✼❿③❷✼✿❇❘❍❖✼✿①❁▲❑◆
ξ = (ξx, ξ‖)
❀❁◗▼s❈❍❖④✖✾❁◆→✺❁✾✫❏❽➏❁◆▼✇✽❍❖✾➞✼✿❀❁❍❖✇✽◆▼✾✰s❘❍❖❆✿✾❁✾❁◗❾❀✣♦♣✼✿①❁s❘❏❙❍❖s❈s❘◆➁❏❙✺❁❇❈③❉❍❑▲❖❍❖④✿✾❁◆
s
➇✝✼✿P❁P✝◆▼▲❖◗❙◆
❋■◆❙✇➄P✰s➋❀❁◆❿▲➧✼✒①✝❆✖✺❁❏❙▲❖◆②❀✷✼❷✾❁s❾▲➧✼⑦s❈✺❁❍❑❋❘◆✿➇❼③❷✼✿❇❈❍➧✼✿✾⑩❋➋❀❁◆
0
⑧
1
 
ξx
◆❙s❈❋❾s❘✼➯P✰❇❘❆❚➔❈◆❙❏❙❋■❍❑❆✖✾➐s❘✺❁❇➋▲❖✼✒✾❁❆✖❇❈✇⑦✼✿▲❑◆②⑧✒▲❖✼
P✷✼✿❇❈❆✖❍❭◆❙❋
ξ‖
s■✼➄P❁❇❘❆❚➔❈◆❙❏❙❋❘❍❖❆✖✾✫P✷✼✿❇■✼❷▲❖▲❖❶❙▲❖◆❙✇➄◆❙✾✻❋⑨⑧✽▲➧✼✽P✷✼✿❇❘❆✿❍➍✯❅♥✙◆➁❏❽➏❁◆❙✇➄❍❑✾
ξ(s)
③✖◗▼❇❈❍❑➉✷◆➁▲❖◆▼s⑨❏▼❆✿✾❁❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾✰s❊✼✿✺❉➑
▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆❙s
ξ(0) = ξ(1) = 0
✯❺♥✙◆➯P❹❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍❖◆▼▲❃❇❘◗▼P✰✺❁▲❖s❈❍❑➀r❀❁✺✜✇②✺❁❇
VSR(x)
◆▼s●❋➄P✰❇❘❍❖s➃◆❙✾ ❏❙❆✖✇➄P➓❋■◆➆❀✷✼✿✾✰s✽▲❖✼
✇✽◆▼s❘✺✰❇❘◆✽❀✣♦♣❍❑✾⑩❋■◗▼④✿❇■✼❷❋❘❍❖❆✖✾
Dxξ
➝➌✸✻✺❁❍❺❀❁◗❙P❹◆❙✾❁❀➽❀❁❆✿✾❁❏➃◆q➑➓P❁▲❖❍❑❏▼❍➅❋■◆▼✇✽◆▼✾⑩❋→❀❁◆✽▲➧✼➆P✝❆✖s❘❍➅❋■❍❖❆✿✾
x
P✷✼✿❇❾❇■✼❷P❁P❹❆✿❇❈❋✵✼✿✺
   
✇②✺❁❇■➥q➇✙P❁✺✰❍❖s❘✸✻✺❁◆✽❏❽➏✷✼✿✸✻✺❁◆➄❏❽➏❁◆▼✇✽❍❖✾➎P✝❆✖✺❁❇➋P✝❆✖✺✰③✖❆✿❍❖❇❾❏▼❆✖✾⑩❋❘❇❘❍❖①✰✺❁◆▼❇→⑧➯▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◗❙④✖❇■✼✿▲❑◆➯➝➂➳❊➠❘➠❽✯➅➵❢➸⑩➥➒➇✙◆▼s❈❋➁✼✿s●❋■❇❘◆❙❍❖✾⑩❋✵⑧
❇❘◆❙s❈❋❘◆▼❇⑤❀✷✼✿✾❁s⑨▲❖◆➋❀✰◆▼✇✽❍➅✱✴◆❙s❘P✷✼❷❏▼◆
x > 0
➊
x+ λξx(s) > 0 ∀s ➝➂➳❊➠❘➠❽✯➅➵✧✴✖➥
♥❭✼✵P❁❇❈❆❚➔❈◆▼❏q❋■❍❑❆✖✾⑦❀❁✺➄❏❽➏❁◆▼✇✽❍❖✾➄s❘✺❁❇✈▲❖◆⑤✇②✺❁❇❙➇
ξ‖
➇❉▲❖❍❖①✰❇❘◆✹❀❁◆⑨③✿✼❷❇❘❍❖◆❙❇r➝➌◆❙❋❃❍❖✾❁❀✰◗▼P✝◆▼✾❁❀✷✼❷✾✻❋❘◆❊❀❁◆
x
➥✉◆❙s❈❋❃✺❁✾⑦❏❽➏❁◆❙✇➄❍❑✾
④⑩✼✿✺✰s❘s❘❍❑◆▼✾➯③✖◗❙❇❘❍❑➉✷✼✿✾⑩❋✵➊ ∫
Dξ‖ = 1
➝❡➳↔➠❘➠❽✯➅➵
✁
✼✖➥
∫
Dξ‖ ξ‖(s) = 0
➝➂➳↔➠❈➠❽✯❑➵
✁
①❅➥
∫
Dξ‖
[
ξ‖(s)
]
µ
[
ξ‖(s
′)
]
ν
= δµ,ν inf(s, s
′) [1− sup(s− s′)] ➝➂➳❊➠❘➠❽✯➅➵ ✁ ❏➈➥
µ
◆q❋
ν
❀✰◗▼s❘❍❑④✖✾✷✼✿✾⑩❋✵❀❁◆▼✺❉➑➽❏❙❆➓❆✖❇❈❀❁❆✖✾❁✾✰◗▼◆▼s➁❏➈✼✿❇●❋■◗▼s❈❍❖◆❙✾❁✾❁◆▼s➁❀❁✺➽✇②✺❁❇❙✯❴♥❭✼✟❇❘◆▼▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾✌➝➂➳↔➠❈➠❽✯❑➵➈➸⑩➥→✼➈③✿◆▼❏
Vˆ ≡ 0
P✝◆▼✺✰❋⑨s❘◆❙❇❈③❉❍❖❇⑤◆❙✾✫s❈◆▼✾❁s⑨❍❖✾⑩③✖◆❙❇❘s❈◆➁⑧❿❏➈✼❷▲❖❏▼✺✰▲❖◆▼❇❃▲➧✼❿✇➄◆❙s❘✺❁❇❈◆
∫
Dxξx
❏➈✼✿❇✹◆❙▲❖▲❑◆➋◗❙❋❽✼❷①❁▲❖❍➅❋❥▲➧✼❿❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼s❘P✝❆✖✾❁❀❁✼✿✾❁❏▼◆✽➊
1
(2πλ2)3/2
∫
Dxξ =< r|e
−β
✖
pˆ
2
2m
+VˆSR(x) ✗
|r >
➝➂➳↔➠❈➠❽✯❑➵✤✕✖➥
♥✙◆②s❘◆❙❏▼❆✖✾✰❀➎✇✽◆▼✇➁①❁❇❘◆②❀✰◆②❏▼◆q❋❘❋■◆❿◗❙✸✻✺✷✼❷❋■❍❑❆✖✾➛◆▼s●❋✈➔❈✺❁s●❋■◆▼✇✽◆▼✾⑩❋❾▲❑◆➁P❁❇❈❆✖P✷✼✿④⑩✼❚❋■◆▼✺✰❇↔❀✣♦⑥✺❁✾❁◆❿P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆➁▲❖❍❑①❁❇❘◆✵✼✿s➟✱
❋■❇❈◆▼❍❑✾✻❋❘◆⑦⑧✫s❘◆⑦❀✰◗▼P❁▲❖✼✿❏▼◆❙❇➁❀✷✼✿✾✰s➁▲❖◆➃❀❁◆❙✇➄❍ ✱✴◆❙s❘P✷✼✿❏❙◆
x > 0
◆❙❋➁❆✖✾ ❏❙❆✖✾❁✾✷✼❷➣❑❋➆➝➂❏❙➀➟✯ ✄✁ ➋▲❑◆ ✱ ✴ ✆❡➥❾s❘❆✖✾ ◆q➑➓P❁❇❘◆❙s❘s❈❍❖❆✖✾
P✝❆✖✺❁❇
x > 0
◆❙❋
x′ > 0
➊
< x′|e
−β
✖
p2x
2m
+VˆSR(x) ✗
|x >=
1
(2πλ2)1/2
[
e−
|x−x′|2
2λ2 − e− (x+x
′)2
2λ2
]
➝❡➳↔➠❈➠❽✯❑➵
➚
➥
♥❭✼❿✇➄◆❙s❘✺❁❇❈◆→❀✰◆→▲➨♦♣❍❑✾⑩❋■◗▼④✿❇■✼✿▲❑◆❊➀➂❆✖✾❁❏q❋■❍❖❆✿✾❁✾❁◆▼▲❑▲❖◆rs❘◆▼▲❑❆✖✾✟▲➧✼②✾❁❆✖❇❈✇⑦✼❷▲❖◆➋⑧❿▲➧✼❿P✷✼❷❇❘❆✖❍✣◆❙s❈❋⑨❀❁❆✖✾✰❏✽➊∫
Dxξx = 1− e−
2x2
λ2
➝❡➳↔➠❈➠❽✯❑➵✖✱✖➥
❄❃◆❙❋❈❋■◆➆✇✽◆▼s❈✺❁❇❘◆⑦❋❘◆▼✾❁❀✬❀✰◆✒✇⑦✼❷✾❁❍❖❶❙❇❘◆⑦④✖✼✿✺❁s❘s❈❍❖◆❙✾❁✾❁◆✿➇❩s❘✺❁❇➁▲➍♦⑥◗▼❏❽➏❁◆❙▲❖▲❖◆
λ
➇➩③✖◆❙❇❘s❿s■✼➞③❷✼✿▲❑◆▼✺❁❇✵❀✷✼✿✾❁s➁✺❁✾✬s❈➜❉s❈❋❘❶▼✇✽◆
❍❖✾⑩③❷✼✿❇❈❍➧✼✿✾⑩❋⑤P✷✼✿❇⑤❇❈❆✿❋❽✼❷❋❘❍❖❆✖✾➐➊✷◆❙✾➞◆❙❸❹◆❙❋▼➇❅▲➧✼❿❏▼❆✖✾✰❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾✭➝➂➳❊➠❘➠❽✯➅➵✧✴✖➥❥✾✣♦♣✼✽❀❼♦♣❍❑✇➄P✝❆✖❇❈❋■✼✿✾❁❏❙◆➋✸❉✺✰◆✵P✝❆✖✺❁❇
x
❏❙❆✖✇➄P✰❇❘❍❖s
s❘✺✰❇❥✸✻✺❁◆▼▲❑✸❉✺✰◆▼s❥▲❑❆✖✾❁④✖✺❁◆❙✺❁❇❘s
λ
✼❷✺⑦③✖❆✖❍❑s❘❍❑✾✷✼✿④✖◆⑨❀❁◆❊▲❖✼✵P✷✼❷❇❘❆✖❍❴➝➌P❁✺✰❍❖s❘✸✻✺❁◆❊▲❖◆▼s✉❏❽➏❁◆❙✇➄❍❑✾❁s✹✼✿❀❁❍❑✇➄◆❙✾❁s❘❍❑❆✖✾❁✾❁◗❙s
ξx
❆✖✾⑩❋
✺❁✾❁◆⑨◗❙❋❘◆▼✾❁❀✰✺❁◆❊❏▼✼✿❇■✼✿❏q❋■◗❙❇❘❍❖s●❋■❍❑✸❉✺✰◆
1
❀❁✺✽➀➌✼✿❍❑❋❺❀✰◆r▲❖✼❾✇✽◆▼s❈✺❁❇❘◆⑨❀❁◆⑨▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◗❙④✖❇■✼❷▲❖◆❃➀➂❆✖✾✰❏❙❋■❍❑❆✖✾❁✾❁◆❙▲❖▲❑◆❢➥q✯✖❻❺✾➓➉✷✾✣➇✻◆▼✾➄✺✰❋■❍ ✱
▲❖❍❑s■✼✿✾⑩❋✉❋■❆✖✺♠➔❈❆✖✺❁❇❘s✈▲❖◆⑨▲❖❍❑◆▼✾⑦◆❙✾⑩❋■❇❘◆❊▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◗❙④✖❇■✼✿▲❑◆✹➀➂❆✖✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾✰✾❁◆▼▲❑▲❖◆⑤◆❙❋❃▲❖◆▼s✈◗▼▲❑◗▼✇✽◆▼✾⑩❋■s✈❀❁◆↔✇➄✼❷❋■❇❈❍❖❏▼◆⑤❀❁◆❊▲➍♦⑥❆✖P❹◗❙❇■✼❷❋❘◆▼✺❁❇
❀✣♦⑥◗❙③✿❆✖▲❖✺✰❋❘❍❖❆✖✾❼➇✣❆✖✾➐P❹◆❙✺✰❋→❏➈✼✿▲❑❏▼✺❁▲❑◆▼❇
∫
Dxξx ξx(s)
P✰✺❁❍❖s➋s❈❆✖✾✭❍❑✾⑩❋■◗▼④✿❇■✼❷❋❘❍❖❆✖✾➲s❈✺❁❇
s
➝➌❏q➀➟✯ ✄♣✮✖✼✿✾
➚
➤✰➇❼✶⑨❄ ✱ ✱ ✆➧➥➋◆q❋
❆✖✾➆❋■❇❈❆✖✺✰③✿◆➄➊ ∫ 1
0
ds
∫
Dxξx ξx(s) =
√
π
2
(x
λ
)2
Erfc
(√
2
x
λ
)
➝❡➳↔➠❈➠❽✯ ➡✿➤✖➥
❆✖➻
Erfc
◆▼s●❋❿▲➧✼➯➀➂❆✖✾❁❏q❋■❍❖❆✿✾➽◆▼❇❈❇❘◆▼✺✰❇②❏▼❆✖✇✽P❁▲❑◗▼✇✽◆▼✾⑩❋❽✼✿❍❑❇❘◆
Erfc = 2√
π
∫∞
x
dt e−t
2 ✯❴♥➩✼✫✇➄❆❢➜✖◆❙✾❁✾❁◆➐➝❡➳↔➠❈➠❽✯ ➡✿➤✖➥
❋■◆❙✾❁❀➯❀❁❆✖✾❁❏↔③✿◆▼❇❈s✎☎❙◗▼❇❈❆❁➇❁✸✻✺✷✼✿✾❁❀
x
✼✿✺❁④✖✇✽◆▼✾⑩❋■◆❷➇❁✼➈③✖◆❙❏✵✺✰✾❁◆➋❀❁◗▼❏❙❇❘❆✖❍❑s❘s❘✼✿✾❁❏▼◆❾④⑩✼❷✺❁s❘s❈❍❖◆▼✾✰✾❁◆➋◆▼✾
x/λ
✯✷❻❧▲❖▲❑◆r❋❘◆▼✾❁❀
③✖◆❙❇❘s ☎❙◗▼❇❈❆⑦P✝❆✖✺❁❇
x
④✖❇■✼✿✾✰❀➞❏➈✼❷❇r▲❑❆✖❍❖✾✟❀❁◆➁▲❖✼✽P❁✼✿❇❘❆✖❍❭▲❑◆→s●➜❉s❈❋■❶❙✇➄◆➁❇❘◆❙❋❘❇❘❆✖✺➓③✖◆➁s❈❆✖✾➲❍❑✾✻③❷✼✿❇❈❍➧✼✿✾✰❏▼◆❾P✷✼✿❇r❇❘❆✿❋■✼❷❋■❍❑❆✖✾✣➇
❏▼◆⑤✸✻✺❁❍❅❍❖✇✽P✝❆✖s❘◆✹▲❖✼↔✾❉✺✰▲❖▲❖❍➅❋■◗❥❀✰◆r❏❙◆❙❋❘❋❘◆⑤✇➄❆❢➜✖◆❙✾❁✾❁◆❷✯➓♥❭✼❾❇■✼✿P✰❍❖❀❁❍➅❋■◗❾➝➂④⑩✼✿✺❁s❈s❘❍❖◆❙✾❁✾❁◆➈➥❺❀❁◆⑤▲❖✼❾❀✰◗▼❏▼❇❈❆✖❍❖s❈s■✼✿✾✰❏▼◆⑨◆▼s❈❋✉▲❑❍❖◗▼◆
⑧➄▲❖✼✽✇✽◆▼s❈✺❁❇❘◆✵❀❁◆➁▲➨♦♣❍❑✾⑩❋■◗▼④✿❇■✼✿▲❑◆↔➀➂❆✖✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾✰✾❁◆▼▲❑▲❖◆➋◆❙❋↔✼✿✺❁❇❘✼➄❀❁◆❙s❊❏▼❆✿✾❁s❘◗❙✸❉✺✰◆▼✾❁❏❙◆▼s❾s❘✺❁❇r▲❖◆❙sr❆✖❇❈❀❁❇❘◆❙s❊❀❁◆✵④✖❇■✼❷✾❁❀❁◆▼✺✰❇
❀❁◆❾❏▼◆❙❇❈❋■✼✿❍❖✾❁s⑤❀❁❍❖✼✿④✖❇❘✼✿✇➄✇✽◆▼s✈✸✻✺❁◆❾▲➍♦⑥❆✖✾✟✼✿✺❁❇■✼➃⑧➃❏▼❆✖✾✰s❘❍❖❀✰◗▼❇❘◆❙❇⑤❀✷✼✿✾❁s⑤▲➧✼②s❈✺❁❍❑❋❘◆✿✯
 ✘ ➫↔✼❷✾❁s❳▲➧✼⑤❇❘◆❙P❁❇❘◗❙s❘◆❙✾✻❋■✼❷❋■❍❑❆✖✾✟➝➂➳❊➠❘➠❽✯➅➵❢➸⑩➥✙◆▼✾❿❍❑✾✻❋❘◗▼④✖❇❘✼✿▲❖◆❺❀❁◆❃❏❽➏❁◆▼✇✽❍❖✾✣➇♠✺❁✾✰◆❥P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙✺❁▲❖◆✉◆▼s●❋❧✼✿❍❑✾❁s❘❍❉❇❘◆❙P❁❇❘◗❙s❘◆❙✾➓✱
❋❘◗▼◆⑤P✷✼✿❇❺✺❁✾➃➉✷▲➧✼❷✇➄◆❙✾✻❋❺❀✰❆✖✾⑩❋✈▲❑◆▼s❺❀❁◆❙✺➓➑✽◆q➑❉❋■❇❈◗▼✇✽❍❑❋❘◗▼s❺s❘❆✖✾⑩❋
r
➇⑩❀❁◗▼✾✰❆✖✇➄✇✽◗✹P✝❆✖❍❖✾⑩❋❺❇■✼❷❏▼❍❖✾✰◆✿➇⑩◆❙❋✈✼➈③✖◆❙❏r✺✰✾❁◆
➀➂❆✖❇❈✇➄◆❊✼✿▲❖◗▼✼❷❋■❆✿❍❖❇❘◆
ξ(s)
➇✰s❈✺❁❇✹▲❖◆❙s✹❏▼❆✖✾➓➉✷④✖✺❁❇❘✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s❥❀❁◆➋▲❖✼✿✸✻✺❁◆▼▲❑▲❖◆r❍❖▲❅➀➌✼✿✺✰❋✹s❈❆✖✇➄✇✽◆▼❇❙✯✷➭↔✾✟✼❿✼✿❍❖✾✰s❘❍❼❇❈◆▼✇❿✱
P❁▲❖✼✿❏▼◗✉▲➧✼⑨❀❁❍  ✽❏❙✺❁▲❑❋❘◗❃▲❖❍❑◗▼◆✉⑧❊▲❖✼r✾❁❆✖✾❉✱✴❏▼❆✿✇➄✇②✺➓❋❽✼❷❋❘❍❑③❉❍❑❋❘◗❧❀❁◆▼s❳❆✿P❹◗❙❇■✼❷❋❘◆▼✺❁❇❈s❴❀❁◆✈▲➧✼r✇✽◗▼❏▼✼✿✾❁❍❑✸❉✺✰◆❃✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸✻✺❁◆
P✷✼❷❇✹❏▼◆▼▲❑▲❖◆➋▲❑❍❖◗▼◆↔⑧✽▲➨♦♣❍❑✾✻❋❘◗▼④✖❇❘✼❷❋■❍❑❆✖✾✒s❈✺❁❇✹❋■❆✖✺❁s⑤▲❑◆▼s✹❏❽➏❁◆❙✇➄❍❑✾❁s▼✯
✓☎✄ ✄ ✔✁  ✔     ✬ ✓✣✤ ☛ ✢✝✓
✁
✪☎✠ ✤✯✮✧★✒✍ ✓ ✱✩✢✝✄
✲↔✺✷✼✿✾❁❀✒❆✿✾⑦❏▼❆✿✾❁s❘❍❑❀❁❶▼❇❈◆❊❀❁◆❙✺➓➑✒P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲❖◆▼s
1
◆❙❋
2
◆▼✾✒❍❑✾⑩❋■◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾✽❏▼❆✿✺❁▲❖❆✖✇➁①❁❍❖◆❙✾❁✾❁◆⑨✼➈③✖◆▼❏❊✺❁✾✒P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲
vw
➇✷▲➨♦♣➏❁✼✿✇➄❍❑▲❑❋❘❆✖✾❁❍❖◆❙✾➄❀✰◆→❏❙◆▼s⑨❀❁◆▼✺❉➑✟P✷✼✿❇❈❋❘❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s✹◆▼s❈❋→➊
Hˆ12 = Hˆ1 + Hˆ2 + e1e2vˆw(r1, r2)
➝❡➳↔➠❈➠❽✯ ➡➓➵❢➥
❆✖➻
Hˆ1
◆q❋
Hˆ2
s❘❆✿✾✻❋➁▲❖◆❙s→➏❁✼✿✇➄❍❑▲❑❋❘❆✖✾❁❍❖◆❙✾❁s➋❏▼❆✿✾✻❋❘◆▼✾✷✼❷✾✻❋→❋■❆✿✺❁s➁▲❑◆▼s❾◆❙❸❹◆❙❋❘s②⑧✫✺✰✾ ❏▼❆✿❇❘P❁s⑦➝➌◗❙✾❁◆▼❇❈④✖❍❖◆✽❏▼❍❑✾❁◗❙❋❘❍❖✸✻✺❁◆✿➇
P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲❖▲❖◆✉◆❙❋❳❀❁◆❥❇❘◗❙P❁✺❁▲❑s❘❍❖❆✿✾②❀❁✺❿✇②✺❁❇■➥➩P✝❆✖✺❁❇❳❏❽➏❁✼✿❏▼✺❁✾✰◆✹❀❁◆▼s❧❀❁◆❙✺➓➑➁P✷✼✿❇❈❋❘❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s▼➇✖✼❷✾✷✼✿▲❖❆✿④✖✺❁◆▼s❴⑧❊❏▼◆❙▲❖✺❁❍➓❏▼❆✖✾✰s❘❍➅✱
❀❁◗❙❇❘◗⑨P❁❇❘◗❙❏▼◗▼❀✰◆▼✇✽✇➄◆❙✾✻❋▼✯❉➦❩❆✖✺❁❇✉❏➈✼❷▲❖❏▼✺✰▲❖◆▼❇❧▲❑◆▼s❺◗▼▲❑◗▼✇✽◆▼✾⑩❋■s❺❀❁◆⑨✇➄✼❷❋■❇❈❍❖❏▼◆❃❀❁◆r❏❙◆❙❋✈❆✖P✝◗▼❇■✼❚❋■◆▼✺✰❇▼➇⑩❍❖▲✰◆▼s❈❋✈P✝❆✖s❘s❈❍❖①❁▲❑◆✹❀❁◆
❇❘◆❙P❁❇❘◆❙✾❁❀❁❇❈◆✽▲❖✼⑦❀❁◗❙✇⑦✼✿❇❈❏❽➏❁◆②P❁❇❈◗▼❏❙◗▼❀❁◆❙✾✻❋❘◆✿➇❭◆▼✾➐❍❑✾✻❋❘❇❘❆❉❀❁✺❁❍❑s■✼✿✾⑩❋↔✺✰✾➎❏❽➏✰◆▼✇✽❍❖✾➛P✝❆✖✺❁❇↔❏❽➏✷✼❷❏▼✺❁✾❁◆❿❀✰◆▼s❾P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s▼✯
➦❩❆✿✺❁❇⑤✺❁✾✫◗❙▲❖◗❙✇➄◆❙✾✻❋⑤❀✰◆→✇➄✼❷❋❘❇❘❍❖❏❙◆↔❀❁❍❖✼✿④✖❆✖✾✷✼❷▲➍➇✰❆✿✾✫✼❷①❹❆✖✺➓❋■❍❑❋✹⑧➃▲❖✼❿❇❘◆▼P✰❇❘◗▼s❈◆▼✾⑩❋❽✼❚❋■❍❖❆✿✾✭➊
< r1, r2|Hˆ|r1, r2 >=
1
(2πλ21)
3/2
1
(2πλ22)
3/2
∫
Dxξ1 Dxξ2
e−β ✁
1
0 ds V (r1+λ1 ✂ 1(s))e−β ✁
1
0 ds V (r2+λ2 ✂ 2(s))e−βe1e2 ✁
1
0 ds vw(r1+λ1 ✂ 1(s),r2+λ2 ✂ 2(s))
➝❡➳↔➠❈➠❽✯ ➡✖➡✿➥
➭↔✾➁③✖❆✿❍❑❋❩s❘✺❁❇❩❏▼◆❙❋❈❋■◆❥◆➒➑➓P❁❇❘◆❙s❘s❘❍❑❆✖✾②✸✻✺❁◆❥❀❁✼✿✾❁s❴▲❑◆✈▲❖✼✿✾❁④⑩✼❷④✖◆✈❀✰◆▼s❴❍❑✾⑩❋■◗▼④✿❇■✼✿▲❑◆▼s➩❀❁◆❃❏❽➏❁◆❙✇➄❍❑✾✣➇❚▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❖❆✿✾✵⑧r❀❁◆▼✺➓➑
❏▼❆✿❇❘P❁s❺P❁❇❈◗▼s❘◆❙✾⑩❋■◆⑤✺❁✾❁◆⑤P❁❇❈❆✖P❁❇❘❍❑◗❙❋❘◗✹❇❘◆▼✇➄✼✿❇❈✸❉✺❁✼✿①❁▲❖◆❊➊✖▲❖◆❙s❧❏❽➏❁◆▼✇✽❍❖✾❁s❧❀✰◗▼❏▼❇❈❍❑③❷✼✿✾⑩❋❺▲❖◆❙s❧❀❁◆▼✺❉➑➃P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s▼➇
ξ1(s)
◆q❋
ξ2(s)
✜ ✟✕✚✸✝ ✛✾✗✤✣✙✜☞✌✍✌✖✝✠✟✕✚✕☎ ✚❋✝✠✦ ✑✕✌✄✪✁✣✓✗✙✏  ✖✯❉➠✴▲✷➀➌✼✿✺➓❋❃❀❁❆✿✾❁❏❊✇➄✼✿✾❁❍❑◆▼❇❺▲➍♦⑥❍❖✇➄✼✿④✖◆✹❀❁◆❙s✈➉✷▲❖✼✿✇✽◆▼✾⑩❋■s✈✼➈③✖◆▼❏❊P❁❇❘◗❙❏➈✼✿✺✰❋❘❍❖❆✖✾❼✯
❻❧✾➁◗❙▲❖◆▼❏q❋■❇❈❆✖s❈❋■✼❷❋■❍❑✸❉✺✰◆✉❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❑✸❉✺✰◆✿➇❢❀❁◆❙s➩➉✷▲❖✼✿✇✽◆▼✾⑩❋■s❭P✝❆✖❇❈❋■✼✿✾⑩❋❩❀✰◆▼s➩❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆▼s➩▲❖❍❖✾✰◗▼❍❖✸✻✺❁◆❙s✙❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿④✿❍❖s❘s❈◆▼✾⑩❋❩P✷✼✿❇✙❋■❆✖✺✰s
▲❖◆❙s✵❏❙❆✖✺❁P❁▲❑◆▼s✵❀❁◆⑦P✝❆✖❍❖✾⑩❋❘s✵P✝❆✖s❘s❈❍❖①❁▲❑◆▼s❙✯❴♥✙◆▼s→➉✷▲➧✼❷✇➄◆❙✾✻❋❘s✵✸✻✺❁❍✉s▼♦⑥❍❖✾⑩❋❘❇❘❆❉❀❁✺❁❍❖s❈◆▼✾⑩❋②❀❁✼✿✾❁s➁▲➨♦♣❍❑✾⑩❋■◗▼④✿❇■✼✿▲❑◆❿❀❁◆⑦❏❽➏❁◆❙✇➄❍❑✾
✾✣♦⑥❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿④✿❍❖s❘s❈◆▼✾⑩❋✒✸✻✺✷✼❷✾✻❋➆⑧ ◆▼✺➓➑❹➇✈✸❉✺✰◆➲P✷✼✿❇➄❀❁◆▼s✒P✝❆✖❍❑✾✻❋❘s✒✼➈➜⑩✼❷✾✻❋✒▲➧✼➐✇➄➾❙✇➄◆➞✼✿①❁s❘❏❙❍❖s❈s❘◆➲❏❙✺❁❇❈③❉❍❖▲❑❍❖④✖✾✰◆✿✯❺✳r❆✿✺❁s
③✖◆❙❇❘❇❈❆✖✾❁s⑨✸❉✺✰◆→❏❙◆❙❋❈❋■◆→P❁❇❘❆✖P✰❇❘❍❖◗q❋■◗❾✼✿✺✰❇■✼❿❀❁◆▼s⑨❏▼❆✿✾❁s❘◗❙✸❉✺✰◆▼✾❁❏❙◆▼s↔P❁➏⑩➜❉s❘❍❑✸✻✺❁◆▼s❙✯
✁➓❍❧❆✖✾➎P❁❇❘◆❙✾❁❀ ◆❙✾✭❏❙❆✖✇✽P✰❋■◆✽✼✿✺❁s❈s❘❍❺▲❖◆❙s❾s❈❋❽✼❚❋■❍❖s●❋■❍❑✸❉✺✰◆▼s❾✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸❉✺✰◆▼s▼➇❭❆✖✾➎◆▼s●❋✵✼✿✇➄◆❙✾❁◗✽⑧✟❏❙❆✖✾❁s❈❍❖❀❁◗❙❇❘◆▼❇❾❀❁◆❙s
◗▼▲❑◗▼✇✽◆▼✾⑩❋■s❴✾❁❆✖✾➓✱ ❀❁❍➧✼✿④✿❆✖✾✷✼✿✺➓➑➁❀❁✺❿➏✷✼❷✇➄❍❑▲❑❋■❆✿✾❁❍❖◆❙✾✣➇❢❀❁❍❑❋❘s❧✼✿✺❁s❈s❘❍✰❋❘◆▼❇❈✇➄◆❙s❧❀✣♦♣◗❙❏❽➏✷✼✿✾❁④✿◆
< r2, r1|Hˆ|r1, r2 >
✯⑩➭↔✾
P✝◆▼✺✰❋❾◆❙✾❁❏▼❆✖❇❈◆➃❀❁❆✖✾❁✾❁◆❙❇➋✺❁✾❁◆❿❇❈◆▼P❁❇❈◗▼s❘◆❙✾⑩❋❽✼❷❋❘❍❖❆✖✾➎◆▼✾➛❋■◆❙❇❘✇✽◆▼s➋❀✣♦⑥❍❖✾⑩❋❘◗▼④✖❇❘✼✿▲❖◆❙s↔❀❁◆❿❏❽➏❁◆❙✇➄❍❑✾➛❀❁◆➃❏▼◆❙❋❾◗❙▲❖◗❙✇➄◆❙✾✻❋↔❀❁◆
✇➄✼❷❋■❇❈❍❖❏▼◆❷✯✙♥❭✼✟❀✰❍❑❸❹◗▼❇❘◆❙✾❁❏▼◆✽◆▼s❈s❘◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲❖▲❖◆✽✼➈③✖◆❙❏⑦▲➨♦♣◆➒➑✰P✰❇❘◆▼s❈s❘❍❑❆✖✾ P✝❆✖✺❁❇❾▲❖◆❙s❾◗▼▲❖◗❙✇➄◆❙✾⑩❋■s❾❀❁❍➧✼❷④✖❆✖✾✷✼✿✺❉➑➐◆▼s●❋➁✸✻✺❁◆✽▲❖◆❙s
❏❽➏❁◆❙✇➄❍❑✾❁sr❀✰◆➁❏❽➏✷✼✿❏❙✺❁✾❁◆✵❀❁◆▼srP✷✼✿❇❈❋❘❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s⑨✾✰◆➁s❘❆✿✾✻❋rP❁▲❑✺❁s⑨➀➂◆❙❇❘✇✽◗▼s⑨❏▼❆✖✇✽✇✽◆→P✰❇❘◗▼❏❙◗▼❀❁◆❙✇➄✇✽◆▼✾⑩❋▼➇❹✇➄✼✿❍❖s✹P❁✼✿❇❈❋❘◆▼✾⑩❋
◆▼✾❿➀➌✼✿❍➅❋❳❀✣♦⑥✺❁✾❁◆✹P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲❖◆❾➝➂◆▼✾
s = 0
➥❩P✝❆✖✺❁❇❧✼✿❇❈❇❘❍➅③✖◆▼❇❴s❘✺❁❇❧▲➨♦➢✼✿✺➓❋■❇❘◆➋➝➌◆▼✾
s = 1
➥➩◆❙❋❺✸✻✺✣♦⑥✺❁✾❿➀➌✼✿❏❙❋❘◆▼✺❁❇❧④⑩✼❷✺❁s❘s❈❍❖◆▼✾
exp {−|r2 − r1|2/2λ2α}
③❉❍❖◆❙✾✻❋⑨◆❙✾✟➀➌✼✿❏q❋■◆❙✺❁❇▼✯
✄✠✟✌✟✘☎✠✟   ✄ ☛ ☎ ✌☞☛ ✑ ☛ ✑ ✡ ✠✒✌ ✌✰✎✞✑☞☛
✓☎✄ ✄ ✔   ✔✗✖ ✚ ✑✔✓ ★✂✁ ✠ ✱✗✢✥✛☎✍ ✢
➦❴✼✿❇➋s❈❆✖✺❁❏❙❍❳❀❁◆②s❈❍❖✇✽P❁▲❖❍❑❏▼❍❑❋❘◗❾❀✷✼✿✾❁s➋▲➨♦♣◆➒➑✰P✝❆✖s❈◗②❀❁◆❿▲➧✼✽✇➄◗q❋■➏❁❆❉❀❁◆❷➇❼✾❁❆✖✺✰s❾✼✿▲❖▲❑❆✖✾❁s⑨s❘✺❁P❁P✝❆✖s❈◆▼❇❾❀✷✼✿✾❁s❊▲➧✼⑦s❈✺❁❍❑❋❘◆
✸✻✺❁◆⑦▲❑◆▼s✵P✷✼✿❇❈❋❘❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s✵✸✻✺❁◆➄▲➍♦⑥❆✖✾ ❏❙❆✖✾❁s❘❍❑❀❁❶▼❇❈◆⑦❆✖①✝◗▼❍❑s❘s❈◆▼✾⑩❋❿⑧✟▲➧✼➯s❈❋❽✼❚❋■❍❖s●❋■❍❑✸❉✺✰◆➄❀❁◆✚✓➞✼❚➑✌☞✈◆▼▲❖▲ ✱❋✂❃❆✿▲❑❋ ☎❙✇⑦✼❷✾❁✾✣✯➩➭↔✾
✾❁◆✽❇❘◆q❋■❍❖◆❙✾⑩❋➁❀❁❆✿✾❁❏➄❀❁✼✿✾❁s➁▲➨♦♣◆➒➑➓P❁❇❘◆❙s❘s❘❍❑❆✖✾ ➝❡➳↔➠❈➠❽✯ ✴✖➥➋✸✻✺❁◆✽▲❖◆▼s→◗▼▲❑◗▼✇✽◆▼✾⑩❋■s→❀❁◆➄✇⑦✼❷❋❘❇❘❍❑❏▼◆❿❀❁❍❖✼✿④✖❆✖✾✷✼❷✺➓➑❹✯❭❻❺✾✭◆❙❸❹◆❙❋▼➇
✾❁❆✖✺✰s❃P✝❆✖✺✰③✖❆✿✾❁s❃❀❁◗❙✇➄❆✿✾✻❋❘❇❘◆❙❇❃✸✻✺❁◆❊▲❑◆▼s❺❋■◆❙❇❘✇✽◆▼s❃❀❼♦♣◗❙❏❽➏✷✼✿✾❁④✖◆❊✾❁◗▼④✖▲❑❍❖④✖◗❙s❺❏▼❆✖✾⑩❋■❇❈❍❖①❁✺✰◆▼✾⑩❋✹⑧→▲➍♦⑥❆✖❇❘❀❁❇❈◆
(λ/a)3
❀✷✼❷✾❁s
▲❖◆❙s❿❀❁◆▼✾✰s❘❍❑❋❘◗▼s➃◆❙❋➃▲❑◆▼s②➀➂❆✖✾✰❏❙❋■❍❑❆✖✾❁s❿❀❁◆➆❏❙❆✖❇❘❇❈◗▼▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾✣✯❩✳r❆✖✺❁s➃❏❙❆✖✾❁s❘❍❑❀❁◗▼❇❈◆▼❇❈❆✖✾❁s➃❀❁◆▼s➃❇❈◗▼④✖❍❑✇➄◆❙s②P❁➏⑩➜❉s❘❍❖✸✻✺❁◆❙s✽❋❘◆▼▲❑s
   
✸✻✺❁◆
(λ/a)3
P❹❆✿✺❁❇❘❇❘✼✵➾❙❋❘❇❘◆r✾❁◗▼④✖▲❑❍❖④✖◗⑨❀❁◆q③✿✼❷✾✻❋❃▲❖◆❙s❃P✝◆❙❋■❍➅❋■s✈P✷✼✿❇■✼❷✇➄❶q❋■❇❘◆❙s✈✸✻✺❁❍❹s▼♦⑥❍❖✾⑩❋■❇❈❆➓❀✰✺❁❍❖❇❈❆✖✾⑩❋➈➇✻❏▼◆r✸❉✺✰❍✻➔❈✺❁s●❋■❍❑➉❁◆
❏▼◆q❋❘❋❘◆⑦s❘❍❑✇➄P✰▲❖❍❑➉❁❏➈✼❷❋❘❍❖❆✖✾✣✯❼♥✙◆➄➀➂❆✖❇❈✇⑦✼✿▲❑❍❖s❈✇➄◆②❀✰◗❙③✖◆❙▲❖❆✖P✰P❹◗➄❀✷✼✿✾❁s✵▲➧✼✫s❈✺❁❍❑❋❘◆➄P✝◆▼✺➓❋②✾❁◗▼✼✿✾❁✇✽❆✖❍❖✾❁s❾❍❑✾❁❏▼❆✖❇❈P❹❆✿❇❘◆▼❇→❏▼◆❙s
◆❙❸❹◆❙❋❘s⑤❀✣♦♣◗❙❏❽➏✷✼✿✾❁④✿◆✿✯
♥❭✼⑨④✖❇❘✼✿✾❁❀❁◆❧➀➂❆✖✾✰❏❙❋■❍❑❆✖✾❾❀❁◆❺P✷✼✿❇●❋■❍❑❋❘❍❖❆✖✾➋❀✰✺✵s●➜➓s●❋■❶❙✇➄◆✉s▼♦⑥◆q➑➓P❁❇❈❍❖✇✽◆✈◆❙✾→❋❘◆▼❇❘✇✽◆▼s❭❀✣♦⑥❍❖✾⑩❋❘◗▼④✖❇❘✼✿▲❖◆❙s✣➀➂❆✖✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾✰✾❁◆▼▲❑▲❖◆▼s
s❘❆✿✺❁s⑤▲➧✼②➀➂❆✖❇❘✇✽◆➃➝➂❏❙➀➟✯ ✄♣❄❃❆✖❇ ✱
✁
❏ ✆➧➥➋➊
Ξ =
∞∑
N=0
1
N !
∫ N∏
n=1
[dLnz(Ln)] e
−β ✕ i<j eiejvw(   i,   j) ➝❡➳↔➠❈➠❽✯ ➡✿➸✖➥
➫↔✼✿✾✰s✹❏▼◆❙❋❈❋■◆❾◆q➑➓P❁❇❈◆▼s❈s❘❍❖❆✿✾
L
❇❘◆❙P❁❇❘◗❙s❘◆▼✾⑩❋❘◆✵▲❑◆▼s❥❏▼✼✿❇■✼✿❏q❋■◗❙❇❘❍❖s●❋■❍❑✸❉✺✰◆▼s✹❀✣♦⑥✺❁✾➯❏❽➏❁◆▼✇✽❍❖✾❼➇✰❏✿♦⑥◆▼s●❋❈✱✴⑧❚✱✴❀❁❍❑❇❘◆↔▲❑◆▼s✹❀❁❆✿✾❁✾❁◗▼◆❙s
❀❁◆✹▲➨♦♣◆❙s❘P✝❶▼❏▼◆✹❀✰◆✹▲➧✼↔P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆❃❏▼❆✿✾❁s❘❍❑❀❁◗▼❇❈◗▼◆✿➇⑩❀✰◆✹s❘❆✖✾❿P✝❆✖❍❖✾⑩❋❧❇❘✼✿❏▼❍❑✾❁◆
r
◆❙❋❺❀❁◆✹s❘✼↔➀➂❆✖❇❘✇✽◆
ξ(s)
➊
L = (α, r, ξ)
✯
♥❧♦♣◆❙s❘P✝❶▼❏❙◆→❍❑✾⑩❋■◆▼❇●③❉❍❖◆▼✾⑩❋❃❀✷✼✿✾❁s✹▲➨♦♣◆➒➑➓❋❘◆▼✾❁s❈❍❖❆✖✾➆❀✰✺✒➉✷▲➧✼✿✇✽◆▼✾⑩❋❃P❁✺❁❍❖s❈✸✻✺❁◆↔❏▼◆❙▲❖✺❁❍ ✱✴❏❙❍❼✼②P✝❆✖✺❁❇✈❇❘◆▼P✰❇❘◗▼s❈◆▼✾⑩❋❽✼❚❋■❍❖❆✿✾✟P❁✼✿❇■✼❚✱
✇✽◗❙❋■❇❈❍❖✸✻✺❁◆
r + λαξ(s)
✯✝♥❭✼✽✇✽◆▼s❈✺❁❇❘◆✵❀✣♦⑥❍❖✾⑩❋■◗❙④✖❇■✼❷❋❘❍❖❆✖✾✟s❘✺✰❇r▲❖✼✽①✝❆✖✺❁❏❙▲❖◆
L
◆▼s❈❋❊❀❁❆✖✾❁❏→◆▼✾✫➀➌✼✿❍❑❋⑨✺❁✾❁◆→✾❁❆✿❋■✼❷❋■❍❑❆✖✾
P✝❆✖✺❁❇➋➊ ∫
dL =
ns∑
α=1
∫
x≥0
dr
∫
Dxξ
➝➂➳↔➠❈➠❽✯ ➡❚➺✻➥
❆✖➻✭▲❖◆➃❏❽➏❁◆▼✇✽❍❖✾
ξ
❀❁❆✖❍➅❋→③✿◗▼❇❈❍❑➉✷◆❙❇
x + λαξx(s) > 0
P✝❆✖✺❁❇❾❋■❆✿✺✰❋
s
➇❭✸✻✺✷✼✿✾✰❀ ❆✖✾➎❍❖✾❁❏❙❆✖❇❘P✝❆✖❇❈◆✽▲❖✼✟❇❈◗▼P❁✺✰▲❖s❘❍❑❆✖✾
❀❁✺➽✇➁✺❁❇➁❀✷✼❷✾❁s②▲➧✼✟✇➄◆❙s❘✺❁❇❈◆⑦❀✣♦⑥❍❖✾⑩❋❘◗▼④✖❇❘✼❷❋■❍❑❆✖✾✣✯➩♥✙◆➄❋■◆❙❇❘✇✽◆✒⑧➞❀✰◆▼✺➓➑ ❏▼❆✖❇❈P❁s
vw(Li,Lj)
❇❈◆▼P❁❇❈◗▼s❘◆❙✾⑩❋■◆➯▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◆❙❇●✱
✼✿❏q❋■❍❖❆✿✾➎◗❙▲❖◆❙❏❙❋■❇❈❆✖s❈❋■✼❷❋■❍❑✸✻✺❁◆✿➇✣❋❘◆▼✾✷✼✿✾⑩❋✵❏▼❆✖✇✽P✰❋❘◆✽❀❼♦♣✺❁✾✰◆➄◗q③✖◆▼✾⑩❋❘✺❁◆▼▲❑▲❖◆✽❇❘◗▼P✝❆✖✾❁s❈◆⑦❀❁◆➃▲❖✼➯P❁✼✿❇❘❆✖❍➨➇✣◆▼✾⑩❋❘❇❘◆➃➉✷▲➧✼✿✇✽◆▼✾⑩❋❘s
✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸✻✺❁◆▼s➁➝➌❍➨✯♣◆❷✯✷⑧②❋■◆▼✇✽P❁s⑤◗▼④✖✼✿✺➓➑❁➥↔➊
vw(Li,Lj) =
∫ 1
0
ds vw
(
ri + λiξi(s), rj + λjξj(s)
)
➝❡➳↔➠❈➠❽✯ ➡ ✴✿➥
✟➩❆✖✺❁s②▲❑◆▼s➁◆q❸❼◆q❋■s➁⑧➞✺❁✾➽❏❙❆✖❇❘P❁s②✼✿✺✰❋■❇❈◆▼s②✸✻✺❁◆⑦▲➍♦⑥❍❖✇✽P❹◗❙✾❁◗❙❋❘❇■✼✿①❁❍❑▲❖❍➅❋■◗➁❀✰✺✬✇②✺❁❇▼➇❭❆✖✾⑩❋➁◗❙❋■◗⑦❍❖✾❁❏❙❆✖❇❘P✝❆✖❇❘◗❙s➁❀✷✼❷✾❁s➁▲❖✼
➀➂✺❁④⑩✼❷❏▼❍❑❋❘◗❿◆❙❸❹◆▼❏q❋■❍❑③✿◆
z
➇✙④✿◗▼✾❁◗❙❇■✼✿▲❑❍❖s■✼❚❋■❍❖❆✿✾➐✼✿✺✭❏▼✼✿s❾✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸❉✺✰◆➄❀❁◆✽❏▼◆❙▲❖▲❑◆❿❍❖✾⑩❋■❇❈❆➓❀❁✺✰❍❑❋■◆❿P✝❆✖✺❁❇❾❀❁◆❙s✵P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲❖◆▼s
❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖✸✻✺❁◆❙s⑨◆❙✾➽➝➂➠ ➳②✯➅➵✖✱⑩➥↔➊
z(L) = (2Sα + 1)
eβµα
(2πλ2α)
3/2
exp
{
−1
2
βe2α
∫ 1
0
ds [vw − vb] (x+ λαξx(s), x+ λαξx(s))
}
➝❡➳↔➠❈➠❽✯ ➡
✁
➥
♥✙◆✫❋❘◆▼❇❘✇✽◆
∫ 1
0
ds [vw − vb] (x+ λαξx(s), x+ λαξx(s)) ❇❘◆❙P❁❇❘◗❙s❘◆❙✾✻❋❘◆➛▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❑❆✖✾ ❀❼♦♣✺❁✾✰◆➞P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆
✼➈③✖◆❙❏✒s❘❆✖✾ ❍❖✇➄✼✿④✖◆❿✸✻✺❁❍✉P❹❆✖✺✰❇✵✺❁✾✰◆⑦P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆➄✸✻✺✷✼✿✾⑩❋❘❍❖✸✻✺❁◆⑦s❈◆➄➀➌✼✿❍➅❋✵⑧✟❋■◆❙✇➄P✰s➁◗▼④✖✼✿▲➍✯❭♥✙◆▼s➁✼✿✺✰❋❘❇❘◆▼s→➀➌✼✿❏❙❋❘◆▼✺❁❇❈s
s❘❆✿✾✻❋⑨❍❑✾❁❏▼❆✖❇❈P❹❆✿❇❘◗▼s✹❀❁✼✿✾❁s⑤❀❁◆▼s⑤➀➂✺❁④⑩✼❷❏▼❍❑❋❘◗▼s✹✸✻✺❁◆→✾❁❆✖✺❁s⑨✼✿P✰P❹◆❙▲❖▲❖◆❙❇❘❆✖✾✰s❥✾✻✺❁◆▼s→➊
zα = (2Sα + 1)
eβµα
(2πλ2α)
3/2
➝❡➳↔➠❈➠❽✯ ➡✖✕✿➥
❄❃❆✖✇✽✇➄◆➛◆➒➑➓P❹❆✖s❈◗✭❀❁✼✿✾❁s✟▲➧✼✬s❘◆❙❏❙❋■❍❑❆✖✾ ➠❘➠❽✯♣➸✰✯ ➡❉➇✹✾❁❆✖✺❁s✟▲❖❶q③✖◆▼❇❈❆✖✾❁s✟▲➧✼✬❀❁◗❙④✖◗▼✾❁◗❙❇❘◆❙s❘❏▼◆❙✾❁❏▼◆ s❘✺❁❇✟▲❖◆❙s✟P✝❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲❖s
❏❽➏❁❍❑✇➄❍❑✸❉✺✰◆▼s✹◆▼✾✟❍❖✇✽P✝❆✖s■✼✿✾⑩❋✹▲❖✼❿❏▼❆✖✾❁❀✰❍❑❋■❍❑❆✖✾➆s❘✺✰❇⑨▲❑◆▼s❥➀➂✺❁④✖✼✿❏▼❍➅❋■◗▼s❾➊∑
α
eαzα = 0
➝➂➳↔➠❈➠❽✯ ➡
➚
➥
✶❊❍❑✾❁s❘❍➨➇✰❀✷✼❷✾❁s⑤▲➧✼②s❘✺✰❍❑❋■◆➋✾✰❆✖✺❁s✹③✖◆❙❇❘❇❘❆✿✾❁s⑤✸❉✺✰◆→❏❙◆❙❋❈❋■◆❾❏▼❆✖✾✰❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾➆P✝◆▼❇❈✇➄◆q❋❘❋■❇❘✼❿❀❁◆➋s❘❍❑✇➄P❁▲❑❍❑➉✷◆❙❇❃✾❁❆✿s⑨❀✰◗❙③✖◆❙▲❖❆✖P✰P❹◆➒✱
✇✽◆▼✾⑩❋■s⑤◆❙❋⑨✾❁❆✿✺❁s⑤s■✼➈③✖❆✖✾✰sr✸✻✺✣♦⑥◆▼▲❑▲❖◆➋✾❁◆❾❀❁❆✖❍➅❋⑤P✷✼✿s⑨✼➈③✖❆✖❍❑❇✹❀✣♦⑥❍❖✾❁❏❙❍❖❀❁◆❙✾❁❏▼◆❾P❁➏⑩➜❉s❘❍❑✸❉✺✰◆✿✯
✘ ♥❭✼✵❇❈◆▼P❁❇❈◗▼s❈◆▼✾⑩❋❽✼❷❋❘❍❖❆✖✾➛➝➂➳↔➠❈➠❽✯ ➡❷➸⑩➥✉◆➒➑✰P✰▲❖❍❖❏❙❍❑❋❘◆⑨▲➨♦♣◗❙✸✻✺❁❍❑③❷✼✿▲❑◆▼✾❁❏❙◆r◆❙✾✻❋❘❇❘◆↔✺✰✾✒s❈➜❉s❈❋❘❶▼✇✽◆↔❀❁◆rP✷✼✿❇❈❋❘❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s✈✸✻✺✷✼✿✾❉✱
❋❘❍❖✸✻✺❁◆▼s❃◆❙❋❥✺✰✾➆s❈➜❉s❈❋❘❶▼✇✽◆↔❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖✸✻✺❁◆❊❀✰◆↔①❹❆✿✺❁❏▼▲❑◆▼s❥✼➈➜✖✼✿✾⑩❋✹❀❁◆▼s❥➀➂❆✿❇❘✇✽◆▼s✈✼✿▲❖◗▼✼❷❋■❆✖❍❑❇❘◆❙s❃✼➈③✖◆❙❏➋✺❁✾❁◆↔❍❑✾⑩❋■◆▼❇❘✼✿❏q✱
❋❘❍❖❆✖✾➆❏❙❆✖✺❁▲❖❆✿✇②①❁❍❖◆❙✾❁✾❁◆❾⑧②❋■◆❙✇➄P✰s⑨◗❙④⑩✼✿✺➓➑❹✯
 ✓☎✄ ✄ ✔   ✔   ✆ ✢✥✛☎✄ ★✩✮ ✄ ✄ ✢ ✮ ✍ ✬ ✤✧✤ ✄✥✱ ✠ ✮✧★✩✬✂✛ ✄ ☛✣✢ ✞✭✬ ✓ ✍ ✱✩✢✝✄ ✔ ✟ ✬ ✤✧✤✧✢ ✄ ✪✭✬✰✛☎☛ ✠✘✛ ✍ ✢
➦❩❆✖✺✰❇❺✼❢③✿❆✖❍❖❇❳✼✿❏▼❏❙❶▼s✉✼✿✺➓➑②❆✖①❁s❘◆❙❇❈③❷✼✿①❁▲❑◆▼s❧✸✻✺❁❍✷✾❁❆✿✺❁s❧❍❖✾⑩❋■◗❙❇❘◆❙s❘s❘◆❙✾⑩❋➈➇⑩❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗▼s❺◆q❋❧❏▼❆✖❇❈❇❘◗❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾❁s❙➇✿❀❁◗q➉✷✾❁❍❑s❘s❘❆✿✾❁s
✺❁✾❁◆➋❀✰◆▼✾❁s❈❍❑❋■◗➋❀❁✼✿✾❁s⑤▲➍♦⑥◆▼s❈P✷✼✿❏▼◆➋❀✰◆▼s⑤①❹❆✿✺❁❏▼▲❑◆▼s▼➇✰✼✿✺   P✝❆✖❍❖✾⑩❋ ✁
(α, r, ξ)
➇
ρ(L)
➇❁❀❁◆➋✇➄✼✿✾❁❍❑❶▼❇❘◆↔✼✿✾✷✼✿▲❑❆✖④✖✺❁◆❊⑧➃❏❙◆▼▲❑▲❖◆
❀✷✼✿✾✰s⑨▲➨♦♣◆❙s❘P✷✼❷❏▼◆❾❀❁◆▼s⑨P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼s→➝➌❏q➀➟✯❭➝➌➠❈➠❽✯❑➵❢➥❘➥❊➊
ρ (L = (α, r, ξ)) ≡
〈∑
i
δαi,αδ(r− ri)δ(ξ − ξi)
〉
Ξ
➝❡➳↔➠❈➠❽✯ ➡✙✱✖➥
◆❙❋⑨✺❁✾✰◆❾➀➂❆✿✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾➯❀❁◆❾❏▼❆✿❇❘❇❘◗❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾➄❋■❇❘❆✿✾❁✸✻✺❁◗▼◆→◆▼✾⑩❋■❇❈◆❾①❹❆✖✺✰❏▼▲❖◆❙s❾➊
ρ(2) T (La,Lb) =
〈∑
i6=j
δαi,αaδαj ,αbδ(ri − ra)δ(rj − rb)δ(ξi − ξa)δ(ξj − ξb)
〉
Ξ
− ρ(La)ρ(Lb) ➝❡➳↔➠❈➠❽✯➢➸✖➤✖➥
▲❖◆❙s❊✇✽❆❢➜✖◆▼✾✰✾❁◆▼s↔◗q❋❽✼✿✾⑩❋❊P❁❇❘❍❑s❘◆▼s❊✼➈③✖◆▼❏➁▲➧✼✽➀➂❆✿✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾✫❀❁◆➁P✷✼❷❇❈❋■❍➅❋■❍❑❆✖✾➯❀❁◆▼s↔①✝❆✖✺❁❏❙▲❖◆❙s❿➝➂➳❊➠❘➠❽✯➢➡✿➸⑩➥❽✯✣❄❃◆q❋❘❋❘◆➁➀➂❆✖✾❁❏q❋■❍❖❆✿✾
❀❁◆rP✷✼✿❇❈❋❘❍❑❋❘❍❖❆✖✾➃P✝◆▼✺✰❋❥✼✿✺❁s❘s❈❍❹➾q❋■❇❈◆r③❉✺❁◆❊❏❙❆✖✇✽✇➄◆⑨✺❁✾❁◆⑨➀➂❆✖✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾✰✾❁◆▼▲❑▲❖◆✹❀❁◆❙s❃➀➂✺❁④⑩✼✿❏❙❍❑❋❘◗▼s
z(L)
➇✻❆✖➻⑦▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◗❙④✖❇■✼❷❋❘❍❖❆✖✾
s❘◆❥➀➌✼❷❍❑❋❩❍❖❏▼❍❉s❘✺✰❇❧▲❖◆▼s❩❏❽➏❁◆▼✇✽❍❖✾✰s▼✯⑩♥✙◆▼s❴❀❁◆▼✾❁s❈❍❑❋❘◗▼s❧◆❙❋❳▲❖◆▼s❩➀➂❆✖✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾✰s❴❀❁◆❥❏❙❆✖❇❘❇❈◗▼▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾➁P✝◆▼✺✰③✿◆▼✾⑩❋✈✼✿▲❖❆✿❇❘s❴s❙♦♣◆➒➑➓P❁❇❘❍❑✇➄◆❙❇
❏▼❆✿✇➄✇✽◆➋❀❁◆▼s⑤❀❁◗❙❇❘❍➅③✖◗▼◆❙s⑨➀➂❆✿✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾❁✾✰◆▼▲❖▲❑◆▼s❥④✿◗▼✾❁◗❙❇■✼✿▲❑❍❖s❘◗❙◆▼s⑨⑧❿▲➍♦⑥◆▼s❈P✷✼✿❏▼◆❾❀❁◆❙sr①✝❆✖✺❁❏❙▲❖◆❙s➋➊
ρ(L) = z(L)
δ lnΞ
δz(L)
➝➂➳❊➠❘➠❽✯♣➸✰➵❢✼⑩➥
◆❙❋⑨P✝❆✖✺❁❇
La 6= Lb ➊
ρ(2) T (La,Lb) = z(La)z(Lb)
δ2 lnΞ
δ(z(La))δ(z(Lb))
➝❡➳↔➠❘➠❽✯♣➸✰➵➈①✷➥
❄❃◆▼s➩◗▼✸✻✺✷✼❚❋■❍❖❆✿✾❁s❭s❘❆✖✾⑩❋➩▲➧✼❃❋❘❇■✼✿✾❁s❈P❹❆✿s❘❍❑❋❘❍❖❆✖✾➋❀❁✼✿✾❁s➩▲➍♦⑥◆▼s❘P❁✼✿❏▼◆❺❀❁◆❙s❩①✝❆✖✺❁❏❙▲❖◆▼s✙❀✰◆▼s❭➀➂❆✖❇❘✇②✺✰▲❖◆▼s✙➏❁✼✿①❁❍❑❋❘✺❁◆▼▲❑▲❖◆❙s✣P❹❆✿✺✰③❷✼✿✾⑩❋
s❘◆❙❇❈③❉❍❖❇✉⑧➋❀❁◗q➉✷✾❁❍❖❇❺▲❑◆▼s❧❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗▼s✉◆❙❋✉❏❙❆✖❇❘❇❈◗▼▲➧✼❚❋■❍❖❆✿✾❁s❳P✝❆✖✺❁❇❧❀❁◆❙s✈P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼s❧❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❖✸✻✺❁◆❙sr➝➌❏❙➀➟✯ ✄ ✧✔✓✫➫
➚ ✁
✆➧➥q✯✻➫↔✼❷✾❁s
▲❖◆❊❏➈✼✿s✹❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❖✸✻✺❁◆❷➇❁❏▼◆❙s✹➀➂❆✖❇❘✇②✺✰▲❖◆▼s❃s❘❆✖✾⑩❋r⑧②▲➧✼②①✷✼❷s❘◆➋❀❁◆❙s⑨❀✰◗❙③✖◆❙▲❖❆✖P✰P❹◆❙✇➄◆❙✾✻❋❘s⑤◆▼✾➯④✖❇■✼❷P❁➏❁◆▼s⑤❀❁◆ ✓✫✼❢➜✿◆▼❇❙✯✝❄❃◆❙❋❘❋❘◆
❋■◆❙❏❽➏❁✾❁❍❑✸❉✺✰◆❃③❷✼↔✼✿❍❖✾✰s❘❍➍➇❢P❁✼✿❇❴▲❑◆✈①❁❍❖✼✿❍❖s➩❀❁◆✈▲➧✼r❀✰◆▼s❘❏❙❇❘❍❑P✰❋■❍❑❆✖✾➁◆❙✾➁❋■◆❙❇❘✇✽◆▼s❴❀✰◆❥①❹❆✿✺❁❏▼▲❑◆▼s▼➇❚P✝❆✖✺✰③✖❆✿❍❖❇➩➾❙❋■❇❈◆❃④✖◗❙✾❁◗▼❇❘✼✿▲❖❍❑s❘◗❙◆
✼✿✺➯❏➈✼❷sr❀❁◆❾P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼s❥✸✻✺✷✼❷✾✻❋❘❍❖✸✻✺❁◆❙s②➝➂❏❙➀➟✯ ✄✲✶⑨❄❥➦✩✱❷➺✝✆❡➥➒✯
✶➩③✿◆▼❏➯▲❖◆❙s②❀❁◗q➉✷✾❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾✰s➆➝➌➠❈➠❽✯❑➵❢➥✵◆❙❋✟➝❡➳↔➠❈➠❽✯ ➡✙✱✖➥q➇❴P✰✺❁❍❖s➯➝➂➠❘➠❽✯➢➡✖➥✵◆q❋✟➝➂➳❊➠❘➠❽✯♣➸✖➤⑩➥q➇❩❆✖✾✬P✝◆▼✺✰❋②③✿◗▼❇❈❍❑➉✷◆❙❇❿▲❖◆▼s➁❀❁◆▼✺➓➑
❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾✰s↔➊
ρα(r) =
∫
Dxξ ρ (L = (α, r, ξ))
➝➂➳❊➠❘➠❽✯♣➸⑩➡✿✼⑩➥
◆❙❋
ρ(2) Tαa,αb(ra, rb) =
∫
Dxaξa Dxbξb ρ
(2) T
(
La = (αa, ra, ξa) ,Lb = (αb, rb, ξb)
)
➝❡➳↔➠❘➠❽✯♣➸⑩➡❷①✷➥
✸✻✺❁❍❥➉✷✾❁❍❑s❘s❈◆▼✾⑩❋✽❀✣♦♣◆➒➑➓P❁❇❘❍❑✇➄◆❙❇❿▲➧✼➲❏▼❆✿❇❘❇❘◆❙s❘P✝❆✖✾❁❀✷✼❷✾❁❏▼◆➯◆▼✾⑩❋❘❇❘◆➯▲❖◆➆s●➜➓s●❋■❶❙✇➄◆➯❀❁◆❙s✽①✝❆✖✺❁❏❙▲❖◆❙s❿◆❙❋➃▲❖◆➆s●➜❉s❈❋■❶❙✇➄◆➯❀❁◆❙s
P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼s✹✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸✻✺❁◆▼s❙✯
   
✓☎✄ ✄ ✔   ✔✁  ✆ ✄✝✍ ✬ ✆ ✪✭✬ ✄ ★ ✮✧★✗✬✂✛ ✆✟✓ ✱ ✮✧★✩✪✭✬✰✱ ✠✘★✩✤✧✢
♥✙◆▼s❾❇❘◆❙s❘s❘❆✿✇➄✇➄✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s↔✸✻✺❁◆✽✾❁❆✖✺✰s❾✼❢③✿❆✖✾❁s→❏▼❆✖✾✰s❘❍❖❀✰◗▼❇❘◗❙◆▼s→P❹❆✿✺❁❇➋❀❁◆▼s❾P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼s➋❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❖✸✻✺❁◆❙s▼➇✙s❈❆✖✾⑩❋❾❇❘◗➈✼♠✱
▲❖❍❑s■✼✿①✰▲❖◆▼s❃✸❉✺❁✼✿✾❁❀➞▲❑◆▼s✹P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼s✹❍❑✾✻❋❘◆▼❇❘✼✿④✖❍❖s❈s❘◆❙✾✻❋⑤③❉❍➧✼❿▲➨♦♣❍❑✾✻❋❘◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾➆◗❙▲❖◆▼❏q❋■❇❈❆✖s❈❋■✼❷❋■❍❑✸❉✺✰◆
vw(ri, rj)
✯❅➫↔✼✿✾❁s⑨▲❖◆
s❈➜❉s●❋■❶▼✇✽◆❾❀❁◆▼s⑨①✝❆✖✺❁❏▼▲❑◆▼s❙➇❁▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❑❆✖✾✒◆▼s●❋⑨❀❁◗▼❏❙❇❘❍❑❋❘◆➋P✷✼✿❇→➝❡➳↔➠❘➠❽✯➢➡ ✴✖➥➒✯❁➠✴▲✣◆❙s❈❋⑨❀❁❆✖✾❁❏❾❍❑✾✻❋❘◗▼❇❈◆▼s❘s❘✼✿✾⑩❋⑨❀❁◆❾❀❁◗▼❏❙❆✖✇➃✱
P✝❆✖s❘◆❙❇⑨❏❙◆❙❋❈❋■◆❾❀❁◆▼❇❈✾❁❍❖❶❙❇❘◆❾s❘✺✰❍❑③❷✼✿✾⑩❋⑨▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❖❆✿✾✒❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖✸✻✺❁◆❾❀❁◆❾▲➧✼②✇➄✼✿✾❁❍❑❶▼❇❘◆❿➊
vw(Li,Lj) = v
c c(ri, rj) + v
cm(ri,Lj) + v
mc(Li, rj) + v
mm(Li,Lj)
➝❡➳↔➠❈➠❽✯➢➸✖➸✖➥
❆✖➻
vc c(ri, rj) ≡ vw(ri, rj) ◆▼s●❋②▲➨♦♣❍❑✾✻❋❘◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾➐◗▼▲❑◆▼❏q❋■❇❘❆✿s❈❋❽✼❚❋■❍❖✸✻✺❁◆➃◆❙✾✻❋❘❇❘◆➄▲❖◆▼s→❀❁◆❙✺➓➑✭P❹❆✖❍❑✾⑩❋■s→❇■✼✿❏❙❍❖✾❁◆❙s✵❀❁◆❙s
❀❁◆❙✺➓➑✟①❹❆✿✺❁❏▼▲❑◆▼s✹❏▼❆✿✾❁s❘❍❑❀❁◗▼❇❈◗▼◆▼s⑨◆❙❋→➊
vcm(ri,Lj) ≡
∫ 1
0
ds
[
vw
(
ri, rj + λjξj(s)
)− vw (ri, rj)] ➝❡➳↔➠❈➠❽✯➢➸✿➺⑩➥
✼➈③✖◆❙❏✵✺❁✾✰◆→❀✰◗❙➉✷✾❁❍➅❋■❍❑❆✖✾➯s❈➜❉✇➄◗q❋■❇❈❍❖✸✻✺❁◆❾P❹❆✿✺❁❇
vmc(Li, rj)
◆❙❋⑤P✝❆✖✺❁❇⑤▲❖◆➋❏❙❆✖✇➄P✰▲❖◗▼✇✽◆▼✾⑩❋■✼✿❍❖❇❈◆➁➊
vmm(Li,Lj) = vw(Li,Lj)− vc c(ri, rj)− vcm(ri,Lj)− vmc(Li, rj)
=
∫ 1
0
ds
[
vw
(
ri + λiξi(s), rj + λjξj(s)
)− vw (ri + λiξi(s), rj)
− vw
(
ri, rj + λjξj(s)
)
+ vw (ri, rj)
]
➝❡➳↔➠❈➠❽✯➢➸ ✴✿➥
➭↔✾✭P✝◆▼✺➓❋②✼✿▲❑❆✖❇❘s❾✼❷✺✭✇✽❆✖❍❖✾✰s↔➀➂❆✖❇❘✇✽◆▼▲❑▲❖◆▼✇✽◆▼✾⑩❋➋❀✰◗▼❏▼❆✿✇➄P✝❆✖s❘◆❙❇✵◆❙✾✭s❈◗▼❇❈❍❖◆✽❀❁◆ ✟❴✼➈➜❉▲❖❆✖❇❾▲❑◆▼s❾❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❑❆✖✾❁s❾◆▼✾⑩❋■❇❈◆
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vcm(ri,Lj) =
∫ 1
0
∞∑
q=1
1
q!
[
λjξj(s).∇rj
]q
vw(ri, rj)
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vmm(Li,Lj) =
∫ 1
0
ds
∫ 1
0
ds′ δ(s− s′)
∞∑
q=1
∞∑
q′=1
1
q!
1
q′!
[λiξi(s).∇ri]
q [λjξj(s).∇rj]q′ vw(ri, rj)
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◆❙s❈❋r✼✿▲❑❆✖❇❘s
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z(L)
❀✰◆▼s❥①✝❆✖✺❁❏❙▲❖◆▼s
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P✷✼✿❇✉✺❁✾➆✾❁❆✖✺✰③✿◆➈✼✿✺
P✝❆✖❍❖❀❁s
z[1](L)
➊
z[1](L) = z(L) exp
{
−1
2
βe2α
∫ 1
0
ds
∫ 1
0
ds′ [φ1 − vw] (r+ λαξ(s), r+ λαξ(s′))
}
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♥❧♦♣❍❑✾✻❋❘◗▼❇❈➾❙❋↔❀✰◆②❏▼◆q❋❘❋■◆✵P❁❇❘◆❙✇➄❍❑❶▼❇❈◆➁❇❘◆❙s❘s❈❆✖✇➄✇➄✼❷❋❘❍❖❆✖✾✟◆▼s●❋➈➇❼❏❙❆✖✇✽✇➄◆→❀✷✼✿✾❁sr▲❖◆→❏➈✼✿s❊❏▼▲➧✼❷s❘s❘❍❑✸✻✺❁◆✿➇✝❀✣♦⑥❍❖✾⑩❋■❇❈❆➓❀❁✺✰❍❖❇❘◆
s❈➜❉s●❋■◗▼✇➄✼❷❋❘❍❖✸✻✺❁◆▼✇✽◆▼✾⑩❋➄▲➍♦⑥◆❙❸❹◆❙❋✽❀✣♦⑥◗▼❏❙❇■✼✿✾ s❘✺❁❇✽▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❑❆✖✾✬❀✣♦⑥✺❁✾❁◆➞P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲❖◆➯✼➈③✖◆❙❏➞s❘❆✿✾ ❍❑✇⑦✼✿④✿◆➆◆❙❋➃❋■◆❙❏❽➏➓✱
✾❁❍❑✸❉✺✰◆▼✇✽◆▼✾⑩❋✽P✷✼✿❇❘▲❖✼✿✾⑩❋➈➇❴⑧➛❋❘❇■✼✿❍➅❋■◆❙❇❿✼✿❍❖✾✰s❘❍❥▲❑◆➆P❁❇❘❆✖①✰▲❖❶▼✇✽◆✒▲❑❍❖◗➆⑧➛▲➧✼➲▲❑❆✖✾❁④✖✺✰◆➆P❹❆✖❇●❋■◗❙◆➆❀❁◆➯❏▼◆❙❋❈❋■◆➯❍❖✾⑩❋❘◆▼❇■✼❷❏❙❋■❍❑❆✖✾✣✯
✳r◗▼✼✿✾❁✇✽❆✖❍❖✾✰s✹✾❁❆✖✺❁s⑤P✝❆✖✺❁❇❘❇❈❆✖✾❁s✹③✖❆✿❍❖❇✹✸✻✺❁◆→❏▼◆❙❋r◆❙❸❹◆❙❋⑨❀✣♦⑥◗▼❏❙❇■✼✿✾✟◆▼s●❋❊①✝◆➈✼❷✺❁❏▼❆✖✺✰P✫✇✽❆✖❍❖✾✰s✹◆  ✽❏➈✼✿❏❙◆✵❀❁✼✿✾❁s⑤▲❖◆➋❏▼✼✿s
❀❁◆❾P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼s✹✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸✻✺❁◆▼s❙✯
✓☎✄ ✄ ✄ ✔✙✖✘✔✁  ✄ ✢✝✄ ✄ ✬ ✆ ✆ ✠ ✮✯★✗✬✂✛ ☛✣✢✝✄ ✍✁  ✠✏✎ ✛✣✢✝✄
➫↔✼✿✾❁s✈▲❖◆⑤✇✽➾▼✇✽◆⑨◆❙s❘P❁❇❈❍❑❋✈✸✻✺❁◆❊P✝❆✖✺❁❇✉▲➧✼➋❀❁◆❙✺➓➑➓❍❖❶▼✇✽◆⑨❇❘◆▼s❈s❘❆✖✇✽✇➄✼❷❋■❍❑❆✖✾➃❀❁✺⑦❏▼✼✿s❃❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❖✸✻✺❁◆❷➇✻✾❁❆✖✺❁s✉❀❁◗▼❏❙❍❖❀❁❆✿✾❁s
✼✿▲❑❆✖❇❘s→❀❁◆✒❇❈◆▼s❘s❈❆✖✇✽✇➄◆❙❇➁▲❖◆❙s➁❏❽➏✷✼❚➣➧✾❁◆❙s➁❀❁◆✒▲❑❍❖◆❙✾❁s
f c c
✯❴➦➩❆✖✺❁❇✵❏▼◆▼▲❖✼✰➇➩❀❁◗❙➉✷✾✰❍❖s❘s❈❆✖✾❁s❿▲❑◆▼s➁P✝❆✖❍❑✾✻❋❘s✵❀✰◆➯❄❃❆✖✺❁▲❑❆✖✇②①✣✯
♥✙◆▼s✹▲❑❍❖◆▼✾✰s❥✸✻✺❁◆➋▲➍♦⑥❆✖✾✒❏❙❆✖✾❁s❘❍❑❀❁❶▼❇❈◆➋s❘❆✖✾⑩❋⑤❀❁✺➆❋✴➜❉P✝◆
f c c
➇
f cm
➇
fmc
◆❙❋■❏❷✯❅➭↔✾➯P❁❇❘◆❙✾❁❀➯❏▼❆✖✇✽✇➄◆r❏▼❆✖✾⑩③✿◆▼✾⑩❋■❍❑❆✖✾➯❀❁◆
✇✽◆❙❋❘❋❘❇❘◆✫✺❁✾★s❘❍❑④✖▲❖◆ − ❀✷✼✿✾✰s✒✺❁✾★▲❑❍❖◆▼✾➼P✝❆✖✺❁❇⑦❇❈◆▼✇✽P❁▲➧✼❷❏▼◆▼❇✽✺❁✾★s❈❍❖④✖▲❑◆ c ❆✖✺ m ❀❁◆➞✇➄✼✿✾❁❍❑❶▼❇❘◆✟❍❖✾✰❀❁❍❑❸❹◗▼❇❈◆▼✾⑩❋■◆❷✯
✶❊❍❑✾❁s❘❍
f− c
❀✰◗▼s❘❍❑④✖✾❁◆✭⑧ ▲❖✼✜➀➂❆✖❍❑s
f c c
◆q❋
fmc
✯❊➭↔✾ ✼✿P❁P✝◆▼▲❖▲❑◆➐P❹❆✖❍❑✾⑩❋✫❀✰◆➽❄❃❆✖✺✰▲❖❆✖✇②① ✺❁✾ P❹❆✖❍❑✾⑩❋
L0
✸❉✺✰❍
✾✣♦⑥◆▼s●❋➁❇❈◆▼▲❖❍❑◗②✸✻✺✣♦♣⑧✟❀❁◆❙✺➓➑✭✼✿✺✰❋❘❇❘◆❙s→P✝❆✖❍❑✾✻❋❘s
L1
◆q❋
L2
➝➌P✝❆✖✺✰③❷✼✿✾⑩❋→➾❙❋❘❇❘◆➃✺❁✾➎s❘◆▼✺✰▲❧◆❙❋→✇➄➾❙✇➄◆❿P✝❆✖❍❑✾✻❋❽➥❊P✷✼✿❇➋❀❁◆❙s
▲❖❍❑◆▼✾❁s
f− c(L1,L0).f c−(L0,L2)
✯✣➭↔✾➲❀✰◗▼❏▼❍❑❀❁◆❿✼✿▲❑❆✖❇❘s⑨❀❁◆✵❇❘◆▼s❈s❘❆✖✇✽✇✽◆▼❇r❋❘❆✖✺✰❋❘◆▼s↔▲❑◆▼s⑨❏❽➏✷✼❷➣➧✾✰◆▼s↔❀❁◆➁▲❖❆✖✾❁④✿✺❁◆▼✺❁❇
✸✻✺❁◆▼▲❑❏▼❆✖✾✰✸❉✺✰◆✵❀❁◆❾P✝❆✖❍❖✾⑩❋❘s✹❀❁◆✵❄❃❆✖✺❁▲❖❆✿✇②①✭➝➌❏❙➀➟✯➓➉✷④✖✺❁❇❈◆❾➳❊➠❘➠❈➠❽✯➢➸⑩➥➒✯
❄❃◆❙❋❈❋■◆⑤❀❁◆▼✺❉➑✰❍❑❶▼✇✽◆❥❇❘◆❙s❘s❈❆✖✇➄✇➄✼❷❋❘❍❖❆✖✾❿✼↔❀✰◆▼✺➓➑②◆❙❸❹◆❙❋■s❙✯⑩➫➁♦♣✼✿①✝❆✖❇❘❀➃s❘✺✰❇❧▲❖◆❃P✝❆✖❍❑❀❁s❳❀❁◆❙s❧P❹❆✖❍❑✾⑩❋■s▼✯✿♥✙◆▼s❺✼✿✾❁✾✰◆➈✼✿✺➓➑
❀❁◆→❄❃❆✖✺✰▲❖❆✖✇②①➎➝➌✼➈③✖◆▼❏❾❀❁◆❙s✹P❹❆✿❍❖❀❁s
z[1]
◆q❋⑤▲➧✼➁❇❈❶▼④✖▲❑◆↔❀✣♦⑥◆q➑➓❏▼▲❑✺❁s❘❍❑❆✖✾
R
➥✉s❘❆✖✾⑩❋⑤◆▼✾✟◆❙❸❹◆❙❋⑤❀✰◆▼s✹❏❽➏✷✼❷➣❖✾❁◆▼s❙➇✰➀➂◆▼❇❈✇➄◗❙◆▼s❙➇
❀❁◆✒P✝❆✖❍❑✾✻❋❘s➁❀❁◆✟❄❃❆✿✺❁▲❖❆✖✇➁①✣✯❩❄❃◆❙❋❘❋❘◆➆❀❁◆▼✺❉➑✰❍❑❶▼✇✽◆✒❇❘◆❙s❘s❈❆✖✇➄✇➄✼❷❋❘❍❖❆✖✾➎❋■❇■✼❷✾❁s❈➀➂❆✖❇❈✇➄◆⑦⑧➞✾❁❆✖✺➓③✖◆➈✼❷✺➼▲❑◆▼s②P✝❆✖❍❑❀❁s➁❀❁◆❙s
P✝❆✖❍❖✾⑩❋■s✹❀✰◆▼s⑨❀❁❍➧✼✿④✿❇■✼✿✇✽✇➄◆❙s❃◆❙✾✫✺❁✾✟✾❁❆✖✺➓③✖◆➈✼❷✺➞P✝❆✖❍❖❀❁s❃❇❘◆▼s❈s❘❆✖✇✽✇✽◗
z[2]
➊
z[2](L) = z[1](L)e−
1
2
βe2α ✁
1
0
ds ✁ 1
0
ds′ [(φ2−vw)−(φ1−vw)](r+λα ✂ (s),r+λα ✂ (s′)) ➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯❑➵✖➵❢➥
  
✸✻✺❁❍✝◆▼s❈❋❃❀❁❆✖✾❁✾✰◗❊P✷✼✿❇✉✺❁✾❁◆⑨➀➂❆✖❇❘✇➁✺❁▲❖◆⑤s❘❍❑✇➄❍❑▲➧✼✿❍❑❇❘◆❃⑧✵❏▼◆❙▲❖▲❑◆⑨❏❙❆✖✾❁❏❙◆▼❇❘✾❁✼✿✾⑩❋✹▲❖◆⑤P✝❆✖❍❖❀❁s✉❀❁◆r▲➧✼❾P❁❇❘◆❙✇➄❍❑❶▼❇❘◆⑤❇❈◆▼s❘s❈❆✖✇✽✇⑦✼❚✱
❋■❍❑❆✖✾➎➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯❑➵❢➤✖➥➒➇✷✼➈③✿◆▼❏❾✺❁✾❁◆➋s❈❆✖✺❁s❈❋❘❇■✼✿❏q❋■❍❑❆✖✾➯s❘✺❁P❁P✰▲❖◗▼✇✽◆▼✾⑩❋■✼✿❍❖❇❈◆↔❀✷✼✿✾❁s✹▲➨♦➢✼❷❇❘④✖✺❁✇✽◆▼✾⑩❋✹❀✰◆➋▲➍♦⑥◆q➑➓P❹❆✿✾❁◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲❑▲❖◆❊❀✰✺❁◆
⑧②▲➧✼→❇❘❶❙④✖▲❖◆↔❀❼♦♣◆➒➑✰❏❙▲❖✺❁s❈❍❖❆✖✾
R
✯❁➫❊✼✿✾❁s✹❏▼◆q❋❘❋❘◆➋◆q➑➓P❁❇❘◆❙s❘s❈❍❖❆✖✾✣➇
φ2
◆▼s●❋⑤▲➍♦♣✼✿✾✷✼✿▲❑❆✖④✖✺❁◆⑨❀❁◆
φ1
❀❁◗❙➉❁✾❁❍✣P❁❇❈◗▼❏▼◗❙❀❁◆▼✇✽✇✽◆▼✾⑩❋
◆❙❋❺s❘✼❷❋■❍❑s❈➀➌✼✿❍➅❋❴❀✰❆✖✾❁❏✹▲➍♦⑥◗▼✸✻✺✷✼❚❋■❍❖❆✿✾➯➝➂➳❊➠❘➠❘➠❽✯✺✱⑩➥❩◆❙✾➃❏❽➏✷✼✿✾❁④✖◆▼✼✿✾⑩❋
z
◆▼✾
z[1]
✯⑩❻❧✾✰➉❁✾✣➇⑩✼➈③✖◆❙❏⑨▲❑◆▼s❳❀✰◗❙➉✷✾❁❍➅❋■❍❑❆✖✾❁s✹➝❡➳↔➠❈➠❽✯ ➡
✁
➥
❀❁◆
z
➇❭➝❡➳↔➠❘➠❈➠❽✯❑➵➈➤⑩➥❃❀❁◆
z[1]
◆❙❋➁➝➂➳❊➠❘➠❘➠❽✯➅➵✖➵♠➥❃❀✰◆
z[2]
➇❁✾❁❆✖✺❁s⑤❀❁◗❙❀❁✺❁❍❑s❘❆✖✾❁s⑨▲➍♦⑥◆q➑➓P❁❇❈◆▼s❈s❘❍❖❆✿✾✭➊
z[j](L) = zα exp
{
−1
2
βe2α
∫ 1
0
ds
∫ 1
0
ds′ [φj − vb] (r+ λαξ(s), r+ λαξ(s′))
}
exp
{
1
2
βe2α
∫ 1
0
ds
∫ 1
0
ds′ [1− δ(s− s′)] [vw − vb] (r+ λαξ(s), r+ λαξ(s′))
}
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯❑➵♠➡✿➥
❄❃◆❙❋❈❋■◆✉➀➂❆✖❇❘✇②✺✰▲❖◆❺◆q➑➓P❁▲❑❍❖❏▼❍➅❋■◆❺▲❖◆❺❋✴➜❉P❹◆✈❀✣♦⑥◗▼❏▼❇❘✼✿✾②✸✻✺✣♦⑥✺❁✾②s●➜➓s●❋■❶❙✇➄◆✈✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■❍❖✸✻✺❁◆✈P❹◆❙✺✰❋❳P✰❇❘◗▼s❈◆▼✾⑩❋■◆❙❇❧⑧r▲➨♦♣❍❑✾⑩❋■◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾
❀✣♦⑥✺❁✾❁◆➃P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆❿✼➈③✖◆▼❏✽s❘❆✿✾➎❍❑✇⑦✼❷④✖◆✒➊✣▲❑◆▼s➋P✝❆✖❍❖❀❁s❊❇❘◆▼s❈s❘❆✖✇✽✇✽◗▼s➋❋■◆❙✾❁❀❁◆▼✾⑩❋❾③✖◆❙❇❘s→▲❖◆❙✺❁❇❘s↔③❷✼✿▲❑◆▼✺❁❇❈s➋◆▼✾➐③✖❆✖▲❑✺❁✇➄◆
s❘◆❙✺❁▲❖◆❙✇➄◆❙✾⑩❋❃✼❷▲❖④✖◗❙①❁❇❘❍❑✸❉✺✰◆▼✇✽◆▼✾⑩❋➈➇✖◆❙✾
1/x3
✯✻❻❧✾➄◆q❸❼◆q❋➈➇⑩◆❙✾➄◆q❸❼◆❙❏❙❋■✺❁✼✿✾⑩❋❃✺❁✾✽❀❁◗q③✖◆▼▲❑❆✖P❁P✝◆▼✇✽◆▼✾⑩❋✉❀❁◆ ✟❴✼➈➜❉▲❖❆✿❇❧P❹❆✖✺✰❇
x≫ λ ❀❁◆ vw − vb ➇✷④✖❇✞✝✿❏▼◆→⑧❿▲➧✼②P❁❇❈❆✖P❁❇❈❍❖◗❙❋❘◗❿➊∫ 1
0
ds′
∫ 1
0
ds [1− δ(s− s′)] f(s) = 0 P✝❆✖✺❁❇✹❋■❆✿✺✰❋■◆↔➀➂❆✖✾✰❏❙❋■❍❑❆✖✾ f ➝➂➳↔➠❈➠❘➠❽✯➅➵❢➸⑩➥
❆✖✾✟❀❁◗▼❀✰✺❁❍❑❋⑨✸✻✺❁◆→▲➧✼②❏▼❆✿✾✻❋❘❇❘❍❑①❁✺✰❋■❍❑❆✖✾➯❀❁◆
vw − vb ❋■◆❙✾❁❀✫❏❙❆✖✇✽✇➄◆ 1/x3 ③✿◆▼❇❘s❁☎▼◗❙❇❘❆✽P❹❆✖✺✰❇ x ④✖❇■✼❷✾❁❀✣✯✝❄❃❆✖✇✽✇➄◆
✾❁❆✖✺✰s⑨▲❑◆↔③✖◗❙❇❘❍❑➉❁◆▼❇❘❆✿✾❁s⑤s❘✺❁❇⑤▲❖◆❙s✹◆q➑➓P❁❇❈◆▼s❘s❈❍❖❆✖✾✰s❊⑧②➀➌✼✿❍❑①❁▲❖◆r❀❁◗▼④✖◗❙✾❁◗▼❇❈◆▼s❈❏▼◆▼✾✰❏▼◆②◆q❋⑨➀➌✼❷❍❖①❁▲❑◆❊❏▼❆✿✺❁P❁▲➧✼❷④✖◆✿➇❁❆✿✾✟s❙♦➢✼❚❋❘❋■◆❙✾❁❀
⑧✵❏❙◆↔✸✻✺❁◆❊▲❖✼✵❏❙❆✖✾⑩❋■❇❘❍❑①❁✺✰❋❘❍❖❆✖✾➄❀❁◆
[φj− vb] ❋■◆▼✾✰❀❁◆▼✾⑩❋✹◆➒➑✰P✝❆✖✾❁◆❙✾⑩❋■❍❖◆❙▲❖▲❑◆▼✇✽◆▼✾⑩❋✈③❉❍➅❋■◆⑤③✖◆▼❇❈s❥s■✼→③✿✼❷▲❖◆▼✺✰❇✈◆❙✾✒③✖❆✖▲❑✺❁✇➄◆
◆❙❋r✼✿❍❑✾❁s❘❍
z[j]
P❁❇❈◗▼s❈◆▼✾⑩❋■◆✵✺❁✾➯❏▼❆✖✇✽P❹❆✿❇❈❋■◆❙✇➄◆❙✾⑩❋⑨✼✿▲❖④✖◗❙①❁❇❘❍❑✸✻✺❁◆➋◆▼✾
1/x3
▲❖❆✖❍❑✾✒❀❁◆→▲➧✼②P✷✼❷❇❘❆✖❍➨✯
♥✙◆✽s❈◆▼❏❙❆✖✾❁❀ ◆q❸❼◆q❋→❀❁◆➃▲➧✼➆s❘❆✖✇✽✇✽◆❿s❈➜❉s❈❋❘◗▼✇➄✼❷❋■❍❑✸❉✺✰◆✽❀✰◆➃❋❘❆✖✺✰❋❘◆▼s→▲❖◆▼s➋❏❽➏❁✼❷➣➧✾❁◆❙s❾❀❁◆➄P✝❆✖❍❑✾✻❋❘s➋❀❁◆➄❄❃❆✖✺❁▲❑❆✖✇②①✣➇
◆▼s●❋✉❀❁◆⑤✇➄❆❉❀❁❍❑➉❁◆▼❇❧✼✿✺✰s❘s❘❍✷▲❑◆▼s❺▲❖❍❑◆▼✾❁s❴◆❙❸❹◆▼❏❙❋❘❍❑➀➂s❺◆▼✾⑩❋❘❇❘◆⑤▲❖◆❙s❧P❹❆✖❍❑✾⑩❋■s▼✯✿✶❊❍❖✾✰s❘❍➍➇✿P✷✼✿❇❧◆q➑➓◆❙✇➄P❁▲❑◆✿➇⑩✸✻✺✷✼✿✾✰❀➄❀❁◆❙✺➓➑➃P✝❆✖❍❖✾⑩❋❘s
L1
◆❙❋
L2
s❘❆✿✾✻❋✒▲❖❍❖◗❙s⑦P✷✼❷❇⑦P✷✼✿❇⑦✺❁✾ ▲❖❍❑◆▼✾
f c c
➇❃❆✿✾ ❀❁◗▼❏❙❍❖❀❁◆➲❀✰◆➲❇❘◆❙s❘s❘❆✿✇➄✇✽◆▼❇✽❋■❆✖✺❁s⑦▲❖◆▼s⑦❀❁❍➧✼✿④✿❇■✼✿✇✽✇➄◆❙s➃◆▼✾
❏❽➏✷✼❷➣❖✾❁◆▼s➁❀❁◆⑦▲❑❍❖◆▼✾✰s
f c c
✼❢③✿◆▼❏✒❀✰◆▼s②P✝❆✖❍❖❀✰s
z[1]
✯❩➦❴✼❷❇②❀❁◗❙➉❁✾❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾★➝➌❏❙➀➟✯❭➉✷④✖✺✰❇❘◆➄➳❊➠❘➠❈➠❽✯ ➡✖➥➒➇❴⑧✫▲➧✼✟➉❁✾✬❀❁◆⑦❏❙◆❙❋❘❋❘◆
❇❘◆❙s❘s❈❆✖✇➄✇➄✼❷❋❘❍❖❆✖✾✣➇✰▲❖◆▼s⑤❀❁◆❙✺➓➑✟P✝❆✖❍❖✾⑩❋■s
L1
◆q❋
L2
s❘◆▼❇❈❆✖✾⑩❋❺➔❈❆✿❍❖✾⑩❋■s⑤P✷✼✿❇ −βeα1eα2φ2(r1, r2)
✯✷✶r❍❖✾❁s❈❍➍➇✷✼❷P❁❇❘❶❙sr▲❖✼
❀❁◆❙✺➓➑➓❍❖❶▼✇✽◆❾❇❘◆❙s❘s❘❆✿✇➄✇➄✼❷❋■❍❑❆✖✾✣➇➓▲❖◆▼s✹P✝❆✖❍❑✾✻❋❘s✹❀❁◆▼s⑨❀❁❍❖✼✿④✖❇■✼❷✇➄✇✽◆▼s❃⑧➃❏❙❆✖✾❁s❈❍❖❀❁◗❙❇❘◆▼❇⑤s❈◆▼❇❘❆✿✾✻❋r▲❖❍❑◗▼s❥P❁✼✿❇⑤❀❁◆▼s⑤▲❖❍❑◆▼✾❁s➋➊
F c c(L,L′) = −βeαeα′φ2(r, r′) ➝➂➳↔➠❈➠❘➠❽✯➅➵➈➺⑩✼⑩➥
Fmc(L,L′) = −βeαeα′
∫ 1
0
ds [φ2(r+ λαξ(s), r
′)− φ2(r, r′)] ➝➂➳❊➠❘➠❘➠❽✯➅➵➈➺✖①✷➥
F cm(L,L′) = −βeαeα′
∫ 1
0
ds [φ2(r, r
′ + λαξ
′(s))− φ2(r, r′)] ➝➂➳↔➠❈➠❘➠❽✯➅➵➈➺✖❏➈➥
1
2
[F c c(L,L′)]2 ,
1
2
[Fmc(L,L′)]2 ,
1
2
[F cm(L,L′)]2
➝➂➳❊➠❘➠❘➠❽✯➅➵➈➺✖❀✷➥
F c c(L,L′).Fmc(L,L′) , F c c(L,L′).F cm(L,L′)
➝➂➳↔➠❈➠❘➠❽✯➅➵➈➺✖◆➈➥
FRT = e
F c c+F cm+Fmc+Fmm − 1− F c c − F cm
− 1
2
[F c c]2 − 1
2
[F cm]2 − 1
2
[Fmc]2 − F c c.F cm − F c c.Fmc ➝❡➳↔➠❘➠❈➠❽✯❑➵▼➺✿➀❽➥
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[2]
[2]
[1]
[1]
F
cc
F
❂❴❍❑④✖✺❁❇❘◆✈➳↔➠❘➠❈➠❽✯♣➺✰➊✖➠✴▲❖▲❑✺❁s❈❋❘❇■✼❷❋❘❍❖❆✖✾✵❀❁◆✹▲➧✼↔❇❈❶▼④✖▲❑◆❥❀✣♦⑥◆q➑➓❏▼▲❑✺❁s❘❍❑❆✖✾
R′
✯✖♥❭◆❙s❧❀❁◆▼✺❉➑➃P❹❆✿❍❖✾⑩❋■s❧❍❑✾✻❋❘◆▼❇❈✾❁◆▼s❧❀❁◆⑤❏❙◆▼s❺❀❁◆▼✺❉➑
❀❁❍❖✼✿④✖❇■✼❷✇➄✇✽◆▼s❭s❘❆✿✾✻❋❳❀❁◆▼s❳P✝❆✖❍❑✾✻❋❘s❴❀❁◆✹❄❃❆✖✺❁▲❖❆✿✇②①②✼✿P✰❇❘❶▼s❴▲➧✼r❀✰◆▼✺➓➑➓❍❖❶❙✇➄◆✈❇❘◆❙s❘s❘❆✿✇➄✇➄✼❷❋■❍❑❆✖✾➁◆q❋❳P✝❆✖❇❈❋❘◆▼✾⑩❋❧❀❁❆✿✾❁❏
✺❁✾✟P❹❆✿❍❖❀❁s
z[2] − z[1] ✯
❆✖➻➯✾❁❆✖✺✰s❊✼➈③✖❆✿✾❁s⑤✾❁❆✿❋■◗
Fmm
✺❁✾❁◆❾P✷✼✿❇●❋■❍❖◆➋❀✰✺✫▲❑❍❖◆▼✾
FRT
➊
Fmm(L,L′) =
∫ 1
0
ds
[
φ2 (r+ λαξi(s), r
′ + λα′ξ
′(s))− φ2 (r+ λαξ(s), r′)
− φ2 (r, r′ + λα′ξ′(s)) + φ2 (r, r′)
]
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯❑➵✧✴✿➥
❻❧✾✰➉✷✾✣➇❴P❹❆✖✺✰❇②◗❙③❉❍❑❋❘◆▼❇②▲❑◆✒❀❁❆✖✺✰①❁▲❖◆✒❏❙❆✖✇✽P✰❋❽✼✿④✿◆✿➇❴❍❑▲✉➀➌✼❷✺✰❋❿❍❖✇✽P✝❆✖s❘◆❙❇➁✺❁✾❁◆➆✾✰❆✖✺✰③✖◆❙▲❖▲❑◆✒❇❘❶❙④✖▲❖◆➄❀✣♦♣◆➒➑➓❏▼▲❖✺✰s❘❍❖❆✿✾✣✯❺➭↔✾
P✝◆▼✺✰❋❊❀❁◗❙➉✷✾✰❍❖❇❊▲❖✼➄✾❁❆❷❋■❍❖❆✿✾✫❀❁◆➁P❹❆✖❍❑✾⑩❋❊❀❁◆②❄❃❆✖✺❁▲❑❆✖✇②①➲✼➈③✿◆▼❏②▲❑◆▼s❊✾✰❆✖✺✰③✖◆▼✼✿✺➓➑➞▲❖❍❑◆▼✾❁s
F
❀✰◆➁✇➄✼✿✾❁❍❖❶❙❇❘◆✵✼✿✾✷✼✿▲❑❆✖④✖✺❁◆
⑧⑦▲❖✼⑦❀❁◗❙➉❁✾❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾✫P❁❇❘◗❙❏▼◗▼❀✰◆▼✾⑩❋■◆❷✯ ✗r✾➛P✝❆✖❍❖✾⑩❋↔❀✰◆➃❄❃❆✖✺❁▲❑❆✖✇②①➛✼✿P✰❇❘❶▼s❊▲➧✼⑦❀❁◆❙✺➓➑➓❍❖❶❙✇➄◆✵❇❘◆▼s❈s❘❆✖✇✽✇➄✼❷❋■❍❑❆✖✾➞◆❙s❈❋❾❀❁❆✖✾✰❏
✺❁✾➆P✝❆✖❍❖✾⑩❋
L0
▲❑❍❖◗⑨✺❁✾❁❍❑✸❉✺✰◆▼✇✽◆▼✾⑩❋⑤⑧②❀❁◆❙✺➓➑➆P✝❆✖❍❖✾⑩❋❘s
L1
◆❙❋
L2
➝➌◗q③✖◆❙✾✻❋❘✺❁◆▼▲❑▲❖◆❙✇➄◆❙✾✻❋❥❏▼❆✖✾✰➀➂❆✿✾❁❀❁✺❁s■➥❃P✷✼✿❇❃❀✰◆▼s✹▲❖❍❑◆▼✾❁s
F− c(L1,L0).F c−(L0,L2)
➝➌❏q➀➟✯✣➉✷④✖✺❁❇❈◆❿➳↔➠❘➠❈➠❽✯♣➺⑩➥q✯✙♥❭✼➯✾❁❆✖✺✰③✿◆▼▲❖▲❑◆❿❇❘❶❙④✖▲❖◆❿❀✣♦⑥◆q➑➓❏❙▲❖✺❁s❈❍❖❆✖✾
R′
❍❑✇➄P✝❆✖s❘◆❿✸✻✺❁◆✽▲❖◆
P✝❆✖❍❖❀❁s✹❀❼♦♣✺❁✾✟P✝❆✖❍❖✾⑩❋⑤❀❁◆✵❄❃❆✖✺❁▲❑❆✖✇②①➆◆❙s❈❋
z[2] − z[1] ✯
➙ ❏❙◆r✾✰❍❑③✖◆▼✼✿✺✣➇⑩▲❖✼❾❀✰◆▼✾❁s❈❍❑❋■◗⑨❀❁◆⑨①❹❆✿✺❁❏▼▲❑◆▼s
ρ(L)
◆▼s●❋❃❀❁❆✿✾❁✾❁◗▼◆⑨P✷✼✿❇❺✺❁✾✰◆r◆➒➑✰P✰❇❘◆▼s❈s❘❍❑❆✖✾✒s❘❍❑✇➄❍❑▲➧✼✿❍❑❇❘◆✈⑧⑦➝❡➳↔➠❈➠❘➠❽✯➢➡✖➥
❆✖➻➎▲❖◆❙s→P✝❆✖❍❑❀❁s❾⑧✟❏❙❆✖✾❁s❈❍❖❀❁◗❙❇❘◆▼❇→s❘❆✿✾✻❋
z[2]
➇✙s❘✼✿✺✰➀❃P❹❆✖✺✰❇→▲❑◆▼s❾P✝❆✖❍❖✾⑩❋■s➋❀✰◆✒❄❃❆✖✺✰▲❖❆✖✇②①➐✸✻✺❁❍❧s❈❆✖✾⑩❋➁P✝❆✖✾❁❀❁◗❙❇❘◗❙s✵P✷✼❷❇
z[2] − z[1] ➇❩◆❙❋②▲❑◆▼s✵▲❖❍❖◆❙✾❁s➁◆❙✾⑩❋■❇❘◆⑦▲❖◆▼s✵P❹❆✿❍❖✾⑩❋■s✵s❘❆✖✾⑩❋❿▲❑◆▼s➁▲❑❍❖◆❙✾❁s F ❀❁◗❙➉❁✾❁❍❖s✵◆▼✾ ➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯❑➵➈➺⑩➥q✯➩✶❊❍❖✾✰s❘❍➍➇❭❆✖✾✬P✝◆▼✺➓❋
◗▼❏❙❇❘❍❑❇❘◆➋▲➍♦♣✼✿✾✷✼❷▲❖❆✖④✖✺✰◆↔✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸❉✺✰◆→❀✰◆⑦➝➂➠ ➳②✯⑥➺⑩➤⑩➥❥P✝❆✖✺❁❇✹▲➧✼②❀✰◆▼✾❁s❈❍❑❋■◗❾❀✣♦⑥✺❁✾❁◆→①✝❆✖✺❁❏▼▲❑◆
L
➊
ρ(L) = z[2](L) exp
{ ∫
dL′ z[2](L′)
[
F c c(L,L′) + Fmc(L,L′) + F cm(L,L′)
+
1
2
[F cm(L,L′)]2 + F c c(L,L′).F cm(L,L′) + FRT(L,L′)
]
+
∫
dL′
[
z[2](L′)− z[1](L′)] [1
2
[F c c(L,L′)]2 +
1
2
[Fmc(L,L′)]2
+F c c(L,L′).Fmc(L,L′)
]
+ . . .
}
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯❑➵
✁
➥
❆✖➻➃✾❁❆✖✺✰s✉✾❼♦➢✼➈③✖❆✿✾❁s✈◗❙❏▼❇❈❍❑❋❺✸✻✺❁◆⑤▲❖◆❙s❧❀❁❍➧✼✿④✿❇■✼✿✇✽✇➄◆❙s❳✼➈③✖◆❙❏r✺✰✾➄s❈◆▼✺❁▲✷P✝❆✖❍❖✾⑩❋❺❍❑✾✻❋❘◆▼❇❈✾❁◆✿➇✖▲❑◆▼s❺✼✿✺➓❋■❇❘◆❙s❺◗❙❋❽✼❷✾✻❋✉❏❙❆✖✇➄P✰❇❘❍❖s
❀✷✼✿✾✰s⑨▲❑◆▼s⑤P✝❆✖❍❖✾⑩❋■s✹❀✰◆→s❈✺❁s❘P✝◆▼✾✰s❘❍❖❆✿✾✣✯
✘ ✶r✺➞①✝❆✖✺✰❋↔❀✰◆✵❏❙◆▼s↔❀❁◆❙✺➓➑✫❇❘◆❙s❘s❘❆✿✇➄✇➄✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s❙➇✷▲❖◆▼sr❀❁◆▼✾✰s❘❍❑❋❘◗▼srs❘❆✖✾⑩❋↔◆➒➑➓P❁❇❘❍❑✇➄◗❙◆▼s❊◆❙✾✫❋❘◆▼❇❘✇✽◆➁❀✰◆✵④✖❇❘✼✿P❁➏❁◆❙s
❇❈◆▼✾❁❀❁✺✰s✟❏❙❆✖✾⑩③✖◆❙❇❘④✖◆❙✾✻❋❘s➞❀✷✼❷✾❁s➆▲➧✼➽▲❑❍❖✇✽❍❑❋■◆➆❋❘➏❁◆▼❇❈✇➄❆❉❀✰➜❉✾✷✼✿✇✽❍❖✸✻✺❁◆ ➝➌❏q➀➟✯ ✄♣❄❃❆✖❇ ✱
✁
① ✆❡➥➒✯✹♥❧♦♣◆➒➑➓P❁❇❘◆❙s❘s❘❍❑❆✖✾ ✱
➝❡➳↔➠❘➠❈➠❽✯❑➵
✁
➥➩P✝◆▼✺✰❋❳✼✿▲❖❆✿❇❘s❴➾q❋■❇❈◆❥✺✰❋■❍❑▲❖◆✉P❹❆✿✺❁❇❴❆✖①➓❋■◆▼✾✰❍❖❇❴▲❑◆✈❀✰◗❙③✖◆❙▲❖❆✖P✰P❹◆❙✇➄◆❙✾✻❋❺❀✰◆❥▲➧✼⑨❀❁◆▼✾❁s❈❍❑❋❘◗❥❀✷✼✿✾❁s❴▲❖◆✉❏➈✼✿❀❁❇❈◆
❀❁◆❙s❾P❁▲➧✼✿s❈✇⑦✼❷s❊➀➌✼✿❍❖①✰▲❖◆▼✇✽◆▼✾⑩❋❊❏▼❆✖✺❁P✰▲❖◗▼s➄➝
Γ = βe2/a ≪ 1 ➥❊◆❙❋❾➀➌✼✿❍❖①✰▲❖◆▼✇✽◆▼✾⑩❋❊❀❁◗▼④✖◗❙✾❁◗▼❇❈◗▼s⑦➝ λ/a ≪ 1 ➥
❏❙❆✖✇➄✇✽◆↔✾❁❆✿✺❁s⑨✼✿▲❖▲❑❆✖✾❁s❥▲❑◆↔③✖❆✖❍❑❇✹❀✷✼✿✾❁s⑤▲❖◆❙s⑤P❁❇❘❆❉❏❽➏✷✼✿❍❑✾❁◆▼s⑤s❘◆❙❏❙❋❘❍❖❆✖✾❁s❙✯
    
✄✠✟✌✟ ✟ ☎     ✏ ☛ ✏ ☎ ✑☞☛ ☛✍✑✂✁ ✏✒✏✓✡ ✎✒✑ ✌ ✠✒✌ ✒ ✎ ✏ ✄✳✑ ✑✆☎ ☛✍✑✂✁ ✏✒✏✓✡ ✎✒✑ ☛ ✂ ✄✒✂☞✑ ✂ ✟ ✑☞☛ ✌ ✑☞✑ ✌✰✑
✄
✑ ✗✢✛P✚✢✜ ✛✰★✫✝✎✬✍✝ ✑✕✔✭✜ ✟✕✚ ✂ ✟ ✔✭✏ ✌ ✟ ✔✭✏✓✌ ✡ ✜ ✦ ✜ ✚✸✝ ✛ ✔✭✟ ✌ ✗✙✏✧✬✆✗✭✌ ★ ✝ ✏✫✟ ✝ ✑ ✗✢✛ ✔✭✜✴✌✠✜ ✦ ✑✮✡☞✝ ✂
ǫw = 1
❆✖➻②❍❑▲⑩✾✣♦⑥➜✵✼❊P❁✼✿s
❀✣♦⑥❍❖✇➄✼✿④✖◆❧❍❑✾❁❀❁✺❁❍➅❋■◆❺s❘✺❁❇➩▲➧✼⑤P✷✼✿❇❈❆✖❍➍✯♠✳⑨❆✖✺❁s➩▲➧✼✿❍❑s❘s❈◆▼❇❘❆✿✾❁s❭P❹❆✖✺✰❇❩▲❑◆▼s❭P❹◆❙❇❘s❈P❹◆❙❏❙❋■❍➅③✖◆❙s❳▲❖◆❙s❩✾❁❆✿✺✰③✖◆❙▲❖▲❖◆❙s❩❏❙❆✖✾❁s❈❍❖❀❁◗❙❇■✼❷❋❘❍❖❆✖✾❁s
▲❖❍❑◗▼◆❙s⑤✼✿✺➆❋■❇■✼❷❍❑❋■◆❙✇➄◆❙✾⑩❋⑤❀❁◆▼s⑤❍❖✇➄✼✿④✖◆❙s✹◆▼✾✟✇➄◗❙❏➈✼✿✾✰❍❖✸✻✺❁◆➋✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸✻✺❁◆✿✯
➫↔✼✿✾❁s⑨▲❖◆❙s⑤s❈➜❉s❈❋❘❶▼✇✽◆▼s❊✸✻✺❁◆→▲➍♦⑥❆✖✾➆③❷✼✽❏❙❆✖✾❁s❈❍❖❀❁◗❙❇❘◆▼❇❙➇❅▲❖◆▼s⑤✸✻✺✷✼✿✾⑩❋❘❍❑❋■◗❙s
λ/a
◆❙❋
Γ
s❘❆✿✾✻❋rs❘✺✰P❁P❹❆✿s❘◗▼◆❙s❊P✝◆❙❋❘❍❑❋■◆❙s❾➊
❏▼◆q❋❘❋❘◆✵P❁❇❈❆✖P❁❇❈❍❖◗❙❋❘◗↔③❷✼➃✾✰❆✖✺❁s⑨P❹◆❙❇❘✇✽◆❙❋❘❋❘❇❘◆➋❀✣♦⑥❆✖①✰❋❘◆▼✾❁❍❑❇⑤▲❖◆▼s✹❀✰◆▼✾❁s❈❍❑❋■◗❙sr◆❙✾✫P✰✺❁❍❖s❈s■✼✿✾❁❏❙◆▼s⑨❀❁◆→P❹◆q❋■❍❑❋❘s✹P✷✼✿❇❘✼✿✇➄❶q❋■❇❈◆▼s▼✯
✳r❆✿✺❁s➆✼✿▲❑▲❖❆✖✾❁s✽③✖❆✖❍❑❇⑦✸✻✺❁◆➛❀✷✼❷✾❁s✒✾❁❆✖s⑦◆q➑➓P❁❇❘◆❙s❘s❈❍❖❆✖✾❁s➯s❙♦♣❍❑✾✻❋❘❇❘❆❉❀❁✺❁❍❑s❘◆▼✾⑩❋➆✾❁✼❷❋■✺❁❇❈◆▼▲❑▲❖◆▼✇✽◆▼✾⑩❋➄▲❖◆❙s✒P❁✺❁❍❑s❘s■✼❷✾❁❏▼◆❙s➆❀❁◆
κDλ = Γ
1/2(λ/a)
◆❙❋
Γ3/2
◆q❋②❏✿♦⑥◆▼s●❋❿❀❁❆✖✾✰❏✒✼✿✺➽P✰❇❘◆▼✇✽❍❖◆❙❇❾❆✖❇❘❀❁❇❈◆⑦◆❙✾➽❏▼◆❙s②❀❁◆▼✺❉➑➽P✷✼❷❇■✼✿✇✽❶❙❋❘❇❘◆▼s✵✸✻✺❁◆⑦✾❁❆✿✺❁s
✼✿▲❑▲❖❆✖✾❁s❿❋❘❇■✼➈③❷✼✿❍❖▲❑▲❖◆▼❇❿❀❁✼✿✾❁s⑦▲❖✼➎s❈✺❁❍❑❋❘◆✿✯❃❄❃◆▼▲❖✼✭s❘✺✰P❁P❹❆✿s❘◆▼❇❘✼➽✸✻✺❁◆➞▲➨♦♣❆✖✾ P❁✺❁❍❑s❘s❘◆✫✾❁◗▼④✿▲❖❍❖④✿◆▼❇➃▲❖◆❙s➄❋■◆❙❇❘✇✽◆▼s➄❀✣♦♣❆✿❇❘❀❁❇❈◆
(κDλ)
2 ➇ Γ3/2κDλ
➇
Γ3
◆❙❋
(λ/a)3
✸✻✺❁❍✰s▼♦⑥❍❖✾⑩❋■❇❈❆➓❀❁✺✰❍❖❇❘❆✿✾✻❋▼✯✿✳⑨❆✖✺❁s❧✾❁❆❷❋■◆▼❇❈❆✖✾❁s❳❀✰◆✹✇⑦✼✿✾✰❍❖❶▼❇❈◆❃④✖◗❙✾❁◗▼❇❘✼✿▲❖◆ O(η2) =
O ((λ/a)3 , (κDλ)2,Γ3/2κDλ,Γ3) ✸✻✺❁❍✙◆▼s●❋↔✼✿✺✰s❘s❘❍✙❀❼♦♣❆✖❇❈❀❁❇❘◆ O ((λ/a)3 , (λ/a)2 Γ, (λ/a) Γ2,Γ3) ✯
♥✙◆▼s❃❇❈◗▼④✖❍❑✇➄◆❙s❧P❁➏⑩➜❉s❘❍❖✸✻✺❁◆❙s❥❆✖➻✽▲❖◆❙s✉❋❘◆▼❇❘✇✽◆▼s❺❀✣♦⑥❆✖❇❈❀❁❇❘◆ O(η2) s❈❆✖✾⑩❋❃◆q❸❼◆❙❏❙❋■❍➅③✖◆❙✇➄◆❙✾✻❋✈✾❁◗❙④✖▲❖❍❑④✖◆➈✼✿①✰▲❖◆▼s❧❀✰◆❙③❷✼✿✾⑩❋
κDλ
✔✭✏
Γ3/2
s❘❆✖✾⑩❋⑤❋■◆❙▲❖s✹✸✻✺❁◆
λ/a≪ 1 ➇ Γ≪ 1 ◆❙❋✏➊(
λ
a
)6
≪ Γ3/2 ≪ 1 ➝❡➳↔➠❘➠❈➠❽✯❑➵✤✕✖➥
✁➓❍❭❆✖✾✫s❘❆✖✺❁➏❁✼✿❍❑❋❘◆✵✸✻✺❁◆✵▲❖◆▼s✹❋❘◆▼❇❘✇✽◆▼s O(η2) s❈❆✖❍❖◆❙✾✻❋r◆❙❸❹◆▼❏q❋■❍➅③✖◆▼✇✽◆▼✾⑩❋❊✾❁◗▼④✖▲❑❍❖④✖◆▼✼✿①❁▲❑◆▼s✹❀❁◆q③✿✼❷✾✻❋ κDλ ✝✠✚ Γ3/2 ➇❅❍❖▲
➀➌✼✿✺✰❋✹➀➌✼❷❍❖❇❘◆➋▲➨♦♣➏⑩➜❉P✝❆✿❋■➏❁❶❙s❘◆❾✺❁✾✟P❹◆❙✺✫P✰▲❖✺❁s✹❇❈◆▼s❈❋❘❇❘❍❑❏❙❋■❍➅③✖◆➃➊
(λ/a)3 ≪ Γ3/2 ≪ 1 ➝❡➳↔➠❘➠❈➠❽✯❑➵ ➚ ➥
➦❴✼❷❇⑨❏❙❆✖✾⑩❋■❇❈◆✿➇✷✾❁❆✖✺✰s⑨✾❼♦➢✼✿✺✰❇❘❆✖✾❁s⑤❇❈❍❖◆▼✾✟⑧➃s❘✺❁P✰P❹❆✖s❈◆▼❇⑤s❘✺✰❇r▲➨♦♣❆✖❇❈❀❁❇❘◆❊❇❘◆▼▲❖✼❷❋■❍➅➀➩❀❁◆
κDλ
◆q❋
Γ3/2
✯
✓☎✄ ✄ ✄ ✔✁  ✔✗✖ ✄ ✢✝✄ ✄ ✬ ✆ ✆ ✠ ✮✯★✗✬✂✛ ☛✣✢✝✄ ✠ ✛ ✛✣✢ ✠ ✓
✁
♥✙◆✒P❹❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍❖◆▼▲✈❇❘◆❙s❘s❘❆✿✇➄✇✽◗
φ1
◆▼s❈❋➃❀❼♦➢✼✿P✰❇❘❶▼s➆➝➂➳↔➠❈➠❘➠❽✯✺✱⑩➥✵s❈❆✖▲❖✺✰❋❘❍❖❆✖✾✭❀❁◆✒▲➨♦♣◗❙✸❉✺❁✼❷❋■❍❑❆✖✾➽✼✿✺❉➑➽❀❁◗❙❇❘❍➅③✖◗▼◆❙s➃P✷✼✿❇●✱
❋■❍❑◆▼▲❑▲❖◆▼s❙➇✰P✝❆✖✺❁❇
x′ > 0
➇✷❀❁✺➆❋✴➜➓P✝◆✽➊
∆rφ1(r, r
′)− κ¯21(x)φ1(r, r′) = −4πδ(r− r′)
P❹❆✿✺❁❇
x > 0
➝➂➳❊➠❘➠❘➠❽✯➅➵✖✱✖✼✖➥
∆rφ1(r, r
′) = 0
P✝❆✖✺❁❇
x < 0
➝❡➳↔➠❘➠❈➠❽✯❑➵ ✱✿①❅➥
❆✖➻➯✇➄✼✿❍❖✾⑩❋■◆❙✾✷✼✿✾⑩❋❾➊
κ¯21(x) ≡ 4πβ
∑
α
e2α
∫
Dxξ z(L)
➝❡➳↔➠❈➠❘➠❽✯➢➡✿➤⑩➥
♥✙◆▼s⑨❏▼❆✖✾✰❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾❁s⑤✼❷✺➓➑➯▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆❙s❥s❘✺❁❇
φ1
s❘❆✿✾✻❋r❆✖①✰❋❘◆▼✾✻✺❁◆❙sr❀✣♦♣✼✿P❁❇❈❶▼s⑨❏▼◆❙▲❖▲❖◆❙s⑤s❘✺❁❇
vw = vb
❀✷✼✿✾❁s⑨▲❖◆➋❏▼✼✿s⑨❀✣♦♣✺✰✾❁◆
P✷✼✿❇❈❆✖❍✣s❈❍❖✇✽P❁▲❖◆↔◆q❋⑨▲➧✼②❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾➆❍❑✾⑩❋■◗▼④✿❇■✼✿▲❑◆➃➝➂➳❊➠❘➠❘➠❽✯✺✱⑩➥❊➊
φ1(r, r
′)
◆❙❋ ∂φ1
∂x
(r, r′)
❏❙❆✖✾⑩❋■❍❖✾✻✺❁◆❙s⑤◆▼✾
x = 0
➝❡➳↔➠❘➠❈➠❽✯ ➡❉➵♠➥
➫↔✼✿✾✰s⑦▲❖◆✟❏➈✼❷s⑦❀✣♦⑥✺❁✾❁◆✫P✷✼✿❇❘❆✿❍⑨s❈❍❖✇✽P❁▲❖◆❷➇❧▲➧✼➛➀➂✺❁④⑩✼✿❏❙❍❑❋❘◗✫◆q❸❼◆❙❏❙❋■❍➅③✖◆➽➝➂➳↔➠❈➠❽✯ ➡
✁
➥➃s❈◆➞❇❈◗▼❀❁✺❁❍➅❋✒⑧➎▲➧✼➛➀➂✺❁④⑩✼✿❏❙❍❑❋❘◗✫✾✻✺❁◆❷➇
❍❖✾✰❀❁◗▼P✝◆▼✾❁❀❁✼✿✾⑩❋■◆❾❀❁✺✟❏❽➏❁◆▼✇✽❍❖✾➎➊
z(L) = zα
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯ ➡✖➡✿➥
     
   
➭↔✾➁◆❙✾➁❀❁◗❙❀❁✺❁❍❑❋▼➇♠❀✣♦➢✼❷P❁❇❘❶❙s❴▲➧✼⑤✇✽◆▼s❘✺✰❇❘◆✉❀❁◆✈▲➨♦♣❍❑✾⑩❋■◗▼④✿❇■✼❷❋❘❍❖❆✖✾➋➀➂❆✖✾❁❏q❋■❍❑❆✖✾❁✾❁◆❙▲❖▲❖◆⑨➝❡➳↔➠❈➠❽✯❑➵✖✱✖➥➒➇♠▲➧✼✹➀➂❆✖❇❈✇➄◆❺❀❁◆✉▲➧✼✹➀➂❆✖✾❁❏q❋■❍❖❆✿✾
κ¯21
➊
κ¯21(x) = 4πβ
∑
α
e2αzα
[
1− e−
2x2
λ2α
]
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯ ➡✿➸✖➥
♥❭✼⑤③❷✼✿▲❑◆▼✺❁❇❭✼❷✺✵s❈◆▼❍❖✾❾❀❁✺→t✷✺❁❍❑❀❁◆❺❀❁◆❺❏▼◆❙❋❈❋■◆✉✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍➅❋■◗❺◆▼s●❋
limx→∞ κ¯21(x) = 4πβ
∑
α eαzα
◆❙❋➩✾❁❆✖✺❁s➩P✝❆✖s❘❆✖✾✰s✉➊
κ21 ≡ 4πβ
∑
α
e2αzα
◆❙❋
εα ≡ 1
2
κ1βe
2
α
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯ ➡❷➺⑩➥
❄❃❆✖✇✽✇➄◆✽❀✷✼✿✾✰s②✾❁❆✖s②❀✰◗❙③✖◆❙▲❖❆✖P✰P❹◆❙✇➄◆❙✾✻❋❘s
zα = O(1/a3) ❆✖✾➽❀✰◗▼❀❁✺❁❍➅❋❿✸✻✺❁◆ εα = O(Γ3/2) ≪ 1 ◆▼s●❋❿✺❁✾
❀❁◆❙s↔P❹◆q❋■❍➅❋■s⑨P✷✼✿❇■✼❷✇➄❶q❋■❇❘◆❙s❊❀❁✺➞P❁❇❘❆✖①✰▲❖❶▼✇✽◆✿✯✝♥❭✼➄❋❘❇■✼✿✾❁s●➀➂❆✖❇❘✇✽◗▼◆→❀❁◆❿❂✷❆✖✺✰❇❘❍❖◆❙❇⑤❀❁◆
φ1
▲❖◆→▲❖❆✖✾❁④➄❀❁◆➁▲❖✼➄P✷✼❷❇❘❆✖❍❭◆▼s●❋
s❘❆✿▲❖✺✰❋❘❍❖❆✖✾➆❀❁◆❾▲➨♦♣◗❙✸❉✺❁✼❷❋■❍❑❆✖✾➆❀❁❍❑❸❹◗▼❇❈◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲❑▲❖◆➋✼✿❀✰❍❖✇✽◆▼✾❁s❈❍❖❆✖✾❁✾✰◗▼◆❿➊
{
∂2
∂x˜2
− (1 + q2)+ ∑α e2αzαe−2x˜2/(κ1λα)2∑
α e
2
αzα
}
φ˜1(x˜, x˜
′;q) = −4πδ(x˜− x˜′) P❹❆✖✺✰❇ x˜ = κ1x > 0
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯ ➡ ✴✿➥
❆✖➻
q = l/κ1
❆✖➻
l
◆▼s❈❋❺▲❑◆❃③✖◆❙❏❙❋❘◆▼✺❁❇❺❀❁◆❥▲❖✼r❋■❇❘✼✿✾❁s●➀➂❆✖❇❘✇✽◗▼◆❥❀✰◆⑤❂❅❆✿✺❁❇❘❍❑◆▼❇❴◆q❋
φ˜1 = κ
−1
1 φ1
✯⑩❄❃◆q❋❘❋■◆✹◗❙✸✻✺✷✼❷❋■❍❑❆✖✾❿◆▼s●❋
s❘❍❑✇➄❍❑▲➧✼✿❍❑❇❘◆✵⑧✟❏❙◆▼▲❑▲❖◆▼s❾❇❈◆▼✾❁❏❙❆✖✾⑩❋■❇❘◗❙◆▼s②P✝❆✖✺❁❇❾▲❑◆▼s❾P❹❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍❖◆▼▲❑s➋❇❘◆❙s❘s❘❆✿✇➄✇✽◗▼s→❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖✸✻✺❁◆▼s❙➇❭❏✿♦⑥◆▼s❈❋●✱➟⑧❚✱ ❀❁❍❖❇❈◆❿❀❁✺✭❋✴➜❉P✝◆
✁➓❏❽➏❁❇✾✵❾❀❁❍❖✾❁④✿◆▼❇⑤⑧②✺❁✾❁◆❾❀❁❍❑✇➄◆❙✾❁s❘❍❑❆✖✾➐➝➂❏❙➀➟✯❁➠ ➳➁✯♣➺ ✕❷✼⑩➥q✯✰♥❺♦♣✼✿✾✷✼❷▲❖❆✖④✖✺✰◆↔❀❁◆➋▲➧✼➁➀➂❆✿✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾✒P✝❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲
Uj
◆❙s❈❋⑤❍❑❏▼❍❼✺✰✾❁◆
s❘✺✰P❹◆❙❇❘P✝❆✖s❘❍➅❋■❍❖❆✿✾❿❀❁◆❥➀➂❆✖✾❁❏q❋■❍❖❆✿✾❁s❧④⑩✼✿✺❁s❈s❘❍❑◆▼✾❁✾❁◆❙s▼✯✻♥✙◆▼✺✰❇❘s❧③❷✼✿❇❘❍❖✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s❴❇❈◆▼▲❖✼❷❋■❍➅③✖◆▼s❧s❈❆✖✾⑩❋❺❍❖✇✽P❹❆✿❇❈❋❽✼❷✾✻❋❘◆▼s❳✇➄✼✿❍❑s❳◆▼▲❑▲❖◆▼s
s▼♦⑥◆❙❸❹◆▼❏q❋■✺❁◆❙✾⑩❋↔s❘✺✰❇r❀❁◆❙sr◗❙❏❽➏❁◆▼▲❑▲❖◆❙srP✝◆❙❋❘❍❑❋■◆❙s⑤❀❁◆❙③❷✼✿✾⑩❋
κ−11
✯❅❻❺✾✫◆❙❸❹◆❙❋▼➇✷❏▼◆▼s⑤➀➂❆✖✾❁❏q❋■❍❑❆✖✾❁s✹❋■◆❙✾❁❀❁◆▼✾⑩❋⑨③✖◆❙❇❘s ☎❙◗▼❇❈❆➄s❈✺❁❇
▲➍♦⑥◗▼❏❽➏✰◆▼▲❖▲❑◆✈❏▼✼✿❇■✼❷❏❙❋■◗❙❇❘❍❑s❈❋■❍❑✸✻✺❁◆❃❀❁◆❃▲➧✼r▲❑❆✖✾❁④✖✺✰◆▼✺❁❇➩❀✣♦⑥❆✖✾❁❀❁◆❃❋❘➏❁◆▼❇❈✇➄❍❑✸✻✺❁◆❃❀❁◆✈❀❁◆ ✂❃❇❈❆✖④✖▲❑❍❖◆✿➇
λ = O(λα) ➇✿✸✻✺❁❍✻③✖◗❙❇❘❍➅➉✷◆
κ1λ≪ 1 ✯❅➫❊◆✵P❁▲❖✺✰s▼➇✷❏▼◆❙sr➀➂❆✖✾✰❏❙❋■❍❑❆✖✾❁s⑤④⑩✼✿✺✰s❘s❘❍❑◆▼✾❁✾✰◆▼s❊❇❈◆▼s●❋■◆▼✾⑩❋r①❹❆✿❇❘✾❁◗❙◆▼s❊❀❁✼✿✾❁s⑤❋■❆✖✺✰❋⑨▲➨♦♣◆❙s❘P✷✼✿❏❙◆ x ≥ 0 ✯❅✳⑨❆✖✺❁s
P✝❆✖✺✰③✖❆✿✾❁s↔❀❁❆✖✾✰❏✵❋■❇❈❆✖✺✰③✿◆▼❇↔❀❁◆❙s↔s❘❆✿▲❖✺✰❋❘❍❖❆✖✾❁sr⑧➄▲➨♦♣◗❙✸✻✺✷✼❷❋■❍❑❆✖✾✬➝❡➳↔➠❈➠❘➠❽✯➢➡ ✴✖➥⑨s❈❆✖✺❁s↔▲❖✼➃➀➂❆✿❇❘✇✽◆✒➝➂➠ ➳②✯✦✕ ✴✖➥⑨◆q❋➃➝➂➠ ➳②✯✦✕
➚
➥q✯
♥❭✼✵❏❙❆✖✾❁❀❁❍➅❋■❍❖❆✿✾
κ1λ≪ 1 ✼✿s❈s❘✺❁❇❈◆↔✸✻✺❁◆❊▲❖✼→s❈◗▼❇❈❍❖◆r➀➂❆✿❇❘✇✽◆▼▲❖▲❑◆→➝➌➠ ➳➁✯✥✕ ➚ ➥❺◆❙s❈❋✹✺❁✾✰◆❊s❘◗❙❇❘❍❑◆r◆❙✾✒P❁✺❁❍❑s❘s■✼❷✾❁❏▼◆↔❀✰✺✒P❹◆q❋■❍➅❋
P✷✼✿❇❘✼✿✇✽❶❙❋■❇❈◆
κ1λ
✯❩❄❊♦♣◆❙s❈❋✵❀❁❆✖✾❁❏➄①❁❍❖◆❙✾✭❏❙◆⑦P✝◆❙❋❘❍❑❋→P✷✼✿❇❘✼✿✇➄❶q❋■❇❈◆✽✸✻✺❁❍❺s❙♦♣❍❑✾✻❋❘❇❘❆❉❀❁✺❁❍➅❋✵✾❁✼❷❋■✺❁❇❈◆▼▲❑▲❖◆▼✇✽◆▼✾⑩❋❾❀✷✼❷✾❁s➁✾❁❆✿s
❀❁◗q③✖◆▼▲❑❆✖P❁P✝◆▼✇✽◆▼✾⑩❋■s❙✯❴♥❭✼➆❀❁◗❙❏▼❇❘❆✿❍❖s❘s❘✼✿✾❁❏❙◆⑦④⑩✼✿✺✰s❘s❘❍❑◆▼✾❁✾✰◆➄❀❁◆➃▲❖✼➆➀➂❆✿✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾➐P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲❺✼✿s❘s❈✺❁❇❘◆✽✸✻✺✷✼✿✾⑩❋②⑧➯◆▼▲❑▲❖◆❿▲❖✼
❏▼❆✿✾✻③✿◆▼❇❈④✖◆▼✾❁❏❙◆②❀❁◆✵❏▼◆→❀❁◗❙③✿◆▼▲❖❆✿P❁P❹◆❙✇➄◆❙✾⑩❋➃➝➌✸✻✺❁❍❭◗q❋❽✼✿❍➅❋r❀✰◗➟➔❘⑧✽③❷✼✿▲❑❍❖❀❁◆➋❀❁✼✿✾❁s❊▲❑◆❾❏➈✼✿sr❀✣♦♣✺✰✾❁◆→➀➂❆✿✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾✟P❹❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍❖◆▼▲
✾❁◆✟❀❁◗▼❏❙❇❘❆✖❍❑s❘s❘✼✿✾⑩❋✒✸✻✺✣♦⑥◆▼✾
1/x
⑧➎▲➍♦⑥❍❖✾✰➉✷✾✰❍❡➥q✯❳✳r❆✖✺❁s✽✇✽❆✖✾⑩❋■❇❘❆✿✾❁s✽✼✿❍❖✾❁s❈❍⑤P✷✼✿❇➃◆q➑➓◆▼✇✽P❁▲❑◆✫✸✻✺❁◆✫▲➧✼➛s❘❆✖▲❑✺✰❋■❍❑❆✖✾✜❀❁◆
▲➍♦⑥◗▼✸✻✺✷✼❚❋■❍❖❆✿✾✌➏❁❆✖✇✽❆✖④✖❶❙✾❁◆➲✼❷s❘s❘❆❉❏▼❍❑◗▼◆➛⑧★➝➂➳↔➠❈➠❘➠❽✯➢➡ ✴✖➥❽➇✈✸✻✺❁❍⑨❋■◆❙✾❁❀★③✖◆❙❇❘s ☎▼◗❙❇❘❆✜⑧ ▲➨♦♣❍❑✾✰➉✷✾❁❍➨➇❧◆▼s●❋➆❀❁❆✖✾❁✾✰◗▼◆➛⑧ ✺✰✾❁◆
❏▼❆✿✾❁s❈❋■✼✿✾⑩❋■◆➆✇②✺❁▲➅❋■❍❑P❁▲❖❍❑❏➈✼❷❋❘❍❑③✖◆❿P✰❇❘❶▼s❙➇❴P✷✼❷❇
e−
√
1+q2 x + O(κ1λ) ✯❩✳r❆✖✺❁s➁P❹❆✖✺➓③✖❆✖✾❁s➃✼❷▲❖❆✖❇❈s➁❏▼❆✿✾❁s❈❋❘❇❘✺❁❍❑❇❘◆⑦✺✰✾❁◆
s❘❆✿▲❖✺✰❋❘❍❖❆✖✾➽P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲❖❍❖❶❙❇❘◆✽❀❁◆➆▲➧✼✟➀➂❆✖❇❘✇✽◆➛➝➂➠ ➳②✯
✁
➺✻➥✵◆q❋✽✼❢③✿◆▼❏➆▲❑◆▼s②❏❙❆✖✾❁❀❁❍➅❋■❍❖❆✿✾❁s❿✼✿✺➓➑ ▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆❙s✒➝❡➳↔➠❘➠❈➠❽✯ ➡❉➵♠➥→✾❁❆✿✺❁s
❋■❇❈❆✖✺✰③✿❆✖✾❁s⑨✼✿✺✟P❁▲❖✺❁s✹①❁✼✿s⑤❆✖❇❘❀❁❇❈◆✿➇✷✺❁✾✰◆→s❈❆✖▲❖✺➓❋■❍❖❆✿✾➆s❘❍❖✇✽❍❖▲❖✼✿❍❖❇❈◆❊✼❷✺✟P✝❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲
φ1
❀❁✺✟❏➈✼❷s⑨❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❑✸❉✺✰◆✽➊
φ1(x, x
′,q) =
1
κ1
[
φ˜b(κ1|x− x′|;q) + h˜+HW(κ1(x+ x′);q)
]
+
1
κ1
O(κ1λ) ➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯ ➡ ✁ ➥
➭↔✾➛❋■❇❘❆✿✺✰③✖◆✽✼✿❍❑✾❁s❘❍❳✸✻✺❁◆➃▲❖✼✒❏▼❆✖✾❁s●❋❽✼✿✾⑩❋❘◆✽❀❼♦♣❍❑✾✻❋❘◗▼④✖❇❘✼❷❋■❍❑❆✖✾➲◆❙✾➎➀➌✼✿❏q❋■◆❙✺❁❇➋❀❁◆➃▲➧✼✒s❈❆✖▲❖✺✰❋❘❍❖❆✖✾➞➏❁❆✖✇✽❆✖④✖❶▼✾✰◆
h˜+HW
◆▼s●❋
◗▼④✖✼✿▲❖◆❿⑧✒❏❙◆▼▲❑▲❖◆②❀❁✺➐❏▼✼✿s➋❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖✸✻✺❁◆②◆❙✾➎❏❙❆✖✾❁s❈❍❖❀❁◗❙❇■✼✿✾⑩❋
b = 0
◆❙❋
∆ = 0
➊
Z(q; b = 0,∆ = 0) = 1
✯✣♥✙◆▼s
◆❙❸❹◆❙❋❘s✈✸✻✺✷✼❷✾✻❋❘❍❖✸✻✺❁◆❙s✈s❈◆⑨✇➄✼✿✾❁❍➅➀➂◆▼s●❋■◆▼✾⑩❋❺P✝❆✖✺❁❇❺❏▼◆⑤P❁❇❈◆▼✇✽❍❖◆❙❇❧P❹❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲❁❇❈◆▼s❈s❘❆✖✇✽✇➄◗⑨⑧➋❀❁◆❙s✈❆✖❇❈❀❁❇❘◆❙s❺P❁▲❖✺❁s❺◗❙▲❖◆❙③✿◗▼s❙✯
➫↔✼✿✾❁s➯▲❖✼ ▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆✟❀❁◆▼s➯P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼✿s➄➀➌✼❷❍❖①❁▲❑◆▼✇✽◆▼✾⑩❋✒❏❙❆✖✺❁P❁▲❑◗▼s➆◆❙❋➆➀➌✼❷❍❖①❁▲❑◆▼✇✽◆▼✾⑩❋✒❀❁◗❙④✖◗▼✾✰◗▼❇❘◗❙s✫✾✰❆✖✺❁s➆P✝❆✖✺✰③✖❆✿✾❁s
❀❁❆✖✾✰❏✟❆✿①✰❋■◆❙✾❁❍❖❇➃✺❁✾❁◆➆➀➂❆✖❇❈✇②✺❁▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾➽◆q➑➓P❁▲❑❍❖❏❙❍❑❋■◆➆P✝❆✖✺❁❇➃▲❑◆➆P❹❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲✹❇❈◆▼s❘s❈❆✖✇✽✇➄◗
φ1
s❘❆✿✺❁s➄▲❖✼➞➀➂❆✖❇❘✇✽◆➆❀✣♦⑥✺❁✾
❀❁◗q③✖◆▼▲❑❆✖P❁P✝◆▼✇✽◆▼✾⑩❋⑨◆▼✾➯▲❖◆❙s✹P❹◆q❋■❍➅❋■s✹P✷✼✿❇❘✼✿✇✽❶❙❋■❇❈◆▼s✹❀❁✺➯P❁❇❈❆✖①❁▲❑❶▼✇✽◆✿✯✷✳⑨❆✖✺❁s⑤✼✿▲❑▲❖❆✖✾❁s✉③✖❆✖❍❑❇✹✸✻✺✣♦♣❍❑▲✣◆▼✾➯◆❙s❈❋⑨❀❁◆❾✇➄➾❙✇➄◆
P✝❆✖✺❁❇⑦▲❑◆✫❀✰◆▼✺➓➑➓❍❖❶❙✇➄◆✫P❹❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍❖◆▼▲⑨❇❘◆❙s❘s❈❆✖✇➄✇✽◗
φ2
✯✈➦❩❆✖✺❁❇⑦✼➈③✖❆✖❍❑❇⑦✼✿❏❙❏▼❶❙s➆⑧ ❏▼◆q❋❘❋❘◆➞➀➂❆✖✾❁❏q❋■❍❖❆✿✾✣➇❺✾❁❆✖✺❁s➄❀❁◆❙③✿❆✖✾❁s
❏➈✼❷▲❖❏▼✺✰▲❖◆▼❇➋▲❑◆➃✾❁❆✖✺✰③✿◆➈✼✿✺✭P❹❆✖❍❑❀❁s
z[1]
◆❙❋✵❀❁❆✖✾❁❏➃▲❖✼➯❀✰❍❑❸❹◗▼❇❘◆❙✾❁❏▼◆
[φ1 − vb](r, r′) ✯➩❄❃◆▼▲❑▲❖◆➒✱✴❏▼❍❧P✝◆▼✺➓❋✵s❙♦♣◆➒➑➓P❁❇❘❍❑✇➄◆❙❇
    
❏▼❆✿✇➄✇✽◆➲▲➧✼✭s❘❆✖✇✽✇➄◆➞❀❁◆▼s➆❏❽➏✷✼❚➣➧✾❁◆❙s➆❀❁◆➛▲❖❍❑◆▼✾❁s
f c c
✼❢③✿◆▼❏➎✼✿✺ ✇✽❆✖❍❖✾✰s✒✺❁✾ P✝❆✖❍❖✾⑩❋➆❍❑✾✻❋❘◆▼❇❈✾❁◆✬➊❃▲❖✼➽P❁❇❘◗❙s❘◆▼✾✰❏▼◆
❀❁✺➞③✿❆✖▲❖✺✰✇➄◆→❀✣♦⑥❍❖✾⑩❋■◗❙④✖❇■✼❷❋❘❍❖❆✖✾
dr′′
❀❁◆✵❏▼◆②P✝❆✖❍❑✾✻❋r❀❁❆✖❍➅❋r✼✿s❘s❈✺❁❇❘◆❙❇↔▲➧✼✽❏▼❆✖✾⑩③✖◆❙❇❘④✖◆❙✾❁❏▼◆❿✸✻✺✷✼❷✾❁❀
r → r′ ❀❁◆ [φ1 −
vb](r, r
′)
✯⑩✳r❆✖✺✰s❧P❹❆✖✺➓③✖❆✖✾❁s❺❀❁❆✿✾❁❏✹◆❙❸❹◆▼❏q❋■✺❁◆❙❇✈✼❷▲❖❆✖❇❈s❳✺❁✾➃❀❁◗❙③✿◆▼▲❑❆✖P❁P✝◆▼✇✽◆▼✾⑩❋❺❀❁◆ ✟❩✼❢➜❉▲❑❆✖❇❧❀❁◆✹❏▼◆q❋❘❋❘◆⑨❀✰❍❑❸❹◗▼❇❘◆❙✾❁❏▼◆➋➊
[φ1 − vb] (r+ λξ(s), r+ λξ(s′)) = [φ1 − vb](r, r) + κ1O(κ1λ) ➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯ ➡✖✕✿➥
♥✙◆❾P❁❇❘◆❙✇➄❍❑◆▼❇❥P✝❆✖❍❖❀✰s✹❇❘◆▼s❈s❘❆✖✇✽✇✽◗
z[1]
P✝◆▼✺✰❋⑨✼❷❍❖✾❁s❈❍✙s❘◆❾❀❁◗❙③✿◆▼▲❑❆✖P❁P✝◆▼❇⑤s❘❆✖✺✰sr▲❖✼➁➀➂❆✖❇❘✇✽◆✿➇❁P✝❆✖✺❁❇
x > 0
➊
z[1](L) = zαe
− 1
2
βe2α[φ1−vb](r,r)+O(ε.κ1λ) ➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯ ➡ ➚ ➥
✶❭③✖◆▼❏➎❏▼◆q❋❘❋❘◆✭◆➒➑✰P✰❇❘◆▼s❈s❘❍❑❆✖✾ ❀✰◆➎▲❖✼➽➀➂✺❁④⑩✼✿❏❙❍❑❋■◗
z[1]
➇❥❍❖▲❊◆▼s❈❋✟P✝❆✖s❘s❈❍❖①❁▲❑◆➛❀✣♦⑥◗❙❋■✺✰❀❁❍❖◆❙❇➆▲➍♦⑥◗▼✸✻✺✷✼❷❋❘❍❖❆✖✾↕❀❁❍➅❸❼◗❙❇❘◆▼✾⑩❋❘❍❖◆▼▲❑▲❖◆
s■✼❚❋■❍❖s●➀➌✼✿❍❑❋❘◆↔P✷✼✿❇
φ2
✯
✓☎✄ ✄ ✄ ✔✁  ✔   ✄ ✢✝✄ ✄ ✬ ✆ ✆ ✠ ✮✯★✗✬✂✛ ☛✣✢✝✄ ✍✁  ✠✏✎ ✛✣✢✝✄
♥❧♦♣❆✖①➓❋■◆▼✾⑩❋❘❍❖❆✖✾✭❀❁✺ P✝❆✿❋■◆❙✾⑩❋■❍❖◆❙▲❧❇❘◆❙s❘s❘❆✿✇➄✇✽◗
φ2
◆❙s❈❋➁s❘◆▼✇➁①❁▲➧✼✿①✰▲❖◆➃⑧➯❏▼◆▼▲❑▲❖◆➃❀❁◆
φ1
➇❭✼➈③✖◆❙❏⑦❀❁◆❙s➁❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼❏❙❋❘❍❖❆✖✾✰s
s❘✺✰P❁P❁▲❖◗❙✇➄◆❙✾⑩❋❽✼✿❍❑❇❘◆▼sr❀✣♦⑥❆✖❇❘❀❁❇❈◆
ε
❀❁✺✰◆▼s➋✼✿✺❉➑➞◗❙✾❁◆▼❇❈④✖❍❖◆❙s❊❀❁◆✵P❁▲❖❆✿✾❁④✖◆▼✇✽◆▼✾⑩❋ 1
2
βe2α[φ1 − vb]
❍❑✾⑩❋■◆▼❇●③✖◆❙✾✷✼✿✾⑩❋↔❀✷✼❷✾❁s
▲❖◆❙s✒P✝❆✖❍❖❀❁s
z[1]
✯❥♥✙◆▼s✒❋❘◆▼❇❈✇➄◆❙s➆◆▼✾ O(κ1λ) ❀❁✼✿✾❁s➎➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯ ➡✖✕✿➥✽➀➂❆✖✾⑩❋➆❍❖✾⑩❋❘◆▼❇❈③✿◆▼✾❁❍❑❇➯✼✿P❁❇❈❶▼s➆❍❖✾⑩❋❘◗▼④✖❇❘✼❷❋■❍❑❆✖✾✌s❈✺❁❇
Dxξ
➇✣❀❁◆▼s➋③❷✼✿❇❈❍➧✼✿✾❁❏❙◆▼s➋❀❁◆❙s❾❏❽➏❁◆▼✇✽❍❖✾❁s❙✯❭❄❃◆▼▲❑▲❖◆❙s●✱✴❏❙❍❴❋■◆❙✾❁❀❁◆❙✾✻❋→❀❁◆➃✇➄✼✿✾❁❍❑❶▼❇❘◆➁④⑩✼✿✺❁s❈s❘❍❖◆❙✾❁✾❁◆❿③✖◆❙❇❘s❾▲❖◆❙✺❁❇❘s↔③❷✼✿▲❑◆▼✺❁❇❈s
◆▼✾➼③✖❆✖▲❑✺❁✇✽◆✟◆q❋⑦✾✰◆✫P✝◆▼❇●❋■✺❁❇❈①❹◆❙❇❘❆✖✾⑩❋➄P✷✼✿s✽▲➧✼➐❇❘◗▼s❈❆✖▲❖✺➓❋■❍❖❆✿✾➼❀✰◆✫▲➨♦♣◗❙✸❉✺❁✼❷❋■❍❑❆✖✾ ❀✰❍❑❸❹◗▼❇❘◆❙✾⑩❋■❍❖◆❙▲❖▲❑◆✒P❹❆✿✺❁❇
φ2
✯❺✳r❆✿✺❁s
❋■❇❈❆✖✺✰③✿❆✖✾❁s✹➉✷✾✷✼✿▲❑◆▼✇✽◆▼✾⑩❋→➊
φ2(x, x
′,q) =
1
κ2
[
φ˜b(κ2|x− x′|;q) + h˜+HW(κ2(x+ x′);q)
]
+
1
κ2
O(κ2λ, ε) ➝❡➳↔➠❘➠❈➠❽✯ ➡❖✱⑩➥
P✝❆✖✺❁❇
x
◆q❋
x′ > 0
➇❁◆❙✾➞✼➈➜⑩✼❷✾✻❋rP✝❆✖s❘◗
κ2 =
(
4πβ
∑
α
e2αzα [1 + εα +O(εκ2λ)]
)1/2
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯➢➸✖➤✖➥
➫↔✼✿✾✰s❥▲❖◆rP❹❆✖❍❑❀❁s
z[2]
➇❉③❷✼②❍❖✾⑩❋❘◆▼❇❈③✿◆▼✾❁❍❑❇❃▲❖✼➁❀❁❍❑❸❹◗▼❇❈◆▼✾❁❏❙◆
φ2− vb ❀❁❆✖✾⑩❋✹✾❁❆✖✺✰s❥◆❙❸❹◆▼❏q❋■✺❁❆✖✾✰s✹✺❁✾➆❀❁◗❙③✿◆▼▲❑❆✖P❁P✝◆▼✇✽◆▼✾⑩❋
❀❁◆ ✟❩✼➈➜❉▲❖❆✖❇❙➇❥✼✿✾✷✼❷▲❖❆✖④✖✺✰◆➲⑧ ❏❙◆▼▲❖✺✰❍❊◆❙❸❹◆▼❏q❋■✺❁◗➐P✝❆✖✺❁❇
φ1
✯❥➙ ▲➧✼➎➉❁✾ ❀✰◆➲▲➧✼ ❀✰◆▼✺➓➑➓❍❖❶❙✇➄◆➞❇❘◆▼s❈s❘❆✖✇✽✇➄✼❷❋■❍❑❆✖✾✣➇❺▲❖◆❙s
✾❁❆✖✺➓③✖◆➈✼❷✺➓➑✟P❹❆✿❍❖❀❁s⑤⑧❿❏▼❆✿✾❁s❘❍❑❀❁◗▼❇❈◆▼❇⑤s▼♦⑥◆q➑➓P❁❇❈❍❖✇✽◆▼✾⑩❋↔✼❷▲❖❆✖❇❈s✹✼✿✺✟P❁▲❖✺❁s✹①❁✼✿s⑤❆✖❇❘❀❁❇❈◆❾◆▼✾
ε
◆❙❋
κ2λ
P❁✼✿❇❾➊
z[2](L) = zαe
− 1
2
βe2α[φ2−vb](r,r)+O(ε.κ2λ) P✝❆✖✺❁❇ x > 0
➝❡➳↔➠❘➠❈➠❽✯➢➸➓➵♠➥
✶❭③✖◆▼❏→▲➍♦⑥◆q➑➓P❁❇❈◆▼s❈s❘❍❖❆✿✾➽➝❡➳↔➠❘➠❈➠❽✯ ➡❖✱⑩➥❃❀❁◆
φ2
✾❁❆✖✺❁s⑤❆✖①➓❋■◆▼✾✰❆✖✾❁s⑤◆q➑➓P❁▲❑❍❖❏▼❍➅❋■◆❙✇➄◆❙✾✻❋❾➊
z[2](L) = zα
{
1 + εα
[
1− L¯Q(κ2x; ∆ = 0)
]
+O(ε2, ε.κ2λ)
}
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯➢➸⑩➡✿➥
✼➈③✖◆❙❏
L¯Q(x˜; ∆) = L¯(x˜; b˜ = 0,∆)
❀❁◗q➉✷✾❁❍✙◆❙✾➽➝➂➠ ➳②✯➅➵❢➸✖➸⑩➥❃◆q❋✵➊
L¯Q(u; ∆ = 0) =
∫ ∞
1
dt
e−2tu(
t+
√
t2 − 1)2 ➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯➢➸✖➸✖➥
= e−2u
[
1
2u
+
1
u2
+
1
2u3
]
− 1
u
K2(2u)
➝❡➳↔➠❘➠❈➠❽✯➢➸❷➺✻➥
❆✖➻
K2
◆❙s❈❋⑨✺❁✾❁◆❾➀➂❆✖✾❁❏q❋■❍❑❆✖✾➆❀❁◆✄✂❃◆▼s❈s❘◆❙▲➍✯
✘ ✶r❇❘❇❘❍➅③✖◗❙s❥⑧✵❏❙◆❊P✝❆✖❍❖✾⑩❋✉✾❁❆✖✺✰s❥✼➈③✖❆✖✾✰s❃❆✖①✰❋❘◆▼✾✻✺➆▲❖◆❙s✈◆➒➑➓P❁❇❘◆❙s❘s❘❍❑❆✖✾❁s❥❀✰◆▼s❃❀✰◆▼✾❁s❈❍❑❋■◗❙s❃◆❙✾⑦❋■◆❙❇❘✇✽◆▼s❃❀✰◆r④✖❇❘✼✿P❁➏❁◆❙s
❏❙❆✖✾⑩③✖◆▼❇❈④✖◆▼✾⑩❋❘s⑦✼✿❍❑✾❁s❘❍✈✸✻✺❁◆➯▲❖◆▼s➁◗▼▲❖◗❙✇➄◆❙✾⑩❋■s✟➝➌P✝❆✖❍❑❀❁s②◆❙❋➃▲❑❍❖◆❙✾❁s❽➥❾❀❁◆➯❏▼◆▼s❿④✿❇■✼✿P❁➏✰◆▼s▼➇❧❀❁✼✿✾❁s❿▲➧✼✫▲❖❍❖✇✽❍❑❋❘◆➃❀❁◆
➀➌✼✿❍❑①❁▲❖◆➃❀❁◗❙④✖◗▼✾✰◗▼❇❘◆❙s❘❏❙◆▼✾❁❏❙◆✟◆q❋➁❀✰◆➄➀➌✼✿❍❑①❁▲❖◆➃❏▼❆✿✺❁P❁▲➧✼❷④✖◆✿➇❭◆▼✾ P❁✺❁❍❖s❈s■✼✿✾✰❏▼◆✒❀❁◆❙s➁❀❁◆❙✺➓➑ P❹◆q❋■❍❑❋❘s✵P❁✼✿❇■✼✿✇✽❶❙❋❘❇❘◆❙s
κλ
◆❙❋
Γ3/2
✯✻➠✴▲✝✾❁❆✖✺❁s✈❇❘◆❙s❈❋■◆❊✼✿▲❖❆✿❇❘s✉⑧➁✼✿✾❁✼✿▲❑➜❉s❘◆❙❇❃✸✻✺❁◆❙▲❖s✉s❘❆✖✾⑩❋❥▲❑◆▼s✉❀❁❍➧✼❷④✖❇■✼✿✇✽✇✽◆▼s❺✸✻✺❁❍✝③✿❆✖✾⑩❋❥❏❙❆✖✾⑩❋■❇❘❍❑①❁✺❁◆❙❇
✼✿✺❉➑➯P❁❇❘◆❙✇➄❍❑◆▼❇❈s✹❆✖❇❘❀❁❇❈◆▼s⑤❀✷✼✿✾✰s⑨❏❙◆▼s⑨❀❁◆▼✺❉➑➯P❹◆q❋■❍➅❋■s⑤P✷✼✿❇❘✼✿✇➄❶q❋■❇❈◆▼s▼✯
     
   
✄✠✟✌✟ ✟ ☎ ✟ ✄✆☎ ✒ ✟ ✑☞☛✞☛ ✏✒✠ ✑ ☛ ✑☞☛ ✒ ✟ ✠✕✔ ✎✍☛ ☛ ✑ ☛✍✑☞✑ ☛ ✏ ☎✡✂
✓☎✄ ✄ ✄ ✔   ✔✗✖   ✤ ☛ ✤✧✢✝✄ ☛✣✢ ✦ ✤✡✠✘✛☎☛ ✢✝✓✣✤ ☛ ✢✝✄ ☛ ★ ☛✠✄ ✤✧✢ ✛✂✮✡✄ ☛ ★ ✠ ✦ ✤✡✠ ✆ ✆ ✢✝✄
✁ ★✗✢✥✛
F c c
✶❊✾✷✼❷▲❑➜❉s❘❆✖✾✰s✉▲➨♦♣❆✿❇❘❀❁❇❈◆✹❀❁◆⑤④✖❇■✼✿✾✰❀❁◆▼✺❁❇❧❀✰◆⑨▲❖✼↔❏▼❆✖✾⑩❋❘❇❘❍❖①✰✺✰❋■❍❑❆✖✾
L ✐ t
F c c
z[2](L′)
➇✖❀✣♦⑥✺❁✾❁◆⑨s❘◆❙✺❁▲❖◆⑤▲❑❍➧✼✿❍❑s❘❆✖✾
F c c
➇✷✸✻✺❁❍✣③❷✼✿✺✰❋→➊
−βeα
∑
γ
eγ
∫
dr′ φ2(r, r′)
(∫
Dξ′ z[2](L′)
)
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯➢➸ ✴✿➥
✶❭③✖◆▼❏→▲❖◆❙s⑤◆q➑➓P❁❇❘◆❙s❘s❈❍❖❆✖✾❁s➁➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯➢➸⑩➡✿➥❃❀❁◆
z[2]
◆q❋➁➝➂➳↔➠❈➠❽✯❑➵ ✱⑩➥❃❀❁◆❾▲➧✼②✇✽◆▼s❈✺❁❇❘◆❾❀✣♦⑥❍❖✾⑩❋■◗❙④✖❇■✼❚❋■❍❖❆✿✾✣➇✰◆❙▲❖▲❖◆➋s❈◆❾❇❘◗▼◗❙❏▼❇❈❍❑❋→➊
−βeα
∑
γ
eγzγ
∫
dr′ φ2(r, r′)
[
1− e−2x′2/λ2γ
] [
1 +Oγ(ε)
]
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯➢➸
✁
➥
✶✏P✰❇❘❍❖❆✿❇❘❍➍➇❅❏❙❆✖✇➄✇✽◆→▲➧✼✽➀➂❆✿✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾
φ2
❀❁◗❙❏▼❇❘❆❷➣❖❋r◆q➑➓P❹❆✿✾❁◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲❑▲❖◆▼✇✽◆▼✾⑩❋r③➓❍➅❋■◆✵s❘✺❁❇↔▲➨♦♣◗❙❏❽➏❁◆▼▲❑▲❖◆
κ−12
◆❙❋❊③❉✺➛✸✻✺✣♦⑥❆✖✾
P✝◆▼✺✰❋⑨◗▼❏❙❇❘❍❑❇❘◆❿➊
φ2(r, r
′) = κ2φ˜
(0)
2 (κ2r, κ2r
′)
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯➢➸ ✕✿➥
▲➧✼✭✇➄◆❙s❘✺❁❇❈◆➲❀✣♦⑥❍❖✾⑩❋■◗❙④✖❇■✼❷❋❘❍❖❆✖✾★✼✿P❁P✝❆✖❇❈❋❘◆➲✺❁✾ ❆✖❇❈❀❁❇❘◆➲❀✰◆➲④✖❇■✼❷✾❁❀❁◆▼✺✰❇
(κ−12 )
3 ✯❃➫↔✼✿✾❁s⑦▲➍♦⑥◗▼✸✻✺✷✼❷❋❘❍❖❆✖✾ ➝❡➳↔➠❈➠❘➠❽✯♣➸ ✁ ➥q➇
✸✻✺✷✼✿✾❁❀➎❆✖✾➐❀❁◗q③✖◆▼▲❑❆✖P❁P✝◆➄▲❑◆②P❁❇❈❆➓❀❁✺✰❍❑❋❾❀❁◆❙s→❀✰◆▼✺➓➑➎❏❙❇❘❆❉❏❽➏❁◆❙❋❘s▼➇✙▲❖◆❿P✰❇❘❆❉❀❁✺❁❍❑❋↔❀❁◆▼s
1
❀❁❆✖✾❁✾✰◆➄✼❷❍❖✾❁s❈❍❳✺❁✾❁◆➃❏▼❆✿✾✻❋❘❇❘❍ ✱
①❁✺✰❋❘❍❖❆✖✾➄❀✣♦⑥❆✖❇❘❀❁❇❈◆ O(1) ✯➓❄❊♦♣◆❙s❈❋✹❍❑❏▼❍✝✸✻✺✣♦♣❍❑✾⑩❋■◆▼❇●③❉❍❖◆▼✾⑩❋✹❀✰◆❊✇➄✼✿✾❁❍❖❶❙❇❘◆⑨❏▼❇❈✺❁❏▼❍❖✼✿▲❖◆⑨▲➧✼→❏▼❆✖✾❁❀✰❍❑❋■❍❑❆✖✾✽s❘✺❁❇❥▲❑◆▼s❺➀➂✺❁④⑩✼✿❏❙❍❑❋❘◗▼s∑
γ eγzγ = 0
➇❁P❁✺✰❍❖s❘✸✻✺✣♦⑥◆▼▲❑▲❖◆↔◗❙▲❖❍❑✇➄❍❑✾❁◆❊◆❙✾➯➀➌✼❷❍❑❋✹P❁✺✰❇❘◆▼✇✽◆▼✾⑩❋⑤◆q❋rs❈❍❖✇✽P❁▲❖◆❙✇➄◆❙✾⑩❋❥❏▼◆q❋❘❋❘◆→❏❙❆✖✾⑩❋■❇❈❍❖①❁✺✰❋❘❍❖❆✖✾❼✯✘✁➓❍✣✾✰❆✖✺❁s
✾✣♦♣✼➈③➓❍❑❆✖✾❁s➋P✷✼❷s→❏❙◆❙❋❈❋■◆➃❏▼❆✖✾✰❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾✣➇❹✺❁✾❁◆➃❍❖✾➓➉✷✾❁❍❑❋❘◗②❀❁◆➃❀❁❍❖✼✿④✖❇■✼❷✇➄✇✽◆▼s②➝➌✾❁❆✿❋■✼✿✇✽✇➄◆❙✾✻❋↔◆▼✾➎◗❙❋■❆✿❍❖▲❖◆➈➥⑨❏❙❆✖✾⑩❋■❇❘❍❑①❁✺❁◆➒✱
❇■✼❷❍❖◆▼✾⑩❋②⑧➞▲➍♦⑥❆✖❇❘❀✰❇❘◆✽▲❖◆✽P❁▲❖✺❁s➁①✷✼✿s➁❀❁✼✿✾❁s②▲❑◆▼s➁P✰❇❘❆✿➉✷▲❑s✵❀✰◆✒❀❁◆▼✾✰s❘❍❑❋❘◗✿✯❴♥❭◆❙s②❇❘◗❙s❘✺❁▲➅❋❽✼❷❋❘s✵➉✷✾❁✼✿▲❖s✵❀❁❆✖❍❑③✿◆▼✾⑩❋②➾q❋■❇❈◆✒▲❖◆❙s
✇✽➾▼✇✽◆▼s❺✼✿P❁❇❈❶▼s❺s❘❆✿✇➄✇➄✼❷❋■❍❑❆✖✾✣➇❚✸✻✺❁◆r❏❙◆❙❋❈❋■◆⑤❏▼❆✖✾✰❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾❿s❈✺❁❇❺▲❖◆▼s❳➀➂✺✰④⑩✼✿❏▼❍➅❋■◗❙s✉s❈❆✖❍❑❋❳❇❘◗➈✼❷▲❖❍❖s❈◗▼◆✹❆✖✺➃✾❁❆✿✾✣➇⑩✇⑦✼❷❍❖s❳❏❙◆❙❋❘❋❘◆
❏▼❆✿✾❁❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾→P✝◆▼❇❘✇✽◆❙❋❴❀❁◆❥✾✣♦♣✼➈③✖❆✖❍❑❇❴⑧r❏▼❆✖✾❁s❈❍❖❀❁◗❙❇❘◆❙❇❳✸✻✺✣♦♣✺✰✾❿✾❁❆✖✇②①❁❇❈◆✈➉✷✾✰❍➓❀❁◆❃❀❁❍➧✼✿④✿❇■✼✿✇✽✇➄◆❙s❭✼✿✺➓➑➁❆✖❇❘❀✰❇❘◆▼s➩③✖❆✖✺✰▲❖✺❁s❙✯
❻❧✾❁s❘✺❁❍➅❋■◆❷➇➩▲➨♦♣❍❑✾⑩❋■◗▼④✿❇■✼✿▲❑◆➁➀➌✼✿❍❖s❘✼✿✾⑩❋❾❍❖✾⑩❋■◆❙❇❈③✿◆▼✾❁❍❑❇→▲❑◆➃P❁❇❘❆❉❀❁✺❁❍➅❋❾❀❁◆
e−2x
′2/λ2γ
P❁✼✿❇
1
③❷✼➯❏❽➏✻✺✰❋■◆❙❇✵❀✣♦⑥✺❁✾✭❆✖❇❘❀❁❇❈◆
❀❁◆➃④✖❇❘✼✿✾❁❀❁◆❙✺❁❇➋P✷✼✿❇➋❇❘✼✿P❁P✝❆✖❇❈❋→⑧➆▲➍♦♣✼✿✾✷✼❷▲❑➜❉s❘◆②P✰❇❘◗▼❏❙◗▼❀❁◆❙✾⑩❋■◆✿➇➩P✝❆✖✺❁❇➋✺❁✾❁◆✽✼✿✺➓❋■❇❘◆❿❇❘✼✿❍❖s❈❆✖✾ ➝➌❆✖✾➐✾❁◆❿P✝◆▼✺➓❋✵P❁✼✿s❾▲❖✺❁❍
✼✿P❁P✰▲❖❍❖✸✻✺❁◆❙❇②▲➧✼➲❏❙❆✖✾❁❀❁❍➅❋■❍❑❆✖✾✬s❘✺❁❇❿▲❑◆▼s②➀➂✺❁④✖✼✿❏▼❍➅❋■◗▼s➆➊❴◆▼✾➼◆❙❸❹◆❙❋➃▲➧✼➲✸✻✺✷✼❷✾✻❋❘❍❑❋❘◗
∑
γ eγzγ
✾❁◆➯s❘◆➆➀➌✼✿❏q❋■❆✖❇❈❍❖s❈◆✒P❁▲❖✺✰s
P❁✺❁❍❑s❘✸✻✺❁◆❿▲❑◆▼s↔▲❑❆✖✾❁④✖✺❁◆❙✺❁❇❘s
λγ
➀➂❆✖✾⑩❋➋◆❙✾❁❏▼❆✖❇❈◆❿❍❖✾⑩❋■◆❙❇❈③✿◆▼✾❁❍❑❇↔▲➍♦⑥◆▼s❈P❹❶❙❏▼◆
γ
➥q✯✣♥❭◆✵❋■◆▼❇❈✇➄◆➁④⑩✼✿✺❁s❈s❘❍❖◆❙✾
e−2x
′2/λ2γ
➀➌✼✿❍❑❋
❏▼❆✿✾✻③✿◆▼❇❈④✖◆▼❇➋▲❑◆▼s↔❍❑✾✻❋❘◗▼④✖❇❘✼✿▲❖◆❙sr❀❁✼✿✾❁s↔▲❑◆▼s❘✸✻✺❁◆❙▲❖▲❑◆▼s↔❍❑▲➩◆❙s❈❋❾P❁❇❈◗▼s❈◆▼✾⑩❋➈➇✣s❈✺❁❇↔▲➨♦♣◗❙❏❽➏❁◆▼▲❑▲❖◆➁❏▼✼✿❇■✼❷❏❙❋■◗❙❇❘❍❑s❈❋■❍❑✸✻✺❁◆
λγ
◆❙❋➋✾✰❆✖✾
P✷✼✿s
κ−12
✯❅♥❭✼❿❏▼❆✖✾⑩❋❘❇❘❍❖①✰✺✰❋■❍❑❆✖✾➯❏▼❆✖❇❈❇❘◆▼s❈P❹❆✿✾❁❀✷✼✿✾⑩❋■◆❾s❈◆→❋❘❇❘❆✖✺✰③✿◆→✼✿❍❖✾❁s❈❍✣➾❙❋❘❇❘◆❾❀✣♦⑥❆✖❇❘❀✰❇❘◆❾❀❁◆❾④✖❇■✼❷✾❁❀❁◆▼✺✰❇ O(κ2λ) ✯
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F c c
✝✍✌✠✚ ✗
✑ ✛P✜✛✔✜✛P✜✿★ ✝ ✔✜✛✾★✢✛ ✝ O(ε, κ2λ) ✯❷➫❊◆❥P❁▲❑✺❁s▼➇ ☎ ✬✍✝✠✚ ✔✜✛✾★✢✛ ✝q➇❚▲➧✼r❏❙❆✖✾❁❀❁❍➅❋■❍❑❆✖✾
∑
γ eγzγ
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✁ ★✗✢✥✛
Fmc
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Fmc
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✁
➥✹➊
Fmc(L1,L2) =
∫ 1
0
ds
∞∑
q=1
1
q!
[λ1ξ1(s).∇r1]
q F c c(L1,L2)
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➚
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γ eγzγ = 0
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✾❁◆⑨P❹◆❙✺✰❋✈P✷✼✿s✉s▼♦♣✼✿P❁P❁▲❑❍❖✸✻✺❁◆▼❇❺❏▼✼✿❇✈▲❑◆▼s✉▲❖❆✖✾✰④✖✺❁◆▼✺✰❇❘s❺❀✣♦⑥❆✖✾❁❀❁◆
λγ
❍❖✾⑩❋■❇❈❆➓❀✰✺❁❍❖s❈◆▼✾⑩❋✉✺❁✾❁◆❊✾✰❆✖✺✰③✖◆❙▲❖▲❑◆⑨❀✰◗▼P✝◆▼✾❁❀✷✼❷✾❁❏▼◆r◆▼✾
▲➍♦⑥◆▼s❈P❹❶❙❏▼◆
γ
✯
➦❩❆✖✺✰❇→▲❑◆②❀❁❍❖✼✿④✖❇■✼❷✇➄✇✽◆
✐✛ t
Fmc
z[2](L′)
➇❼❆✖✾➐P❹◆❙✺✰❋❾✾❁◗➈✼❷✾❁✇➄❆✿❍❖✾❁s❊➀➌✼❷❏❙❋■❆✿❇❘❍❖s❈◆▼❇↔▲➨♦♣◗❙❏▼❇❈❍❑❋■✺✰❇❘◆②◆❙✾➎❀✰◗❙③✖◆➒✱
▲❖❆✿P❁P❹◆❙✇➄◆❙✾⑩❋⑤❀❁◆ ✟❴✼➈➜❉▲❖❆✖❇✹◆q❋⑨s■✼❿❏▼❆✖✾⑩❋❘❇❘❍❖①✰✺✰❋■❍❑❆✖✾➯◆▼s❈❋→➊
L1
✐✛ t
Fmc
z[2](L2) =
∫ 1
0
ds
∞∑
q=1
[λ1ξ1(s).∇r1 ]
q
(
L1
✐ t
F c c
z[2](L2)
)
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯➢➸ ✱✖➥
✶❭③✖◆▼❏➆▲❑◆⑦❇❈◗▼s❘✺✰▲❑❋❽✼❚❋②❀❁◆➄▲➍♦♣✼✿✾✷✼✿▲➅➜➓s❈◆⑦❀❁✺✬❀✰❍➧✼✿④✖❇❘✼✿✇✽✇➄◆➃✼➈③✖◆❙❏➆✺❁✾✬▲❖❍❑◆▼✾
F c c
➇❩❆✖✾✬◆❙✾➽❀❁◗❙❀❁✺❁❍❑❋②✸❉✺✰◆✒▲➍♦⑥❆✖❇❘❀✰❇❘◆✽❀❁◆
④✖❇❘✼✿✾❁❀❁◆❙✺❁❇⑤❀❁◆➄➝➂➳↔➠❈➠❘➠❽✯♣➸ ✱⑩➥❃◆❙s❈❋r✼✿✺✟✇➄❆✖❍❑✾❁s
(κ2λ)
2 ❆✖✺ ε.κ2λ
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➦❩❆✖✺✰❇✹▲❖◆↔❀❁❍❖✼✿④✖❇❘✼✿✇➄✇✽◆
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✐ ✲ t
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▲❖◆❙s✹❋■◆▼❇❈✇➄◆❙s
λγξ.∇
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➀➌✼✿❏q❋■❆✖❇❈❍❖s❘◆❙❇▼✯❁❄❃❆✖✇➄✇✽◆↔▲❖✼➁➀➂❆✖✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾
φ2
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−βeα1
∑
γ
eγzγλγ
∫
dr2
∫ 1
0
ds
∫
Dxξ2 ξ2(s).∇r2φ2(r1, r2)
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯♣➺⑩➤✖➥
❆✖➻
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x
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0
ds
∫
Dxξx ξx(s)
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✺❁✾❁◆➛❀✰◗▼❏▼❆✿✇➄P✝❆✖s❘❍➅❋■❍❑❆✖✾✌❀❁✺★❋✴➜❉P✝◆ ➝➌➠ ➳②✯➅➵✖➵✖➵❢➥✽❆✖➻ ▲➨♦♣❍❑✾✻❋❘◗▼④✖❇❘✼❷❋■❍❑❆✖✾✌s❈✺❁❇✒▲❖✼ ❏▼❆❉❆✖❇❘❀✰❆✖✾❁✾❁◗❙◆➛❀❁✺ P❹❆✿❍❖✾⑩❋➆❍❖✾⑩❋❘◆▼❇❘✾✰◆
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◆q❋
▲➧✼✒❀✰◆▼✺➓➑➓❍❖❶❙✇➄◆❿▲➨♦♣◗❙❏❽➏❁◆▼▲❑▲❖◆
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✯❭➦➩❆✖✺❁❇➋▲➧✼✒❏❙❆✖✾⑩❋■❇❈❍❖①❁✺✰❋❘❍❖❆✖✾➛❀✰◆▼s→❏▼❆✖✺❁❇●❋■◆❙s→❀✰❍❖s❈❋■✼✿✾❁❏❙◆▼s➄➝➌▲❖✼✒❏▼❆✖✾⑩③✖◆❙❇❘④✖◆❙✾❁❏▼◆➄◗❙❋■✼✿✾⑩❋
✼✿s❈s❘✺❁❇❈◗▼◆❊P❁✼✿❇✈▲❖✼→✇✽◆▼s❈✺❁❇❘◆r❀❁◆⑨▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◗❙④✖❇■✼✿▲❑◆❥➀➂❆✖✾❁❏q❋■❍❖❆✿✾❁✾❁◆▼▲❑▲❖◆➈➥q➇✖▲❑◆▼s❺➀➂❆✖✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾✰s❃⑧❾❏▼❆✖✾✰s❘❍❖❀✰◗▼❇❘◆❙❇✈③❷✼✿❇❈❍❖◆▼✾⑩❋✉❋✴➜❉P❁❍❖✸✻✺❁◆➒✱
✇✽◆▼✾⑩❋➋s❘✺✰❇
βe2
◆q❋
λ
✯✣♥❺♦♣✼✿✾✷✼❷▲❑➜❉s❘◆②❀✰◆▼s➋❆✖❇❈❀❁❇❘◆❙s➋❀❁◆❿④✖❇■✼❷✾❁❀❁◆▼✺✰❇➋❀❁❆✖✾❁✾❁◆➃✼❷▲❖❆✖❇❈s❊P✝❆✖✺❁❇↔▲➨♦♣❍❑✾✻❋❘◗▼④✖❇❘✼❷❋■❍❑❆✖✾➞s❈✺❁❇➋❏▼◆❙s
❏▼❆✿✺❁❇❈❋❘◆▼s②❀❁❍❑s❈❋■✼✿✾❁❏▼◆❙s②❀❁◆❙s②❋■◆▼❇❈✇➄◆❙s➁❀✣♦⑥❆✖❇❈❀❁❇❘◆
(βe2)iλj/a3
➇➩❆✖➻
i + j = 3
◆▼s●❋➃▲❖◆✽✾❁❆✖✇②①✰❇❘◆⑦❀✰◆⑦③❷✼✿❇❘❍❖✼✿①❁▲❖◆❙s
s❘P❁✼❷❋■❍❖✼✿▲❖◆❙s▼✯✣➦➩❆✖✺❁❇↔▲❑◆▼s➋④✖❇❘✼✿✾❁❀❁◆❙s↔❀❁❍❑s❈❋❽✼❷✾❁❏▼◆❙s▼➇✙▲❖◆✵❏▼❆✖✇✽P✝❆✖❇❈❋❘◆▼✇✽◆▼✾⑩❋❾✼✿s●➜➓✇✽P✰❋❘❆✿❋■❍❑✸❉✺✰◆②❀❁◆
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∫
dL′ z[2](L′)FRT(L,L′)
◆▼s●❋
O ((λ/a)3 , (λ/a)2 Γ, (λ/a) Γ2,Γ3) = O(η2) ✯❺✳r❆✿❋❘❆✖✾❁s✽✸✻✺❁◆✫❀✰◆▼s➃❋■◆▼❇❈✇➄◆❙s➃❀✣♦♣❆✿❇❘❀❁❇❈◆ (λ/a)3 s❙♦♣❍❑✾✻❋❘❇❘❆❷✱
❀❁✺❁❍❑s❘◆❙✾✻❋❾P❁✼✿❇➋▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◆❙❇❘✇✽◗▼❀❁❍❖✼✿❍❖❇❈◆✵❀✰◆❿❏▼◆➃❀❁❍➧✼❷④✖❇■✼✿✇✽✇✽◆✿✯❅➠✴▲❖s↔s❈❆✖✾⑩❋→❀❁✺➐✇➄➾❙✇➄◆②❆✿❇❘❀❁❇❈◆❿❀❁◆❿④✖❇■✼❷✾❁❀❁◆▼✺✰❇➋✸❉✺✰◆✽❏❙◆▼❇➟✱
❋❽✼❷❍❖✾❁◆❙s↔❏▼❆✖✾⑩❋❘❇❘❍❖①✰✺✰❋■❍❑❆✖✾❁s↔❀❁✺✰◆▼s→✼✿✺➓➑➲◆❙❸❹◆❙❋■s❾❀✣♦⑥◗▼❏❽➏❁✼✿✾❁④✖◆➃❀❁◆❙s➋s❈❋❽✼❚❋■❍❖s●❋■❍❑✸❉✺✰◆▼s➋✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸✻✺❁◆▼s❾◆❙❋❾✸✻✺❁❍❴❆✖✾⑩❋❾❀❁❶▼s❾▲❖◆
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dL′ z[2](L′)
[
1
2
[F cm(L,L′)]2 + F c c(L,L′).F cm(L,L′)
]
= O(ε(κ2λ)2) ➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯♣➺❁➵❢➥
❻❧✾✰➉✷✾✣➇✙❀❼♦➢✼✿P✰❇❘❶▼s❾▲❑◆▼s➋◆q➑➓P❁❇❈◆▼s❈s❘❍❖❆✿✾❁s✒➝❡➳↔➠❈➠❘➠❽✯♣➸⑩➡✖➥❊❀❁◆
z[2]
◆❙❋⑦➝❡➳↔➠❘➠❈➠❽✯ ➡
➚
➥❊❀❁◆
z[1]
➊
z[2] − z[1] = O(zε) ✯➩➭↔✾
③✖◗❙❇❘❍➅➉✷◆→✼✿❍❖✾❁s❈❍❳➊∫
dL′
[
z[2](L′)− z[1](L′)] [1
2
[F c c(L,L′)]2 +
1
2
[Fmc(L,L′)]2
+F c c(L,L′).Fmc(L,L′)
]
= O(ε2) ➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯♣➺✻➡✿➥
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✗✙✏   ✔✜✛✆★✢✛ ✝✍✌
ε
✝✠✚
κ2λ
➇✷▲❑◆▼s✹s❈◆▼✺❁▲❑s⑨❀✰❍➧✼✿④✖❇❘✼✿✇✽✇➄◆❙s❥✸✻✺❁❍✙❏▼❆✖✇✽P✰❋❘◆▼❇❘❆✿✾✻❋⑤P✝❆✖✺❁❇⑤▲❖✼②❀❁◆▼✾❁s❈❍❑❋❘◗→❀✰◆→①✝❆✖✺❁❏❙▲❖◆➋s❈❆✖✾⑩❋✵➊
ρ(L) = z[2](L)
[
1 + L ✐ t
F c c
z[2](L′) + O(η2)
]
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯♣➺⑩➸✖➥
✓☎✄ ✄ ✄ ✔   ✔   ✆ ✢✥✛☎✄ ★ ✮☎✄ ☛✣✢ ✞✭✬ ✓ ✍ ✱✩✢✝✄
➫↔✼✿✾❁s⑤▲➨♦♣◆➒➑✰P✰❇❘◆▼s❈s❘❍❑❆✖✾➯❀❁◆➋▲➧✼②❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗➋❀❁◆➋①✝❆✖✺❁❏❙▲❖◆➃➝❡➳↔➠❈➠❘➠❽✯⑥➺⑩➸⑩➥q➇✰▲➧✼✵➀➂✺❁④✖✼✿❏▼❍➅❋■◗↔❇❈◆▼s❘s❈❆✖✇✽✇➄◗❙◆
z[2]
✸❉✺✰◆➋▲➍♦⑥❆✖✾➯✼
⑧✵❏❙❆✖✾❁s❈❍❖❀❁◗❙❇❘◗▼◆r◆▼s●❋❥❀❁❆✖✾✰✾❁◗▼◆rP✷✼✿❇❊➝➂➳↔➠❈➠❘➠❽✯♣➸⑩➡✖➥➒✯➓♥✙◆⑨❀❁❍➧✼❷④✖❇■✼✿✇✽✇✽◆⑤✼❢③✿◆▼❏r✺❁✾✒▲❖❍❑◆▼✾
F c c
s▼♦⑥◆q➑➓P❁❇❈❍❖✇✽◆r▲❑✺❁❍❅❏▼❆✖✇✽✇✽◆→➊
∫
dL′ F c c(L,L′) z[2](L′) = −βeα
∑
γ
eγzγ
∫
dx′
∫
Dxξ
′ . . .
. . .
[
1 + εγ
(
1− L¯Q(κDx′; 0)
)
+O(η2)]φ2(x, x′;q = 0) ➝❡➳↔➠❘➠❈➠❽✯♣➺✿➺✻➥
☎➋❇ ✝✿❏❙◆❾⑧✽▲❖✼②❏▼❆✖✾❁❀✰❍❑❋■❍❑❆✖✾
∑
γ eγzγ = 0
➇❁s❈◆▼✺❁▲❑◆→▲➨♦♣◆➒➑➓P❁❇❘◆❙s❘s❘❍❑❆✖✾✟❀❁◆
φ2
✼❷✺✟P✰▲❖✺❁s⑤①✷✼✿s⑤❆✖❇❈❀❁❇❘◆➋❍❑✾⑩❋■◆▼❇●③❉❍❖◆▼✾⑩❋→➊
φ2(x, x
′;q = 0) =
2π
κ2
[
e−κ2|x−x
′| + e−κ2(x+x
′) +O(ε, κ2λ)
]
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯♣➺ ✴✿➥
❆✖➻ ▲❑◆▼s✒❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼❏❙❋❘❍❖❆✖✾✰s O(ε, κ2λ) ❀✷✼✿✾❁s φ2 s❈❆✖✾⑩❋➆P✷✼✿❇⑦❏▼❆✖✾❁s●❋■❇❈✺❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾ ✜ ✟✮★✫✪✸✑✕✝✠✟✮★✓✗✙✟✕✚✸✝✍✌ ★✫✝ ✡✞✝ ✝✍✌✸✑ ✒✍✬✍✝ ★✫✝✍✌
★✫✝✠✏   ✑✕✔✭✜ ✟✕✚ ✌ ✛✆✗✫✬✠✜ ✟ ✝✍✌q✯➩❻❧✾✰➉✷✾❼➇❳✼✿✺➓➑ ❆✖❇❈❀❁❇❘◆❙s②❍❖✾✰➀➂◗❙❇❘❍❑◆▼✺❁❇❈s➁⑧
ε2
◆q❋
εκ2λ
➇➩▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋❘◗▼④✖❇❘✼✿✾❁❀ ❀✰◆➐➝➂➳❊➠❘➠❘➠❽✯⑥➺✖➺✻➥➋◆▼s●❋
❍❖✾✰❀❁◗▼P✝◆▼✾❁❀❁✼✿✾⑩❋r❀✰✺✫❏❽➏❁◆❙✇➄❍❑✾
ξ
◆❙❋➈➇❅✼➈③✿◆▼❏→▲➧✼❿✇➄◆❙s❘✺❁❇❈◆❾❀✣♦♣❍❑✾⑩❋■◗▼④✿❇■✼❷❋❘❍❖❆✖✾➎➝❡➳↔➠❘➠❽✯➅➵✖✱⑩➥❽➇✷❆✖✾➯❆✖①✰❋❘❍❖◆❙✾✻❋→➊
∫
dL′ F c c(L,L′) z[2](L′) = −4πβeα
κ22
∑
γ
eγzγεγ
{
1− M¯Q(κ2x; 0)
}
+
√
2π3/2βeα
κ2
∑
γ
eγzγλγe
−κ2x +O(η2) ➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯♣➺ ✁ ➥
   
❆✖➻➛▲❖✼➄➀➂❆✖✾❁❏q❋■❍❖❆✿✾
M¯Q
◆❙s❈❋❾▲❖❍❑◗▼◆✵✼✿✺➛❏➈✼❷s➋❏▼▲➧✼❷s❘s❘❍❑✸✻✺❁◆②P✷✼✿❇
M¯Q(x˜; ∆) = M¯(x˜; b˜ = 0,∆)
✸✻✺❁❍❴◆❙s❈❋❾❀❁❆✖✾✰✾❁◗▼◆
❀✷✼✿✾✰s⑨▲❑◆➋❏➈✼✿s⑤❀✣♦⑥✺❁✾❁◆→P✷✼✿❇❈❆✖❍✣s❈❍❖✇✽P❁▲❖◆↔P❁✼✿❇➋➊
M¯Q(u; 0) =
∫ ∞
1
dt
(
e−2tu − 2te−u
1− (2t)2
)
1(
t+
√
t2 − 1)2 ➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯♣➺ ✕✿➥
✳r❆✿s❥❀❁◗❙③✿◆▼▲❑❆✖P❁P✝◆▼✇✽◆▼✾⑩❋■s❥❀✰❍➧✼✿④✖❇❘✼✿✇✽✇⑦✼❷❋❘❍❖✸✻✺❁◆❙s✉P✝◆▼❇❈✇➄◆q❋❘❋❘◆▼✾⑩❋✹❀❁❆✖✾✰❏↔❀✣♦♣✼❢③✿❆✖❍❖❇❃✼✿❏▼❏❙❶▼s✹✼❷✺➓➑✒❀✰◆▼✾❁s❈❍❑❋■◗❙s✹❀✷✼✿✾❁s✈▲➍♦⑥◆▼s➟✱
P✷✼✿❏❙◆❾❀❁◆▼s⑨①❹❆✿✺❁❏▼▲❑◆▼s⑤✼✿✺➓➑➆P❁❇❘◆❙✇➄❍❑◆▼❇❘s✹❆✿❇❘❀❁❇❈◆▼s⑤◆▼✾
κ2λ
◆❙❋
ε
➊
ρ(L) = zα
{
1 +
[√
2π3/2βeα
κ22
∑
γ
eγzγκ2λγ
]
e−κ2x
+ εα
[
1− L¯Q(κ2x; 0)
]− [4πβeα
κ22
∑
γ
eγzγεγ
] [
1− M¯Q(κ2x; 0)
]
+O(η2)
}
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯♣➺
➚
➥
❄❃◆❙❋❈❋■◆➃❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗✿➇❭✼❷✺➓➑➐❆✖❇❈❀❁❇❘◆❙s
κ2λ
◆❙❋
ε
➇✣✾❁◆➃❀❁◗❙P❹◆❙✾❁❀✭P✰▲❖✺❁s➋◆➒➑✰P✰▲❖❍❖❏❙❍❑❋❘◆▼✇✽◆▼✾⑩❋➋❀❁◆➃▲➧✼⑦➀➂❆✿❇❘✇✽◆❿❀❁✺➐❏❽➏❁◆▼✇✽❍❖✾
ξ
❀❁◆❾▲➧✼②①✝❆✖✺❁❏❙▲❖◆❷➇✷❏▼◆❾✸✻✺❁❍✙s❘❍❑✇➄P❁▲❑❍❑➉✷◆❙❇■✼➁▲➨♦♣❆✿①✰❋■◆❙✾✻❋❘❍❖❆✖✾➆❀✰◆▼s⑨❀❁◆▼✾❁s❈❍❑❋❘◗▼s⑤❀❁◆❾P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s▼✯
✓☎✄ ✄ ✄ ✔   ✔✁  ✆ ✢✥✛☎✄ ★ ✮☎✄ ☛✣✢ ✪☎✠ ✤✯✮✧★ ✍ ✓ ✱✩✢ ✄
♥❭✼➃❀✰◆▼✾❁s❈❍❑❋■◗❾❀❁◆❾P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼s✹◆❙s❈❋⑨❇❘◆❙▲❖❍❖◗❙◆❾⑧❿❏▼◆▼▲❑▲❖◆➋❀❁◆❙s⑤①❹❆✖✺✰❏▼▲❖◆❙s⑤P✷✼✿❇→➝➂➳❊➠❘➠❽✯♣➸⑩➡✖➥❃◆q❋r▲➨♦♣❍❑✾⑩❋■◗▼④✿❇■✼❷❋❘❍❖❆✖✾✒s❈✺❁❇⑤▲❖◆❙s
❏❽➏❁◆❙✇➄❍❑✾❁s❊✾❁◆→➀➌✼✿❍❑❋⑨❍❑✾✻❋❘◆▼❇●③✖◆▼✾✰❍❖❇⑨✸❉✺✰◆②▲➧✼➃✇➄◆❙s❘✺❁❇❈◆➆➝❡➳↔➠❘➠❽✯➅➵✖✱⑩➥❽✯❹♥➩✼✽❀❁◆▼✾✰s❘❍❑❋❘◗➁❀❁◆✵P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙sr◆❙s❈❋↔✼✿❍❖✾❁s❈❍❭❀❁❆✖✾❁✾❁◗❙◆
◆▼✾➯➀➂❆✖✾❁❏q❋■❍❑❆✖✾➯❀❁◆▼s✹➀➂✺❁④⑩✼❷❏▼❍❑❋❘◗▼s✹P✷✼❷❇→➊
ρα(x) = zα
[
1− e−2x2/λ2α
]{
1 +
[√
2π3/2βeα
κ22
∑
γ
eγzγκ2λγ
]
e−κ2x
+ εα
[
1− L¯Q(κ2x; 0)
]− [4πβeα
κ22
∑
γ
eγzγεγ
] [
1− M¯Q(κ2x; 0)
]
+O(η2)
}
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯♣➺✓✱✖➥
♥✙◆▼s⑤❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗▼sr✼✿✺➯s❘◆❙❍❖✾✟❀❁✺➯t✷✺❁❍❖❀✰◆➋s❘❆✖✾⑩❋r✼✿❍❖✾✰s❘❍✣❀❁❆✿✾❁✾❁◗▼◆❙srP❁✼✿❇❾➊
ρBα = zα
{
1 +
1
2
βe2ακ2 −
2πβ2eα
∑
γ e
3
γzγ
κ2
+O(η2)
}
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯ ✴✿➤✖➥
♥❭✼❿▲❖❆✖✾❁④✿✺❁◆▼✺❁❇✹❀✰◆✵➫r◆▼①⑩➜✖◆✵◆▼s❈❋⑨P✷✼❷❇⑨❀✰◗❙➉✷✾❁❍➅❋■❍❑❆✖✾➛➊
ξ−1
D
= κD =
(
4πβ
∑
γ
e2γρ
B
γ
)1/2
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯ ✴➓➵❢➥
◆❙❋✽✾❁❆✿✺❁s➄◆❙✾ ❀✰◗▼❀❁✺❁❍❑s❘❆✖✾✰s
κ2 = κD [1 +O(ε)] ✯❺♥✙◆❙s➄❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗❙s➄✼❷✺ s❈◆▼❍❖✾➼❀❁✺✜t✷✺❁❍❑❀❁◆✭➝➂➳↔➠❈➠❘➠❽✯✵✴✿➤⑩➥②❏▼❆✿❇❘❇❘◆❙s●✱
P✝❆✖✾❁❀❁◆❙✾✻❋✽✼❷❍❖✾❁s❈❍❃✼✿✺❉➑✬◆q➑➓P❁❇❈◆▼s❈s❘❍❖❆✿✾❁s❿❀❁◆▼s❿❀✰◆▼✾❁s❈❍❑❋■◗❙s❿◆▼✾✬➀➂❆✖✾❁❏q❋■❍❑❆✖✾➽❀❁◆❙s❿P❹❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲❑s➁❏❽➏❁❍❑✇➄❍❑✸❉✺✰◆▼s▼➇❩❏➈✼✿▲❑❏▼✺❁▲❑◗▼◆❙s
❀❁❍❑❇❘◆▼❏q❋■◆❙✇➄◆❙✾✻❋⑨❀✷✼❷✾❁s⑤✺❁✾➯s❈➜❉s❈❋❘❶▼✇✽◆✵➏❁❆✿✇➄❆✖④✿❶▼✾❁◆➋P✝❆✖✺❁❇✹❀❁◆❙srP❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲❖◆▼s✹✸✻✺✷✼❷✾✻❋❘❍❖✸✻✺❁◆❙s②➝➂❏❙➀➟✯ ✄✲✶⑨❄❥➦ ✱✿➺✝✆❡➥➒✯✷✳r❆✿✺❁s
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➇❁P❁✼✿❇➋➊
ρα(x) = ρ
B
α
[
1− e−2x2/λ2α
]{
1 + βeα
[
~Be−κDx + UM¯Q(κDx; 0)
]
−1
2
κDβe
2
αL¯
Q(κDx; 0) +O(η2)
}
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(λ/a)6 ≪ Γ3/2 ≪ 1 ➝❡➳↔➠❘➠❈➠❽✯ ✴ ✴✖➥
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∑
α
eαρ
B
α = 0
➝❡➳↔➠❘➠❈➠❽✯ ✴
✁
➥
 ✸✻✺❁❍✈✼✿s❘s❈✺❁❇❘◆✒▲➨♦♣◆➒➑➓❍❖s❈❋❘◆▼✾❁❏❙◆⑦❀❁◆➄▲➧✼➯▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆➁❋❘➏❁◆▼❇❈✇➄❆❉❀✰➜❉✾✷✼✿✇✽❍❖✸✻✺❁◆➃❀❁✺➽s●➜❉s❈❋■❶❙✇➄◆❷✯❳♥❭✼✫P❁✼✿❇❘❆✖❍❺◗q❋❽✼✿✾⑩❋②s❈❍❖✇✽P❁▲❖◆➃◆q❋
✾❁❆✖✾✟❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◗▼◆❷➇✷✾❁❆✖✺❁s✹③✿◗▼❇❘❍➅➉✷❆✖✾❁sr✼✿✺❁s❈s❘❍✙✸✻✺❁◆→▲➧✼②❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆❾④✖▲❑❆✖①✷✼✿▲❑◆↔❀❁✺➆t✷✺❁❍❑❀❁◆❾❏▼❆✖✺❁▲❑❆✖✇②①❁❍❑◆▼✾➆◆❙s❈❋⑨①❁❍❖◆❙✾➯✾❉✺✰▲❖▲❖◆❿➊
∫
dr
∑
α
eαρα(r) = 0
➝❡➳↔➠❈➠❘➠❽✯✵✴✖✕✖➥
✼✿✺➓➑➆❆✖❇❘❀❁❇❈◆▼s
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◆❙❋
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❍❑✾❁❏▼▲❑✺❁s▼✯
✁➓❍✙❆✖✾✟❀❁◗❙➉❁✾❁❍❑❋⑤✺❁✾✟P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲✣◗▼▲❑◆▼❏❙❋❘❇❘❆✖s●❋❽✼❷❋❘❍❖✸✻✺❁◆❾P✷✼✿❇➋➊
Φ(x) =
∫
dr′ vb(r, r′)
∑
γ
eγργ(x
′)
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯ ✴
➚
➥
✼➈③✖◆❙❏✵▲❖✼②❇❘◗❙➀➂◗❙❇❘◆❙✾❁❏▼◆
Φ(x = +∞) = 0 ➇✷❆✖✾➯❆✖①✰❋■❍❑◆▼✾⑩❋❾➊
Φ(x) = −4π
∫ ∞
x′
dx′ (x′ − x)
∑
γ
eγργ(x
′)
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯ ✴✙✱✖➥
◆❙❋⑨❀✣♦♣✼✿P❁❇❈❶▼s⑤▲➧✼❿P❁❇❈❆✖P❁❇❈❍❖◗❙❋❘◗➋◆q➑➓P✝❆✖s❘◗❙◆✵❀✷✼❷✾❁s⑤▲➧✼②s❘◆❙❏❙❋❘❍❖❆✖✾➯➳②✯⑥➺❁✯➢➡➓➇❁✾❁❆✖✺✰s❊✼➈③✖❆✿✾❁s⑤❍❖✇✽✇➄◗❙❀❁❍➧✼❷❋❘◆▼✇✽◆▼✾⑩❋↔➊
Φ(x) = −~Be−κDx − UM¯Q(κDx; 0) ➝❡➳↔➠❘➠❈➠❽✯ ✁ ➤⑩➥
➦❴✼❷❇✹❇■✼✿P❁P✝❆✖❇●❋⑨✼✿✺➆❏➈✼✿s⑤❀✣♦⑥✺❁✾➯P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼②❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖✸✻✺❁◆❾✼✿✺➆③✖❆✿❍❖s❘❍❑✾✷✼✿④✖◆❊❀✣♦♣✺✰✾❁◆❾P✷✼✿❇❘❆✿❍✣s❘❍❑✇➄P❁▲❑◆✿➇❉❏▼◆❾P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲❼◗▼▲❑◆▼❏➒✱
❋■❇❈❆✖s❈❋■✼❷❋■❍❑✸✻✺❁◆➃❏▼❆✖✇✽P❁❇❘◆❙✾❁❀➎✺❁✾✭❋❘◆▼❇❘✇✽◆➃✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸❉✺✰◆➄s❈✺❁P❁P❁▲❑◗▼✇✽◆▼✾⑩❋❽✼✿❍❑❇❘◆➃P❁❇❈❆✖P❹❆✿❇❈❋■❍❑❆✖✾❁✾❁◆❙▲❧⑧
~
✯➩❄❃◆✽❋❘◆▼❇❈✇➄◆➃◆▼s●❋
✇➄✼❚➑➓❍❖✇➄✼✿▲❼s❈✺❁❇r▲❖✼❿P✷✼✿❇❘❆✿❍✙◆❙❋r❀❁◗▼❏❙❇❘❆✿➣❑❋rs❈◆▼✺❁▲❑◆▼✇✽◆▼✾⑩❋r◆q➑➓P❹❆✿✾❁◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲❑▲❖◆▼✇✽◆▼✾⑩❋⑤✸✻✺✷✼✿✾✰❀➞❆✖✾✫s▼♦⑥◗▼▲❖❆✿❍❖④✖✾❁◆➋❀✰◆✵▲❖✼➃P❁✼✿❇❘❆✖❍
◆❙❋❺❀✰◆⑨P✰▲❖✺❁s❙➇✖s❘✺❁❇❧▲➨♦♣◗❙❏❽➏❁◆▼▲❑▲❖◆✹❀✣♦⑥◗▼❏❙❇■✼✿✾➃❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❖✸✻✺❁◆⑤❀❁◆⑤➫r◆▼①⑩➜✖◆❷✯✰✳⑨❆✖✺❁s❳③✖◆❙❇❘❇❈❆✖✾❁s✉P❁▲❖✺❁s❧▲❑❆✖❍❖✾➁s❘❆✖✾➃❍❖✾⑩❋❘◆▼❇❘P✰❇❘◗❙❋■✼❷❋■❍❑❆✖✾✣✯
♥❭✼❿❀❁❍❑❸❹◗▼❇❈◆▼✾❁❏❙◆→❀✰◆→P✝❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲✣❋■❆❷❋❽✼✿▲❑◆↔P✷✼✿❇✹❇❘✼✿P❁P✝❆✖❇❈❋⑨✼✿✺➯t✷✺❁❍❑❀❁◆➋◆▼✾➯③✖❆✿▲❖✺❁✇✽◆➋◆▼s●❋➁➊
Φ(0) = −~B− U
2
(
ln 3 + 1− π√
3
)
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯
✁
➵❢➥
✳r❆✿✺❁srP✝❆✖✺✰③✿❆✖✾❁sr✾❁❆✿❋■◆❙❇⑤✸❉✺✰◆➁▲❖◆❙s⑨❋❘◆▼❇❈✇➄◆❙sr❀✣♦⑥❆✖❇❈❍❖④✖❍❑✾❁◆➋❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖✸✻✺❁◆❾❀✷✼✿✾❁sr▲➧✼②➀➂❆✖❇❈✇②✺❁▲❖◆✽➝❡➳↔➠❈➠❘➠❽✯⑥➺
✁
➥❥❀❁❆✖✾❁✾❁✼✿✾⑩❋
Φ
❏▼❆✿✾❁s❈❋❘❇❘✺❁❍❑s❘◆▼✾⑩❋✹❀✰◆▼s✈③❷✼✿❇❈❍➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾✰s✉❇❈◆▼▲❖✼❷❋■❍➅③✖◆▼s✉❀❁◆↔❀✰◆▼✾❁s❈❍❑❋■◗ |ρα(x)− ρBα |/ρBα
✸✻✺❁❍✝s❘❆✖✾⑩❋❃➀➌✼❷❍❖①❁▲❑◆▼s▼➇✻❀✣♦⑥❆✖❇❈❀❁❇❘◆
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➇
✇➄✼✿❍❖s➋✸✻✺❁❍❧s❙♦♣◗q❋■◆▼✾✰❀❁◆▼✾⑩❋❿s❈✺❁❇❾▲➧✼➆▲❖❆✖✾✰④✖✺❁◆▼✺✰❇➋❀✣♦♣◗❙❏▼❇❘✼✿✾ ❀❁◆➄➫❊◆❙①✻➜✿◆✿✯❩♥✙◆▼s❾❋■◆▼❇❈✇➄◆❙s❾✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■❍❖✸✻✺❁◆❙s➁❀✷✼❷✾❁s
z[2](L)
➇
❍❖✇✽P✝❆✖s❘◆❙✾✻❋✉◆❙✺➓➑✒❀✰◆▼s✈③❷✼✿❇❈❍➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾✰s❧❇❘◆▼▲❖✼❷❋■❍➅③✖◆❙s✈❍❑✇➄P✝❆✖❇❈❋■✼✿✾⑩❋■◆❙s▼➇⑩✇➄✼✿❍❖s❺s❘✺✰❇❃▲❖◆❙s✈❏❙❆✖✺❁❇●❋■◆▼s✈◗▼❏❽➏❁◆❙▲❖▲❑◆▼s
λα
✯➓❄❃◆▼s❃❀❁◆▼✺➓➑
◆❙❸❹◆❙❋❘s➋❀❁❆✖✾❁✾✰◆▼✾⑩❋❾✼✿❍❑✾❁s❘❍❩❀❁◆▼s↔P✝❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲❖sr◗▼▲❑◆▼❏❙❋❘❇❘❆✖s●❋❽✼❷❋❘❍❖✸✻✺❁◆❙s↔P❹◆q❋■❍➅❋■s▼➇❹❍➍✯⑥◆✿✯❅❋■◆❙▲❖s↔✸✻✺❁◆
βeΦ = O(κDλ,Γ3/2) ✯
❄❃◆❙❋❈❋■◆➃❏▼❆✿✾❁❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾➞◆▼s❈❋❾❏❙❆✖➏❁◗❙❇❘◆▼✾⑩❋❘◆⑦✼➈③✖◆❙❏➃▲❖◆▼s➋➏⑩➜❉P✝❆✿❋■➏❁❶❙s❘◆❙s✵❀❁◆❿P✰▲➧✼✿s❈✇⑦✼➄➀➌✼❷❍❖①❁▲❑◆▼✇✽◆▼✾⑩❋↔❀❁◗❙④✖◗▼✾✰◗▼❇❘◗➃◆q❋➋➀➌✼✿❍❖①❁▲❑◆q✱
✇✽◆▼✾⑩❋⑨❏▼❆✖✺❁P✰▲❖◗✿✯
✓☎✄ ✄ ✄ ✔✄✂✣✔     ✱✙✱✒✓ ✤✧✢ ☛ ✢✝✄ ✪ ✤✧✬ ✂ ✱ ✄ ☛✣✢ ☛✣✢ ✛☎✄ ★ ✮☎✄
✳r❆✖✺✰s➄P✝❆✖✺✰③✿❆✖✾❁s➃❇❘◗❙◆q➑➓P❁❇❘❍❑✇➄◆❙❇➃▲❖◆▼s❿P✰❇❘❆✿➉✷▲❑s❿❀❁◆✟❀❁◆▼✾❁s❈❍❑❋❘◗▼s➃◆▼✾➼➀➌✼✿❍❖s❘✼✿✾⑩❋➃✼✿P❁P✷✼❷❇■✼❷➣❑❋■❇❘◆➆◆➒➑➓P❁▲❖❍❑❏▼❍❑❋❘◆▼✇✽◆▼✾⑩❋➃▲❖◆
P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲✣◗▼▲❑◆▼❏❙❋❘❇❘❆✖s●❋❽✼❷❋❘❍❖✸✻✺❁◆
Φ(x)
➊
ρα(x) = ρ
B
α
[
1− e−
2x2
λ2α
]{
1− βeαΦ(x)− 1
2
κDβe
2
αL¯
Q(κDx; 0)
}
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯
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✼✿✺➓➑➼P✰❇❘◆▼✇✽❍❖◆❙❇❘s❿❆✖❇❈❀❁❇❘◆❙s➄◆❙✾
κDλ
◆❙❋
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✯✈❄❃◆❙❋❘❋❘◆✫◆➒➑➓P❁❇❘◆❙s❘s❘❍❑❆✖✾✌◆❙s❈❋➄▲➧✼➐s❘✺❁P✝◆▼❇❈P❹❆✿s❘❍❑❋❘❍❖❆✖✾✜❀❁◆➯❋■❇❈❆✖❍❖s❿◆q❸❼◆q❋■s❙✯
♥✙◆➞❋■◆❙❇❘✇✽◆
[
1− e−2x2/λ2α
]
❋❘❇■✼✿❀❁✺✰❍❑❋➄▲➍♦♣✼✿✾❁✾✻✺❁▲➧✼❚❋■❍❖❆✿✾ ❀❁◆❙s✒➀➂❆✖✾❁❏q❋■❍❖❆✿✾❁s⑦❀✣♦⑥❆✖✾❁❀✰◆✿✯❥❻❧✾ ◆q❸❼◆q❋➈➇❃▲❑◆▼s✽➀➂❆✖✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾✰s
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x
❋■◆▼✾✰❀↕③✿◆▼❇❈s ☎❙◗▼❇❘❆✜P✷✼❷❇✒③✿✼❷▲❖◆▼✺✰❇❘s➆s❘✺✰P❹◗❙❇❘❍❖◆❙✺❁❇❘◆❙s▼✯⑨♥✙◆➲❋■◆❙❇❘✇✽◆
−βeαΦ(x) ❋■❇❘✼✿❀❁✺❁❍➅❋❾▲➍♦⑥❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❖❆✿✾➛❀✣♦♣✺✰✾❁◆➄P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲❖◆➃✼➈③✖◆❙❏➄▲❑◆✽P✝❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲❧◗▼▲❑◆▼❏q❋■❇❘❆✿s❈❋❽✼❚❋■❍❖✸✻✺❁◆❿❏❙❇❘◗❙◗➄P✷✼❷❇→▲❖✼
❇❘◗❙P✷✼✿❇●❋■❍❑❋❘❍❖❆✖✾➛❀✰◆✽❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆❷✯❩❄❃◆➃❋❘◆▼❇❈✇➄◆➃◆▼s●❋→✾❉✺✰▲❧P❹❆✖✺✰❇→✺✰✾✭P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼✒s❈➜❉✇✽◗❙❋❘❇❘❍❖✸✻✺❁◆➞➝➌◆q❋❾◆❙❸❹◆▼❏q❋■❍❑③✿◆▼✇✽◆▼✾⑩❋✵P❹❆✖✺✰❇
✺❁✾➼❋■◆▼▲✹P✰▲➧✼✿s❈✇⑦✼✰➇❴▲➧✼➐❀❁◆▼✾❁s❈❍❑❋❘◗✟❀✰◆✫❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆✟◆▼s●❋⑦❍❑❀❁◆▼✾⑩❋■❍❑✸✻✺❁◆▼✇✽◆▼✾⑩❋➄✾❉✺✰▲❖▲❖◆➈➥q✯❺❄❃◆✫P❹❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍❖◆▼▲✹❏❙❆✖✇✽P❁❇❘◆❙✾❁❀ ✺✰✾❁◆
❏▼❆✿✾✻❋❘❇❘❍❑①❁✺✰❋■❍❑❆✖✾⑦✸✻✺❁❍❼✼➁P✝❆✖✺❁❇❃❆✿❇❘❍❖④✿❍❖✾❁◆⑤▲➍♦♣✼✿✾❁✾✻✺❁▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾✽❀❁◆▼s❃➀➂❆✿✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾❁s✉❀✣♦⑥❆✖✾❁❀❁◆❊s❘✺❁❇❥▲❖✼✵P✷✼❷❇❘❆✖❍➨✯✡✓✫✼✿❍❖s❙➇➓s❈❍❹▲➨♦♣◆q❸❼◆q❋
❀❁◆➋▲➨♦➢✼✿✾✰✾❉✺✰▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾✽❀❁◆▼s❥➀➂❆✿✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾❁s❃❀✣♦♣❆✿✾❁❀❁◆➋✾✣♦⑥◆▼s●❋⑤s❘◆▼✾✰s❘❍❖①✰▲❖◆↔✸✻✺❁◆➋s❈✺❁❇✹✸✻✺❁◆▼▲❑✸❉✺✰◆▼s⑤▲❖❆✖✾✰④✖✺❁◆▼✺✰❇❘s
λα
❀❁✺➯✇②✺❁❇❙➇✰▲❖◆
P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲❁◗▼▲❑◆▼❏❙❋❘❇❘❆✖s●❋❽✼❷❋❘❍❖✸✻✺❁◆❥✸✻✺❁❍✷◆❙✾➃❇❘◗▼s❈✺❁▲❑❋❘◆⑤◆▼s❈❋❺s❈◆▼✾❁s❈❍❖①❁▲❑◆✹✸✻✺✷✼✿✾⑩❋✈⑧❾▲❑✺❁❍✰s❈✺❁❇❧✺❁✾❁◆⑤◗❙P✷✼✿❍❖s❈s❘◆❙✺❁❇
ξD
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◆▼✾⑩❋❘❇❘◆❊P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲❖◆▼s✉❀✷✼✿✾✰s❃✺❁✾✒P✰▲➧✼✿s❈✇⑦✼↔➀➌✼✿❍❑①❁▲❖◆❙✇➄◆❙✾✻❋✉❏❙❆✖✺❁P❁▲❑◗✿✯❉❻❧✾✰➉✷✾➆▲❖◆✹❋❘◆▼❇❘✇✽◆
L¯Q
❋■❇❘✼✿❀❁✺❁❍➅❋❃▲❖✼→❀✰◗❙➀➂❆✖❇❈✇⑦✼❷❋❘❍❖❆✖✾
❀❁◆❙s➁✾✻✺✷✼✿④✖◆❙s➁❀❁◆✽P✝❆✖▲➧✼✿❇❈❍❖s❘✼❷❋■❍❑❆✖✾➛✼✿✺➎③✖❆✖❍❑s❘❍❖✾❁✼✿④✖◆➃❀❁◆✽▲➧✼➯P✷✼✿❇❘❆✿❍➍✯✙✶❊✺❉➑➎❆✖❇❘❀❁❇❈◆▼s✵✼✿✺➓➑➓✸✻✺❁◆▼▲❑s➁✾❁❆✿✺❁s→❋❘❇■✼➈③❷✼✿❍❖▲❑▲❖❆✖✾✰s▼➇
▲➍♦♣✼✿✾❁✾✻✺❁▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾ ❀❁◆❙s✟➀➂❆✖✾✰❏❙❋■❍❑❆✖✾❁s➯❀✣♦⑥❆✖✾❁❀❁◆➎▲➧✼❷❍❖s❘s❈◆➛❍❖✾❁❏❽➏❁✼✿✾❁④✖◗❙◆✭❏❙◆❙❋❘❋❘◆✭❏❙❆✖✾⑩❋■❇❈❍❖①❁✺✰❋❘❍❖❆✖✾↕P✷✼❷❇✟❇❘✼✿P❁P✝❆✖❇❈❋✟✼❷✺ ❏▼✼✿s
❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖✸✻✺❁◆❷✯
✶❊✺⑦③✿❆✖❍❖s❈❍❖✾✷✼❷④✖◆⑤❍❖✇✽✇➄◗❙❀❁❍➧✼❷❋❳❀❁◆❊▲❖✼→P✷✼❷❇❘❆✖❍➨➇
x≪ λα ➇✻▲❖◆⑨❏▼❆✿✇➄P✝❆✖❇❈❋❘◆▼✇✽◆▼✾⑩❋✉❀❁◆▼s✈❀❁◆▼✾✰s❘❍❑❋❘◗▼s❥◆❙s❈❋✈◆▼s❈s❘◆▼✾⑩❋❘❍❖◆▼▲❑▲❖◆➒✱
✇✽◆▼✾⑩❋⑤❀❁◗❙❋❘◆▼❇❈✇➄❍❑✾❁◗↔P✷✼✿❇✹▲➨♦➢✼❷✾❁✾✻✺❁▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾➄❀❁◆▼s✹➀➂❆✖✾✰❏❙❋■❍❑❆✖✾❁s✹❀✣♦⑥❆✖✾❁❀✰◆➋◆❙❋⑤s▼♦⑥◆q➑➓P❁❇❈❍❖✇✽◆❾✼✿✺➯P❁❇❘◆❙✇➄❍❑◆▼❇❥❆✿❇❘❀❁❇❈◆➋◆▼✾
κDλ
◆❙❋
Γ3/2
❏▼❆✖✇✽✇➄◆❿➊
ρα(x) ∼
x≪λα
ρBα
2x2
λ2α
{
1 + βeα
[
~B + UM¯Q(0; 0)]− 1
6
κDβe
2
α
}
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯
✁
➸✖➥
❆✖➻
M¯Q(0; 0) =
(
ln 3 + 1− π√
3
)
/2
✯❺➠✴▲⑤➜✌✼✭❀❁❆✖✾❁❏✫❏▼❆✖✾⑩❋■❍❑✾✻✺❁❍❑❋❘◗✫❀❁◆❙s✒❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗▼s✒✼✿❍❖✾❁s❈❍⑤✸❉✺✰◆➲❀❁◆➞▲❑◆▼✺❁❇❈s
❀❁◗❙❇❘❍❑③✿◗▼◆❙s❧✼✿✺②❏❙❆✖✾⑩❋❽✼✿❏q❋❧❀❁◆❥▲❖✼⑨P✷✼❷❇❘❆✖❍➨✯❷➫❊✼✿✾❁s❳❏❙◆❙❋❘❋❘◆❥❇❘◗❙④✖❍❖❆✿✾➁❀❁◆❥▲➨♦♣◆❙s❘P✷✼❷❏▼◆✿➇❷❏✿♦⑥◆▼s●❋❧▲➍♦⑥◆❙❸❹◆❙❋❩P❁✺❁❇❈◆▼✇✽◆▼✾⑩❋❧✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸✻✺❁◆
❀✣♦♣✼✿✾❁✾✻✺❁▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾✵❀✰◆▼s❩➀➂❆✿✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾❁s➩❀✣♦⑥❆✖✾❁❀❁◆✈✸✻✺❁❍➓❀✰◗❙❋■◆❙❇❘✇✽❍❖✾❁◆✉P❁❇❈❍❖✾❁❏❙❍❖P✷✼✿▲❑◆▼✇✽◆▼✾⑩❋➩▲➍♦♣✼✿▲❖▲❑✺❁❇❘◆❴❀❁◆▼s❳P✰❇❘❆✿➉✷▲❑s❩❀✰◆✈❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗❷✯
➫↔✼✿✾❁s❩▲➧✼✰☎▼❆✖✾✰◆
x≫ λα ➇♠▲❖◆❺❏▼❆✖✇✽P✝❆✖❇❈❋❘◆▼✇✽◆▼✾⑩❋➩❀❁❆✖✇✽❍❖✾✷✼✿✾⑩❋❭❀❁◆❙s❴❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗❙s❴◆▼s●❋❳❇❈◗▼④✖❍⑩P✷✼❷❇❩▲➨♦♣◗❙❏❽➏❁◆▼▲❑▲❖◆❺❀✣♦⑥◗▼❏▼❇❘✼✿✾
❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖✸✻✺❁◆
ξD
➊
ρα(x) ∼
x≫λα
ρBα
{
1 + βeα
[
~Be−κDx + UM¯Q(κDx; 0)
]− 1
2
κDβe
2
αL¯
Q(κDx; 0)
}
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯
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κDλ
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✯✖➠✴▲✷◆❙s❈❋✉❇❘◆❙✇⑦✼❷❇❘✸✻✺✷✼✿①❁▲❑◆✹✸✻✺❁◆✰✑✕✔✭✏ ✛❁★✫✝✍✌❉✑✮✡ ✗✭✌✠✦ ✗✭✌✎★✙✜☞✌✍✌✑✏✭✦✧✪✠✚ ✛P✜✣✤✘✏✕✝✍✌ ✯ ✡☞✝✍✌
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③✖◗❙❇❘❍➅➉✷◆↔①❁❍❑◆▼✾⑦▲➨♦♣◗❙▲❖◆❙❏❙❋■❇❈❆✖✾❁◆❙✺✰❋■❇❘✼✿▲❖❍➅❋■◗⑤④✖▲❖❆✿①✷✼✿▲❖◆➈➥q✯✻♥❭✼✵s●❋■❇❈✺❁❏❙❋❘✺❁❇❘◆↔❀✰◆↔❏▼◆q❋❘❋■◆r❀❁◆▼✾✰s❘❍❑❋❘◗↔❀❁◆r❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆↔◆▼s●❋❥P❁▲❑✺❁s❃❏❙❆✖✇➃✱
P❁▲❑◆q➑➓◆❾✸❉✺✰◆→❀❁✼✿✾❁s⑨▲❖◆➋❏➈✼❷s⑨❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❑✸❉✺✰◆✿✯❁✶r✺✟③✿❆✖❍❖s❈❍❖✾✷✼✿④✿◆➋❀❁◆❾▲➧✼②P✷✼✿❇❈❆✖❍➍➇
x≪ λα ➊∑
α
eαρα(x) ∼
x≪λα
2x2
β~2
∑
α
eαρ
B
α
mα
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯
✁✖➚
➥
❆✖➻➯▲❖◆❊s❘❍❖④✿✾❁◆↔❀❁◆❾▲➧✼✵❏▼❆✖✾❁s●❋❽✼✿✾⑩❋❘◆
∑
α eαρ
B
α/mα
❀❁◗❙P❹◆❙✾❁❀✟❀❁◆➋▲➧✼➁❏❙❆✖✇✽P❹❆✖s❈❍❑❋❘❍❖❆✖✾✒❀✰✺✟P✰▲➧✼✿s❈✇⑦✼✰✯➓➫↔✼✿✾✰s⑨▲❖✼ ☎▼❆✿✾❁◆
λ . x ≪ ξD ➇❴▲❖✼➲❀❁◆▼✾✰s❘❍❑❋❘◗➆❀❁◆➆❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆➆◆▼s●❋➃④✖❆✖✺✰③✿◆▼❇❈✾❁◗▼◆➯P❁❇❈❍❖✾❁❏❙❍❖P✷✼✿▲❑◆▼✇✽◆▼✾⑩❋②P❁✼✿❇②▲➧✼➲❏❙❆✖✇✽P❹◗q❋■❍❑❋❘❍❖❆✖✾✭◆▼✾⑩❋■❇❈◆
▲❖◆❙s✹❀❁❍❑❸❹◗▼❇❈◆▼✾⑩❋■◆❙s❊✼❷✾❁✾✻✺❁▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾✰s❥❀❁◆▼s⑤➀➂❆✖✾❁❏q❋■❍❑❆✖✾❁s✹❀✣♦⑥❆✖✾❁❀❁◆
(1− e−2x2/λ2α) ◆❙❋⑨P❹◆❙✺✰❋⑨P❁❇❘◗❙s❘◆❙✾✻❋❘◆▼❇❊✼➃P✰❇❘❍❖❆✿❇❘❍❼✺✰✾❁◆
s❈❋❘❇❘✺❁❏q❋■✺❁❇❈◆✵❀✰◆→P✰▲❖✺❁s❈❍❖◆▼✺✰❇❘s✹❏▼❆✿✺❁❏❽➏❁◆▼sr❀❁◆❾s❘❍❑④✖✾❁◆▼s⑤❀❁❍➅❸❼◗❙❇❘◆❙✾✻❋❘s▼✯❅❻❧✾✰➉✷✾✟P✝❆✖✺❁❇
x≫ λα ➊∑
α
eαρα(x) ∼
x≫λα
−1
2
∑
γ
κDβe
3
γρ
B
γ
[
L¯Q(κDx; 0)− M¯Q(κDx; 0)
]
+ ~B
κ2
D
4π
e−κDx
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯
✁
✱✖➥
◆❙❋⑨▲❖⑧❿✼✿✺❁s❘s❈❍➍➇❁❆✿✾✟✾✰◆→P✝◆▼✺➓❋r❏❙❆✖✾❁❏❙▲❖✺❁❇❈◆➋◆▼✾✟④✖◗▼✾❁◗❙❇■✼✿▲✙✸✻✺✷✼❷✾✻❋r✼✿✺➯s❈❍❖④✖✾❁◆➋❀✰◆→❏❙◆❙❋❈❋■◆❾❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆❾▲❖❆❉❏➈✼✿▲❑◆✿✯❁✳⑨❆✖✺❁s✹✾❁❆✿✺❁s
✼❷❋❈❋■◆▼✾✰❀❁❆✖✾❁s❥❀✰❆✖✾❁❏↔⑧✵❏▼◆❊✸✻✺✣♦⑥✺❁✾➆t✷✺❁❍❑❀❁◆⑨❏▼❆✖✺❁▲❑❆✖✇②①❁❍❑◆▼✾➄❀❁◆✎✑ ✗✢✛P✚✣✜✛✬✠✏ ✡☞✝✍✌ ✤✘✏✴✗✙✟✕✚✣✜✣✤✘✏✥✝✍✌✩✑ ✛ ✪✍✌✖✝✠✟✕✚❋✝ ✏✫✟ ✝❁✌✠✚ ✛P✏✥✬✠✚✣✏✞✛ ✝
✬✍✔✭✦ ✑✮✡☞✝✁  ✝ ✝✠✟✧✑✮✡ ✏✓✌✠✜✛✝✠✏ ✛✍✌ ✬✍✔✭✏✥✬✄✂✕✝✍✌ ★✫✝ ✌✠✜ ✣✙✟ ✝✍✌✄★✙✜ ✕ ✪ ✛✍✝✠✟✕✚ ✌✞✗✙✏ ✡✙✔✭✜☞✌✠✜ ✟✮✗✤✣✫✝✄★ ✝ ✏✫✟ ✝ ✑ ✗✢✛ ✔✭✜ ✌✠✜ ✦ ✑✮✡☞✝q✯
✄✠✟✌✟ ✟ ☎ ✁   ✝ ✂✏✠ ✟ ✌☞☛ ✑ ☛ ✑ ✌✰✠✒✑ ☎ ✏ ✌✘☎
✓☎✄ ✄ ✄ ✔✁  ✔✗✖ ✚✜✛ ✬✂✛☎✍ ✄ ☛☎✓ ✮   ✄ ✬ ✤ ✆✝✆ ✢
➦❩❆✖✺✰❇✵❏❙◆❙❋❘❋❘◆➄P❁✼✿❇❈❋❘❍❖◆✿➇✻➔❈◆➃❋❘❍❖◆❙✾❁s❾P❁▲❖✺❁s❾P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼✺❁▲❑❍❖❶❙❇❘◆▼✇✽◆▼✾⑩❋→⑧➆❇❘◆❙✇➄◆❙❇❘❏❙❍❖◆▼❇✄✂❊✯➩✮✖✼❷✾❁❏▼❆❢③❉❍❖❏❙❍✉✸✻✺❁❍❺✼➯s❘✺➎❋■❍❑❇❘◆▼❇
❀✣♦⑥✺❁✾➽✼❷❇❈❋■❍❑❏▼▲❑◆❿❀❁◆⑦❂❩❍❖◆▼❇✾☎✫➝➌❏❙➀➟✯✍✄⑥❂❴❍❖◆ ✴✖✕ ✆❡➥➋▲❖◆❙s→❍❑❀❁◗▼◆❙s✵❀✰❍❖❇❘◆❙❏❙❋❘❇❘❍❖❏❙◆▼s❾❀❁◆✽▲➧✼➯❀❁◗▼✇✽❆✖✾❁s●❋■❇❘✼❷❋■❍❑❆✖✾➐❀❁✺✭❋❘➏❁◗▼❆✖❇❈❶▼✇✽◆➃❀❁◆
❏▼❆✿✾✻❋■✼✿❏❙❋⑨◆➒➑✰P✝❆✖s❈◗▼◆→❏▼❍➅✱✴✼✿P❁❇❈❶▼s▼✯
❄❃◆✒❋■➏❁◗❙❆✖❇❘❶❙✇➄◆➆❇❈◆▼▲❑❍❖◆⑦▲❖✼➞P❁❇❈◆▼s❘s❈❍❖❆✖✾➼✼✿✺✬s❈◆▼❍❑✾✬❀✣♦♣✺✰✾➼s●➜❉s❈❋■❶❙✇➄◆❷➇❺✼✿✺➓➑➽P❁❇❘❆✖P✰❇❘❍❖◗q❋■◗❙s❿✼✿✺➽③✖❆✿❍❖s❘❍❑✾✷✼✿④✖◆⑦❀✣♦♣✺✰✾❁◆
P✷✼✿❇❈❆✖❍➍✯✖✗r✾✽①❁❍❖▲❖✼✿✾❿◗▼▲❑◗▼✇✽◆▼✾⑩❋❽✼✿❍❑❇❘◆✹❀❁◆✹➀➂❆✖❇❈❏▼◆❙s↔➝➂❏❙➀➟✯⑩➠❘➠❽✯♣➸✰✯➅➵♠➥❳✇➄❆✿✾✻❋❘❇❘◆✹◆❙✾⑦◆❙❸❹◆❙❋✉✸✻✺❁◆⑨▲➧✼➋P❁❇❈◆▼s❘s❈❍❖❆✖✾✽❀✷✼✿✾✰s✈▲❑◆❥t✷✺❁❍❖❀✰◆
➏❁❆✖✇✽❆✖④✖❶❙✾❁◆②◆❙s❈❋→▲➍♦⑥❆✖P❁P✝❆✖s❘◗❙◆②❀❁◆➃▲➧✼✽➀➂❆✖❇❘❏❙◆❿◆q➑➓◆▼❇❈❏▼◗▼◆✽P✷✼✿❇❊▲➧✼✒P✷✼✿❇❈❆✖❍❴s❈✺❁❇❾▲❖◆❙s↔P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s↔◆▼✾➎s❘❆✿✾➐③✿❆✖❍❖s❈❍❖✾✷✼❷④✖◆✿✯
➦❩❆✿✺❁❇✫❆✿①✰❋■◆❙✾❁❍❖❇➆❏❙◆❙❋❘❋❘◆✭❀✰◆▼❇❘✾✰❍❖❶▼❇❈◆✭❀❁✼✿✾❁s✟▲❖◆➛❏➈✼❷s✫❀✣♦⑥✺❁✾ ✇②✺❁❇➯❍❖✇✽P❹◗❙✾❁◗❙❋❘❇■✼✿①✰▲❖◆✿➇❃✾❁❆✖✺❁s✟✼✿▲❑▲❖❆✖✾❁s➆❀✰◗▼❏▼❇❈❍❖❇❈◆➎✺✰✾❁◆
s❘❍➅❋■✺✷✼❚❋■❍❖❆✿✾✽❆✿➻⑦▲❖◆⑤✇②✺✰❇✉◆❙s❈❋✈❏➈✼✿❇❘✼✿❏❙❋❘◗▼❇❈❍❖s❘◗⑨P✷✼✿❇✉✺❁✾❁◆⑨✇➄✼✿❇❘❏❽➏❁◆⑨❀❁◆⑨P❹❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍❖◆▼▲✷➉✷✾✰❍❖◆⑤❀❁◆⑤❋✴➜➓P✝◆
VSR(x) = V0θ(x)
➝➌❏q➀➟✯❁➉✷④✖✺❁❇❈◆➋➳↔➠❘➠❈➠❽✯ ✴✿➥❃◆❙❋⑨✾❁❆✖✺❁s✹➀➂◆❙❇❘❆✖✾❁s✹❋❘◆▼✾❁❀❁❇❈◆→⑧✽▲❖✼➁➉✷✾
V0
③✖◆▼❇❈sr▲➨♦♣❍❑✾✰➉✷✾❁❍➨✯
     
   
E
x
V (x)
V
SR
0
0
❂❩❍❖④✖✺❁❇❈◆↔➳↔➠❈➠❘➠❽✯✵✴➓➊✷➦❩❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍❖◆▼▲✙❏❙❇❘◗❙◗✵P✷✼❷❇✹▲❖◆➋✇②✺❁❇
♥❭✼✽P❁❇❈◆▼s❈s❘❍❖❆✿✾✟◆❙s❈❋❊✼✿❍❖✾✰s❘❍✣❀❁❆✿✾❁✾❁◗▼◆❾P✷✼❷❇→➊
P =
〈
−
∑
i
∂V
∂x
(xi)
〉
= V0
〈∑
i
δ(xi)
〉
= V0
∑
α
ρα(x = 0)
➝❡➳↔➠❈➠❘➠❽✯✦✕✿➤⑩➥
➠✴▲❅✾❁❆✖✺❁s✉❇❘◆❙s❈❋❘◆❊⑧❾◆q➑➓P❁❇❈❍❖✇✽◆▼❇❺❏▼◆q❋❘❋■◆r❀❁◆▼❇❈✾❁❍❖❶❙❇❘◆⑤✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍➅❋■◗⑨◆▼✾✽➀➂❆✖✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾➃❀❁◆⑨❏➈✼❷❇■✼✿❏q❋■◗▼❇❈❍❖s●❋■❍❖✸✻✺❁◆❙s✈❀✰✺➄t✷✺❁❍❑❀❁◆⑤❏▼❆✖✺❉✱
▲❖❆✿✇②①❁❍❖◆❙✾➃✾❁◆✹➀➌✼✿❍❖s❘✼✿✾⑩❋✈P✰▲❖✺❁s❺❍❖✾⑩❋❘◆▼❇❈③✿◆▼✾❁❍❑❇✈▲❑◆⑤P❹❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲
V0
✯❉✳r❆✖✺✰s✈✼❷▲❖▲❖❆✿✾❁s❧P❹❆✿✺❁❇❺❏▼◆▼▲❖✼→❏❙❆✖✾❁s❈❍❖❀❁◗❙❇❘◆▼❇✉▲➍♦⑥◗▼✸✻✺✷✼❚❋■❍❖❆✿✾
❀❁◆ ✁➓❏❽➏❁❇✾✵❾❀❁❍❖✾❁④✿◆▼❇▼✯❚✳⑨❆✖✺❁s❭s❘✺❁P✰P❹❆✖s❈❆✖✾❁s❭❋■❆✖✺➓❋❩❀❼♦➢✼✿①✝❆✖❇❈❀
V0 ≫ e2a
➇❢❀❁◆❧❋■◆▼▲❑▲❖◆❧s❈❆✖❇❈❋❘◆✉✸✻✺❁◆✉❀✷✼✿✾✰s➩▲❑◆▼s❭◗▼✾✰◆▼❇❘④✿❍❖◆▼s❭❀❁◆❙s
P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆▼s▼➇✿▲➧✼➋❏▼❆✖✾⑩❋❘❇❘❍❖①✰✺✰❋■❍❑❆✖✾➃❀❁✺❁◆r✼✿✺➄P✝❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❑◆▼▲❁❀❁✺➄✇②✺❁❇❧◆❙s❈❋✈P❁❇❘◗❙P❹❆✖✾✰❀❁◗▼❇❘✼✿✾⑩❋■◆⑨❀❁◆❙③❷✼✿✾⑩❋✈▲❖◆▼s❺❍❑✾✻❋❘◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾❁s
◆▼✾⑩❋❘❇❘◆➞P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲❖◆▼s➃◆❙✾✌P❁❇❈◆▼✇✽❍❖❶▼❇❈◆✟✼✿P❁P❁❇❈❆❢➑➓❍❑✇⑦✼❷❋❘❍❖❆✖✾❼✯❳♥✙◆▼s➄P✷✼✿❇❈❋❘❍❖❏❙✺❁▲❖◆❙s✽P✝◆▼✺➓③✖◆▼✾⑩❋⑦❀❁❆✖✾❁❏✟➾❙❋❘❇❘◆➞❏❙❆✖✾❁s❈❍❖❀❁◗❙❇❘◗▼◆❙s
❏▼❆✿✇➄✇✽◆➯❍❖✾❁❀❁◗❙P❹◆❙✾❁❀✷✼✿✾⑩❋❘◆▼s✽◆❙❋➄▲➍♦⑥◗▼✸✻✺✷✼❷❋❘❍❖❆✖✾➼❀❁◆ ✁➓❏❽➏❁❇✆✵❾❀❁❍❑✾❁④✖◆❙❇✽P✝❆✖✺❁❇✽▲➧✼➲➀➂❆✖✾✰❏❙❋■❍❑❆✖✾➼❀✣♦♣❆✿✾❁❀❁◆
Ψα(x)
❀✣♦⑥✺❁✾❁◆
P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼✺❁▲❑◆↔❀✣♦⑥◗▼✾❁◆❙❇❘④✖❍❑◆
E
◆❙s❈❋→➊
− ~
2
2mα
d2Ψα
dx2
(x) + V0θ(−x)Ψα(x) = EΨα(x) ➝❡➳↔➠❘➠❈➠❽✯✥✕❉➵♠➥
❆✖✾✫✾❁❆✖✺❁s⑨s❘✺❁P✰P❹❆✖s❈◆▼❇❈❆✖✾❁s
V0 > E
✯✝✳r❆✿✺❁sr❏❽➏✰◆▼❇❘❏❽➏✰❆✖✾❁s↔❀❁◆❙s❊s❈❆✖▲❖✺✰❋❘❍❖❆✖✾✰s⑨①✝❆✖❇❈✾❁◗▼◆❙s❊❀❁◆✵❏▼◆❙❋❈❋■◆✵◗▼✸✻✺✷✼❷❋❘❍❖❆✖✾✟◆❙❋r◆▼✾
P✝❆✖s■✼✿✾⑩❋→➊
k1 =
√
2mαE
~2
◆❙❋
k2 =
√
2mα(V0 − E)
~2
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯✥✕✖➡✿➥
◆▼▲❑▲❖◆❙s✹s❘◆❾✇➄◆q❋❘❋❘◆▼✾⑩❋⑨s❘❆✖✺❁s⑤▲❖✼❿➀➂❆✿❇❘✇✽◆②➊
Ψα(x) = Be
−k2x P❹❆✖✺✰❇ x < 0
➝➂➳❊➠❘➠❘➠❽✯✦✕✿➸✖✼✖➥
= A1e
ik1x + A′1e
−ik1x P❹❆✖✺✰❇ x > 0
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯✥✕✿➸❷①❅➥
➦❩❆✿✺❁❇❭✺❁✾❁◆❺✇⑦✼❷❇❘❏❽➏❁◆❺❀❁◆❺P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲✻✼❢③✿◆▼❏✉✺❁✾→s■✼✿✺✰❋❭➉✷✾✰❍⑩◆▼✾
x = 0
➇➈▲➍♦♣✼✿✾✷✼✿▲➅➜❉s❘◆❧❀✣♦⑥✺❁✾❁◆✉◗▼✸✻✺✷✼❷❋❘❍❖❆✖✾❾❀❁❍➅❸❼◗❙❇❘◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲❖▲❖◆
❀✣♦⑥❆✖❇❘❀✰❇❘◆➆❀❁◆❙✺➓➑✬❀❁✺✬❋✴➜❉P✝◆➎➝➂➳↔➠❈➠❘➠❽✯✦✕➓➵♠➥❾✇➄❆✖✾⑩❋❘❇❘◆✒✸✻✺❁◆➆▲❑◆▼s❿s❘❆✿▲❖✺✰❋❘❍❖❆✖✾❁s✵❀❁❆✖❍➅③✖◆▼✾⑩❋②③✿◗▼❇❈❍❑➉✷◆❙❇❿▲❖◆▼s➁❏▼❆✖✾❁❀✰❍❑❋■❍❑❆✖✾❁s✵❀❁◆
❇■✼❷❏▼❏▼❆✿❇❘❀❁◆❙✇➄◆❙✾✻❋➁➝➂❏❙➀➟✯ ✄♣❄ ✟⑤➫↔♥ ✕✖✕ ✆❡➥❊➊
Ψα(x)
❏❙❆✖✾⑩❋■❍❖✾✻✺❁◆❾◆❙✾
x = 0
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯✥✕❷➺✖✼⑩➥
∂Ψα
∂x
(x)
❏❙❆✖✾⑩❋■❍❖✾✻✺❁◆❾◆❙✾
x = 0
➝❡➳↔➠❘➠❈➠❽✯✥✕❚➺✖①❅➥
➭↔✾✫◆❙✾✫❀✰◗▼❀❁✺❁❍➅❋❾➊
B = A1 + A
′
1
◆❙❋ − k2B = ik1 (A1 −A′1)
➝➂➳↔➠❈➠❘➠❽✯✦✕ ✴✿✼⑩➥
❆✖✺➯◆▼✾✰❏▼❆✖❇❈◆➄➊
A1 =
B
2
(
1 + i
k2
k1
)
◆q❋
A′1 =
B
2
(
1− ik2
k1
)
➝➂➳❊➠❘➠❘➠❽✯✦✕ ✴❷①✷➥
❻❧✾✫◆q❸❼◆❙❏❙❋❘✺✷✼✿✾⑩❋❊✺✰✾✫❀❁◗q③✖◆❙▲❖❆✖P❁P✝◆▼✇✽◆▼✾⑩❋⑨❀❁◆❾▲➍♦⑥◆q➑➓P✝❆✖✾❁◆❙✾✻❋❘❍❖◆❙▲❖▲❖◆❊P❹❆✖✺✰❇
0 < x≪ k−11
➇✷❆✖✾➯P❹◆❙✺✰❋⑨◗▼❏❙❇❘❍❖❇❈◆➃➊
|Ψα(x)|2 = |B|2
[
1− 2k2x− k21x2 + k22x2 +O((kx)3)
]
➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯✥✕
✁
➥
➝➌❆✿➻
k = sup(k1, k2)
➥q✯❢✶r❇❘❇❈❍❑③✖◗❙s➩⑧⑤❏❙◆❙❋❈❋■◆✉❇❘◆▼▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾✣➇q✾❁❆✖✺❁s❭P❁❇❈◆▼✾❁❆✿✾❁s❩▲❖✼❥▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆➩❀✣♦♣✺✰✾❁◆✈✇➄✼✿❇❈❏❽➏❁◆❧❀❁◆❺P❹❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍❖◆▼▲
❍❖✾➓➉✷✾❁❍❖◆❷✯✣➫↔✼❷✾❁s➋▲❖◆❿s●➜➓s●❋■❶❙✇➄◆➃✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍❑✸✻✺❁◆❿✸✻✺❁❍❧✾❁❆✖✺❁s➋❍❑✾⑩❋■◗▼❇❈◆▼s❈s❘◆✿➇✙▲❑◆▼s➋◗❙✾❁◆▼❇❈④✖❍❖◆❙s↔❋✴➜➓P✰❍❖✸✻✺❁◆▼s❾s❈❆✖✾⑩❋❾❀✣♦♣❆✿❇❘❀❁❇❈◆❿❀❁◆
▲➍♦⑥◗▼✾✰◆▼❇❘④✿❍❖◆↔❋■➏✰◆▼❇❘✇✽❍❖✸✻✺❁◆
E ∼ kBT ◆❙❋⑨✾❁❆✿✺❁s⑤s❘✺❁P❁P✝❆✖s❈❆✖✾❁s⑨❀❁❆✖✾❁❏➃➊
E ∼ kBT ≪ V0 ➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯✥✕✖✕✿➥
❏✿♦⑥◆▼s●❋❈✱✴⑧❚✱✴❀❁❍❑❇❘◆
k2/k1 ≫ 1 ✯❧➫✵♦➢✼✿P✰❇❘❶▼s➞➝➂➳❊➠❘➠❈➠❽✯✥✕ ✴✿➥➒➇❳❆✿✾ ❀❁◗❙❀❁✺❁❍➅❋➃✸❉✺✰◆✟❀❁✼✿✾❁s➃❏▼◆q❋❘❋■◆➯▲❑❍❖✇✽❍❑❋■◆ A1 → −A′1
◆q❋
B → 0 ➊❭✾❁❆✖✺❁s→❇❘◆q❋■❇❘❆✿✺✰③✖❆✖✾✰s②✼✿❍❑✾❁s❘❍❧✸✻✺❁◆➄▲❖◆▼s➋➀➂❆✖✾✰❏❙❋■❍❑❆✖✾❁s❾❀✣♦⑥❆✖✾❁❀❁◆✽s▼♦♣✼✿✾❁✾✻✺❁▲❑◆▼✾⑩❋❿✼❷✺ ❏▼❆✿✾✻❋■✼✿❏❙❋✵❀❁◆✽▲➧✼➆P✷✼✿❇❈❆✖❍➍✯
➦❧▲❖✺❁s→P❁❇❈◗▼❏▼❍❑s❘◗❙✇➄◆❙✾✻❋▼➇❭❏▼❆✖✇✽✇➄◆➃▲❖✼✟✾❁❆✿❇❘✇➄✼✿▲❖❍❑s■✼❷❋❘❍❖❆✖✾➲❀✰◆▼s✵➀➂❆✿✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾❁s❾❀✣♦⑥❆✖✾❁❀✰◆⑦✼✿s❈s❘✺❁❇❈◆
A1 = O(1) ❀❁✼✿✾❁s→▲➧✼
▲❖❍❑✇➄❍➅❋■◆
V0 ≫ kBT ➇ B s❘◆❾❏▼❆✖✇✽P✝❆✖❇❈❋❘◆➋❏▼❆✖✇✽✇➄◆ B = O(k1/k2) = O(
√
kBT/V0)
✯
➦❩❆✖✺✰❇❩✺❁✾✵s❈➜❉s❈❋❘❶▼✇✽◆❥⑧⑤▲➍♦⑥◗▼✸✻✺❁❍❑▲❖❍❖①✰❇❘◆✿➇❙▲➧✼✹❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋■◗✉❀❁◆✈P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲❖◆▼s❭◆❙s❈❋❩▲➧✼✹✇➄❆❢➜✿◆▼✾❁✾❁◆✉s❘✺✰❇➩❋❘❆✖✺❁s➩▲❖◆▼s❭❀❁❍➅❸❼◗❙❇❘◆❙✾✻❋❘s
◗❙❋■✼❷❋■s⑨✼➈③✖◆❙❏→❋❘❆✖✺✰❋❘◆▼s⑤▲❖◆❙s✹◗▼✾❁◆❙❇❘④✖❍❑◆▼s⑨✼✿❏▼❏❙◆▼s❈s❘❍❖①✰▲❖◆▼s❙➇❅P❹❆✖✾✰❀❁◗▼❇❈◗▼s⑨P✷✼✿❇✹▲❖◆↔➀➌✼❷❏❙❋■◆❙✺❁❇⑤❀❁◆✄✂❃❆✖▲➅❋ ☎▼✇➄✼✿✾❁✾➛➊
ρα(x) =
〈|Ψα(x)|2〉 = 〈|B|2〉− 2 〈|B|2 k2x〉+ 〈|B|2 (k22 − k21)x2〉 +O ((kx)3)
=
〈|B|2〉− 2√2mαV0
~2
〈|B|2〉 x+ 2mαV0
~2
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◆▼✾
x = 0
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d2ρα
dx2
(x = 0+) =
4mα
~2
V0 ρα(x = 0)
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4mα
d2ρα
dx2
(x = 0+)
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●✠✹✭❑ ●✠✹☛✷❍❑✖✼✾●✠❊ ❈❅❄✠✹✭❑✖❏❖❈✸❀✢❄❇❆✌✙✖✤ ❀ ❊✲●✠❆✢◗❇✼✄✽✣✼✾❘✭●P❆◆●✍❀✛✷✺❄❇✹✭✽
y
●✠❊✺❄❇✹✒◗ ❀✛❂✒✼ ✔ ●P❊✲❊
✄
❀✛❂✒✼ ❈❅❄✠❆✛❆✢✼✾❊✲●P❀✢✷✲❄✠✹
✼ ✒✖●❇❈✸❀✛❊ ✟✧❑✖✼✾❈✾● ✟ ✽ ●❇✽
1/y3 ✄
❀✛❂✒❄✠❏✒◗❇❂ ✹✒❄ ●P❊✲◗✠✼✎✔✒❆✛●✠✷✲❈❁❀◆●P✷✲❊▼✼✂✒✖✷❍✽ ❀◆✽ ✒ ❄✠❆❁❈❋❊❍●✠✽✛✽✣✷❍❈❅●✠❊▼❈◆❂✭●P❆✛◗✠✼✆✽ ✹✭✼✾●P❆❁●P✹ ✷✲❑✒✼✾●P❊
❈❅❄✠✹✭❑✖❏❖❈✸❀✢❄❇❆✌✙
✕
❂✒✷❍✽▲❀◆●P✷✲❊✥❄✠❆✛✷✺◗❇✷✺✹❖●✍❀✢✼✆✽ ✒ ❆✢❄ ✌ ❀✢❂✒✼✾❆ ✌ ●✠❊✥✽ ❀◆●✍❀✢✷❍✽✣❀✢✷❍❈❅●P❊✥●✠✹✭❑ ❘✒❏✒❆✛✼❅❊ ✟✄■✘❏✭●P✹✘❀✛❏ ✌✦✥✭❏❖❈✸❀✢❏❖●✍❀✢✷✲❄✠✹❖✽▲❄☛✒
❘✙❄✠❊❍●P❆✛✷✗✚✆●✍❀✛✷✺❄❇✹ ❈❋❊✲❄✠❏✭❑✒✽ ✔✿❂✒✷❍❈◆❂ ●P❆✛✼ ❑✖✼ ✒ ❄✠❆ ✌ ✼✆❑ ✔ ✟ ❀✢❂✭✼ ◗❇✼❅❄ ✌ ✼❅❀✢❆✛✷✲❈ ❈❋❄❇✹✭✽ ❀✛❆✛●✠✷✺✹✘❀▲❑✖❏✒✼ ❀✢❄❁❀✢❂✒✼ ✔ ●P❊✲❊ ●✠✹✭❑ ✔ ✟
❀✛❂✒✼ ❈◆❂✭●✠❆✢◗❇✼✾✽✴✷✲✹✭❑✖❏✭❈❅✼✾❑ ✔ ✟ ✷✲✹✝✥✭❏✭✼❅✹✭❈❅✼▼✷✺✹❖✽✣✷❍❑✖✼ ● ✔ ●P❊✲❊ ✔✿✷✺❀✢❂ ✼✾❊✺✼✆❈✸❀✢❆✛✷❍❈❅●P❊✭❘✒❆✢❄❇❘❖✼✾❆✣❀✛✷✺✼✆✽✎✙
✕
❂✒✼ ❈❋❄ ✼✎✧ ❈❅✷✺✼✾✹✘❀✮❄☛✒ ❀✢❂✭✼
1/y3
❀◆●P✷✲❊ ❈✾●P✹✠✔✙✼❉❈❅●✠❊✲❈❅❏✒❊✲●P❀✢✼✆❑ ✼✂✒✖❘✒❊✲✷✲❈❅✷ ❀✛❊ ✟ ✷✲✹ ●✑✔ ✼✾●★✛ ❈❅❄✠❏✒❘✒❊✲✷✲✹✒◗ ●✠✹✭❑✰❊✲❄ ✔☛❑✖✼✾❊✺❄✖❈❅●✠❊✺✷ ✚✾●P❀✢✷✲❄✠✹✰❆✛✼❅◗❇✷ ✌ ✼✩✙
✕
❂✒✼✾✹
❈❅❊✲●❇✽✢✽✢✷✲❈✾●P❊
✄
❑✖✷✫✪ ❆◆●✠❈✸❀✛✷✺❄❇✹ ●✠✹✭❑❁❘✒❏✒❆✛✼❅❊ ✟✎■✘❏✭●P✹✘❀✢❏ ✌ ❈❋❄❇✹✘❀✢❆✛✷ ✔✒❏✒❀✢✷✲❄✠✹✭✽✿●✠❆✢✼▲❑✖✷❍✽✣✼✾✹❇❀◆●P✹✒◗❇❊✺✼✆❑✬✙
✭✯✮✱✰✠✲✴✳✜✵✠✶✯✷
✢✩✗❙❄✠❏✒❊✲❄✍✌✓✔ ✽ ✟✖✽ ❀✛✼ ✌ ✽✌✸P■❇❏❖●P✹✘❀✢❏ ✌ ✽✢❈❅❆✢✼✾✼❅✹✒✷✲✹✒◗✹✸ ✽✢❏✒❆ ✒ ●✠❈❅✼ ❈❅❄✠❆✛❆✢✼✾❊✲●P❀✢✷✲❄✠✹✭✽✌✸ ✽✣❄❇❊ ✏✍●☛✔✭❊✺✼✖✌ ❄✖❑✖✼❅❊✺✙
✟✼✻ ☎ ✝ ✟✖✑ ☎ ✟ ✠☞☛ ✌ ✌✘☎✞✏✞✠✒✑
✄✔✽ ✔✙✖✘✔✗✖ ✆   ✢ ★ ✄ ✄ ✓ ✢ ✠ ✮ ✄ ✮ ✠✿✾ ✢
✶❥❋❴❋❘➏❁◆❃s❈❏➈✼✿▲❑◆❃❆✿➀✷❏❙❆✖✾❁❀❁◆❙✾❁s❘◆❙❀❿✇⑦✼❚❋❘❋■◆❙❇❩P✰➏✻➜❉s❈❍❖❏▼s❙➇❷❋❘➏❁◆❃s❈❆✖▲❖◆✉❇❘◆❙▲❖◆❙③❷✼✿✾⑩❋❴❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❖❆✿✾✵①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆❙✾➃➀➂✺✰✾❁❀✷✼✿✇✽◆▼✾➓✱
❋❽✼❷▲❧P✷✼✿❇❈❋❘❍❖❏❙▲❖◆▼s✽➝➂s❘✺❁❏❽➏➽✼✿s❾◆▼▲❖◆❙❏❙❋❘❇❘❆✖✾❁s❙➇❭✾❉✺✰❏▼▲❖◆❙❍➍➇✙✼❚❋■❆✖✇✽s▼➇✙❆✖❇❾❍❑❆✖✾❁s❽➥❊❍❑s➋❋■➏❁◆✽◆▼▲❑◆▼❏❙❋❘❇❘❆✖s●❋❽✼❷❋❘❍❖❏❿❍❑✾✻❋❘◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾✣✯ ✟✹➏❁◆
❄❃❆✖✺❁▲❑❆✖✇②①✫P❹❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❖✼✿▲
vc(r, r
′)
❏❙❇❘◆▼✼❷❋■◆❙❀➐✼❷❋
r′
①⑩➜➞✼⑦✺❁✾❁❍➅❋❊P✝❆✖❍❑✾✻❋r❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆②▲❑❆➓❏▼✼❷❋■◆❙❀➲✼❷❋
r
❍❑s⑨❋❘➏❁◆②s❈❆✖▲❖✺✰❋❘❍❖❆✖✾
❆✿➀➩❋■➏❁◆→➦➩❆✖❍❖s❈s❘❆✖✾✟◆▼✸✻✺✷✼❷❋❘❍❖❆✖✾❼➇
∆r′vc(r, r
′) = −4πδ(r− r′). ➝➌➠✑✏➁✯❑➵❢➥
➝➌➠✑✏➁✯❑➵❢➥⑦❍❖s ☞⑤❇❈❍❑❋❘❋❘◆▼✾ ❍❑✾ ☎→✼✿✺✰s❘s➆✺❁✾❁❍➅❋■s➆❍❑✾★❋■➏❁❇❈◆▼◆➛❀❁❍❑✇➄◆❙✾❁s❘❍❑❆✖✾❁s▼✯ ✟✹➏❁◆➛◆q➑➓P❁❇❈◆▼s❈s❘❍❖❆✿✾ ❆✿➀❾❋❘➏❁◆➐▲❖❆✖✾❁④❚✱✴❇■✼❷✾❁④✖◆▼❀
P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍➧✼✿▲
vc(r, r
′)
❀❁◆❙P❹◆❙✾❁❀❁sr❆✖✾✫❋❘➏❁◆✵①✝❆✖✺❁✾✰❀✷✼✿❇❈➜➯❏❙❆✖✾❁❀❁❍➅❋■❍❑❆✖✾❁s✹➀➂❆✖❇✹❋■➏❁◆→❀❁❆✖✇➄✼✿❍❑✾✟❍❑✾ ☞⑤➏✰❍❖❏❽➏➞❋❘➏❁◆✵❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆❙s
✼✿❇❈◆✵✼❷▲❖▲❖❆ ☞✈◆▼❀➆❋■❆✽✇✽❆♠③✿◆✿✯❅❂✷❆✖❇✹❍❑✾❁s❈❋■✼✿✾❁❏▼◆❷➇❅❍❖✾➆❋■➏❁◆❾①❁✺✰▲ ✫✒❆✿➀❩❋■➏❁◆❾s●➜➓s●❋■◆❙✇✫➇✷❋■➏✰◆→✇✽❍❖❏❙❇❘❆✖s❈❏▼❆✖P✰❍❖❏➋P✷✼✿❍❑❇✹P❹❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍➧✼✿▲
❍❖s✹✇✽◆▼❇❈◆▼▲➅➜⑦❋■➏✰◆❾③❷✼✿▲❑✺❁◆➋❆✿➀➩❋■➏❁◆✵❄❃❆✖✺✰▲❖❆✖✇②①➆P✝❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❖✼✿▲✣①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆▼✾✫❋✓☞❃❆✽✺❁✾❁❍➅❋⑤❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆▼s⑨❍❖✾✒❋■➏✰◆❾③❷✼✿❏❙✺❁✺❁✇✟➇
➵➈➺❁➵
vCbulk(r, r
′) =
1
|r− r′| .
➝➌➠✑✏➁✯ ➡✿➥
✧r❆ ☞✈◆❙③✿◆▼❇▼➇
vc(r, r
′)
❋❽✼ ✫✿◆▼s→✼➯❀❁❍❑❸❹◆▼❇❈◆▼✾⑩❋❾➀➂❆✖❇❘✇ ❍❖✾➛❋■➏✰◆➃③❉❍❑❏▼❍❖✾✰❍❑❋✴➜✫❆✿➀❥✼ ☞❃✼✿▲❖▲✙☞⑤❍➅❋■➏➐◆▼▲❑◆▼❏q❋■❇❘❍❑❏➈✼✿▲❴P❁❇❘❆✖P✝◆▼❇●❋■❍❑◆▼s▼✯
✟✹➏❁◆❙s❘◆✒✼❷❇❘◆➃❏❽➏✷✼✿❇❘✼✿❏❙❋❘◆▼❇❘❍ ☎▼◆❙❀ ①⑩➜➛❋■➏❁◆✽❀❁❍❑◆▼▲❖◆❙❏❙❋❘❇❘❍❖❏❿❏❙❆✖✾❁s●❋❽✼✿✾⑩❋
εW
❆✿➀✉❋■➏❁◆ ☞❥✼❷▲❖▲❧✇➄✼❷❋■◆❙❇❘❍➧✼❷▲➍✯ ✧⑨❆ ☞❃◆q③✖◆▼❇❙➇❩s❈❆✖✇✽◆
s❈❋❘❇❘❆✖✾✰④➽s❘❏❙❇❘◆▼◆❙✾❁❍❖✾✰④❁➇❃❆✖✾✰◆➲❆✿➀➋❋■➏✰◆➞✇✽❆✖s❈❋➄➀➂✺❁✾❁❀✷✼✿✇✽◆▼✾⑩❋■✼✿▲rP✰❇❘❆✖P✝◆▼❇●❋■❍❖◆❙s⑦❍❑✾↕❄❃❆✖✺❁▲❑❆✖✇②①✌P✰▲➧✼✿s❈✇⑦✼✿s➄✼❷❋⑦◆▼✸✻✺❁❍❖▲❑❍➅✱
①❁❇❈❍❖✺❁✇✟➇❼✼❷❇❘❍❖s❈◆▼s❊➀➂❆✿❇↔✼✿✾⑩➜➲P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲➧✼✿❇⑨s❘❆✖▲❑✺✰❋■❍❑❆✖✾➲❆✿➀r➝➂➠✑✏②✯➅➵♠➥q➇❹✾✷✼✿✇✽◆▼▲➅➜✟➀➂❆✿❇➋✼✿✾⑩➜➞①✝❆✖✺❁✾✰❀✷✼✿❇❈➜➞❏▼❆✖✾✰❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾❁s❙➇❼✼❷s
◆q➑➓◆❙✇➄P❁▲❑❍❑➉✷◆❙❀➯①❹◆❙▲❖❆ ☞❾✯
✓✫❆✖❇❈◆→P✰❇❘◆▼❏❙❍❖s❈◆▼▲❑➜✿➇❅✼✿P✷✼✿❇●❋❥➀➂❇❘❆✿✇ s❘❏❙❇❘◆❙◆▼✾❁❍❑✾❁④➄◆q❸❼◆❙❏❙❋❘sr❆✖❇❈❍❖④✖❍❑✾✷✼❷❋❘❍❖✾❁④→➀➂❇❘❆✖✇ ❋■➏❁◆❾▲❖❆✿✾❁④❿❇■✼✿✾✰④✖◆➋❆✿➀➩❋■➏❁◆❾❍❖✾⑩❋❘◆▼❇●✱
✼✿❏q❋■❍❖❆✿✾✒①❹◆q❋✓☞❃◆❙◆▼✾✟◆▼▲❑◆▼✇✽◆▼✾⑩❋❽✼✿❇●➜⑦❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆❙s✁ ➄s❘✺❁❏❽➏✟✼✿s✈❋■➏❁◆➋✼❷①❁s❘◆❙✾❁❏▼◆❾❆✿➀❩✼✿✾⑩➜✽③✖❆✖▲❑✺❁✇➄❍❑❏❊❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆↔❇❈◆▼✸✻✺❁❍❑❇❘◆▼❀➆➀➂❆✖❇
❋■➏✰◆➁s❈❋■✼✿①❁❍❑▲❖❍❑❋✴➜➯❆❷➀❺✼⑦✇➄✼✿❏▼❇❈❆✖s❘❏❙❆✖P❁❍❖❏→s❈➜❉s●❋■◆▼✇✂ ✟s❘❆✿✇➄◆→➀➂◆➈✼❷❋❘✺❁❇❘◆❙s❊❆✿➀❺✇✽❍❖❏❙❇❘❆✖s❈❏▼❆✖P❁❍❑❏❾s❘❏▼❇❈◆▼◆❙✾❁❍❖✾❁④✰➇❼s❘✺✰❏❽➏➐✼✿s❊❋■➏✰◆
▲➧✼❷❇❘④✖◆➒✱✴❀❁❍❑s❈❋❽✼❷✾❁❏▼◆⑨①❹◆❙➏✷✼➈③❉❍❖❆✖❇✉❆✿➀❭❏▼❆✿❇❘❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾✰s▼➇✻✼✿❇❈◆❊s❘P✝◆▼❏❙❍❑➉✷❏r❋■❆✵❋❘➏❁◆❊➀➌✼✿❏q❋❃❋❘➏✷✼❷❋
vc(r, r
′)
❍❑s✈❋■➏✰◆❊s❘❆✿▲❖✺✰❋❘❍❖❆✖✾✽❆✿➀
❻❧✸❅✯➧➝➂➠✑✏②✯➅➵♠➥q✯✷➠✴✾➯❋■➏❁◆❾①❁✺✰▲ ✫❅➇✰❋■➏✰◆→s❈P❹◆❙❏▼❍➅➉✷❏▼❍➅❋✴➜➆❍❖s❃③✿◆▼❇●➜➯❏▼▲❖◆▼✼✿❇▼✯☎✄↕➏❁◆▼✾✟P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙▲❖◆❙s✹❆✖①❹◆q➜✒❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❖❏▼✼✿▲✣❀✰➜❉✾✷✼❷✇➄❍❑❏▼s▼➇
❏▼❆✿❇❘❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾✰s✉➀➌✼✿▲❑▲❹❆❷❸➞◆➒➑✰P✝❆✖✾❁◆❙✾⑩❋■❍➧✼❷▲❖▲❑➜❿➀➌✼❷s❈❋⑤✼❷❋❃▲➧✼✿❇❈④✖◆❊❀✰❍❖s❈❋■✼✿✾❁❏❙◆▼s |r− r′| ❍❑✾➄❋■➏✰◆❾❄❃❆✖✺❁▲❑❆✖✇②①✒❏▼✼✿s❘◆ ✄ ✂❥❂ ➚ ➤ ✆➍➇
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆➈✼❷s➃❋❘➏❁◆❙➜➽①❹◆❙➏✷✼➈③✖◆➯❆✖✾❁▲➅➜➽✼✿▲❑④✖◆▼①✰❇■✼✿❍❑❏➈✼✿▲❑▲❑➜➛➀➂❆✖❇❿✼❷✾✻➜ ❆✿❋■➏✰◆▼❇❿④✖◆❙✾❁◆▼❇❈❍❖❏➆✾❁❆✖✾✰❍❖✾⑩❋■◆❙④✖❇■✼✿①✰▲❖◆⑦➀➂❆✖❇❈❏▼◆ ✄✲✶ ✓
➚
✴ ✆➍✯
✄↕➏❁◆❙✾★✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺❁✇ ❀✰➜❉✾✷✼❷✇➄❍❑❏▼s✽❍❖s➃❋❽✼ ✫❷◆▼✾★❍❑✾✻❋❘❆ ✼❷❏▼❏▼❆✿✺❁✾⑩❋➐➝✖☞⑤❍➅❋■➏ ◆▼❍❑❋❘➏❁◆▼❇ ✓➞✼❚➑✌☞✈◆▼▲❑▲➅✱❋✂✈❆✖▲❑❋✆☎▼✇➄✼✿✾❁✾ ✄⑥✶✔✓
➚
✱ ✆
❆✖❇➋❂✷◆❙❇❘✇✽❍➅✱❋✂✈❆✖s❘◆ ✄➢❄❃❆✿❇ ✱
✁
① ✆❳s❈❋■✼❷❋■❍❑s❈❋❘❍❖❏▼s■➥q➇✣❄❃❆✖✺❁▲❖❆✿✇②①➲s❘❏❙❇❘◆❙◆▼✾❁❍❑✾❁④➯①❹◆❙❏▼❆✖✇✽◆▼s➋✼❷▲❖④✖◆❙①❁❇■✼✿❍❑❏  ✝✾❁◆❙③✿◆▼❇●❋■➏❁◆❙▲❖◆▼s❈s▼➇✙❋■➏✰◆
1/|r−r′|6 P✝❆ ☞❃◆❙❇⑨▲❖✼ ☞ ❆✿➀➩❋■➏❁◆❾❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼▲➧✼❚❋■❍❖❆✿✾➆❀❁◆▼❏▼✼❢➜➯❍❑s❥➀➌✼✿s❈❋❘◆▼❇✹❋■➏❁✼✿✾✫❍➅❋ ☞✈❆✖✺❁▲❖❀✟①✝◆→❍➅➀❩❋❘➏❁◆❾P❹❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍➧✼✿▲ ☞✈◆▼❇❈◆
✾❁❆✿❋⑤➏❁✼✿❇❘✇✽❆✖✾❁❍❑❏➃➝➌s❈◆▼◆ ✁➓◆▼❏❷✯♣➠❈➠❘➠ ✂↕❆✿➀ ✂⑨◆q➀➟✯ ✄♣❄❃❆✖❇✆✱
✁
① ✆➧➥q✯
➠✴✾ ❋■➏✰◆➄③❉❍❖❏❙❍❖✾❁❍➅❋✴➜➛❆✿➀⑤✼ ☞❥✼✿▲❑▲➍➇✣❋❘➏❁◆➄s❈P❹◆❙❏▼❍➅➉✷❏▼❍➅❋✴➜ ☞⑤❍➅❋■➏✭❇❘◆▼s❈P❹◆❙❏❙❋✵❋■❆➞❆❷❋■➏❁◆❙❇➁▲❖❆✿✾❁④❷✱✴❇❘✼✿✾❁④✖◆❙❀➐P❹❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❖✼✿▲❖s❾❍❑s
P✷✼✿❇●❋■❍❖✼✿▲❖▲➅➜ ❏▼✼✿✾❁❏▼◆❙▲❖◆❙❀ ①⑩➜✜❋■➏❁◆➯①❁❇❈◆➈✼ ✫✻❀❁❆ ☞⑤✾★❆❷➀↔❇❘❆❷❋❽✼❷❋❘❍❖❆✖✾✷✼❷▲❥❍❖✾⑩③❷✼✿❇❘❍❖✼✿✾❁❏❙◆✿✯❳➠✴✾➼❋■➏❁◆ ✬✠✡ ✗✭✌✍✌✠✜✛✬✆✗✙✡➩❇❘◆▼④✿❍❖✇✽◆✿➇❳❋■➏✰◆
s❈❋■✼❷❋■❍❑❏✒P✝❆✖s❘❍➅❋■❍❖❆✿✾➽❏▼❆✖❇❈❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾✬✼❚❋❿▲➧✼✿❇❈④✖◆⑦❀✰❍❖s❈❋■✼✿✾❁❏❙◆▼s ☞⑤➏❁◆▼✾✜P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼▲❑◆▼s②❇❈◆▼✇➄✼✿❍❖✾➽✾✰◆➈✼✿❇②❋❘➏❁◆ ☞❥✼❷▲❖▲✹✼❷❋➁➉✰➑➓◆▼❀
❀❁❍❑s❈❋❽✼❷✾❁❏▼◆❙s
x
✼✿✾❁❀
x′
❀❁◆▼❏▼✼❢➜❉sr✼✿s
fcl(x, x
′; εW )
y3
☞⑤➏❁◆❙✾
εW
❍❖s❥➉✷✾✰❍❑❋■◆
.
➝➌➠✑✏➁✯➢➸✖➥
➠✴✾✧➝➂➠✑✏②✯♣➸⑩➥
y
❍❖s❿❋■➏❁◆✟✾❁❆✖❇❈✇ ❆✿➀↔❋❘➏❁◆✟P❁❇❘❆❚➔❈◆❙❏❙❋❘❍❖❆✖✾➼❆✿➀
r−r′ ❍❖✾✜❋■➏❁◆✟P❁▲➧✼❷✾❁◆✫P❁✼✿❇■✼✿▲❑▲❖◆❙▲❃❋■❆➐❋■➏❁◆ ☞❃✼✿▲❖▲➨✯ ✟✹➏❁◆
❍❖✾⑩❋❘◆▼❇❘P✰❇❘◆❙❋■✼❷❋■❍❑❆✖✾➃❍❖s❧❋■➏❁✼❷❋❺❋■➏❁◆❙❇❘◆⑨❍❖s❺s❈❋❘❍❖▲❖▲✰❍❖✾⑩❋■◆❙❇❘✾✷✼✿▲✷s❈❏▼❇❈◆▼◆▼✾✰❍❖✾❁④✆ ❿✾✷✼❷✇➄◆❙▲❑➜✖➇✖❋❘➏❁◆⑤④✖▲❖❆✿①✷✼✿▲❁❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆⑨❆✿➀✙✼❾P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼▲❖◆
✼✿✾❁❀➼❍❑❋❘s❿P❹❆✿▲➧✼✿❇❈❍☞☎➈✼❚❋■❍❖❆✿✾ ❏▼▲❑❆✖✺❁❀✜③❷✼✿✾❁❍❖s❈➏❁◆▼s✽✼❷➀❡❋❘◆▼❇❿s●❋❽✼❷❋❘❍❖s❈❋❘❍❖❏▼✼✿▲✹✼➈③✖◆❙❇■✼✿④✖❍❑✾❁④✝ ✬①✰✺✰❋✽❍❖✾✬❋■➏❁◆➆③❉❍❖❏❙❍❖✾❁❍➅❋✴➜ ❆❷➀❊❋■➏✰◆
☞❃✼✿▲❖▲➩❋■➏❁◆❿✇✽◆➈✼✿✾➛❀✰❍❖P✝❆✖▲❖◆✵❏➈✼✿❇❈❇❘❍❖◆❙❀➛①⑩➜➛✼✒❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆➃✼✿✾❁❀➐❍➅❋■s↔P✝❆✖▲➧✼❷❇❘❍☞☎▼✼❷❋■❍❑❆✖✾✟❏▼▲❖❆✿✺❁❀➛❀❁❆❉◆▼s↔✾❁❆❷❋➋③✿✼❷✾❁❍❖s❈➏➛❍❖✾➲❋■➏✰◆
❀❁❍❑❇❘◆▼❏q❋■❍❑❆✖✾ P✝◆▼❇❈P❹◆❙✾❁❀❁❍❑❏▼✺❁▲❖✼✿❇❿❋■❆✭❋❘➏❁◆✟①❹❆✖✺✰✾❁❀✷✼✿❇●➜  ✉s❘✺✰①❁s❘◆❙✸❉✺✰◆▼✾⑩❋■▲➅➜✌◆q❸❼◆❙❏❙❋■❍➅③✖◆✫❀❁❍❖P✝❆✖▲❖◆➒✱✴❀❁❍❑P❹❆✿▲❖◆✒❍❑✾✻❋❘◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾❁s
✼✿P❁P✝◆➈✼❷❇▼✯❺➭↔✾✬❋■➏❁◆➯❏❙❆✖✾⑩❋■❇■✼❷❇❈➜✖➇ ☞⑤➏✰◆▼✾✜❋■➏❁◆ ☞❃✼✿▲❖▲❥❍❑s❿✼✿✾➼❍❖❀❁◆▼✼✿▲❃❏❙❆✖✾❁❀❁✺✰❏❙❋■❆✿❇➞➝
εW = ∞ ➥➒➇❴❋■➏❁◆➯❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼▲➧✼❚❋■❍❖❆✿✾
✼✿▲❑❆✖✾❁④②❋■➏✰◆ ☞❃✼✿▲❖▲❹➀➌✼✿▲❖▲❑s❥❆✿❸➲➀➌✼✿s●❋■◆❙❇⑤❋❘➏✷✼✿✾✫✼✿✾⑩➜➯❍❖✾⑩③✖◆❙❇❘s❈◆✵P✝❆ ☞❃◆❙❇⑨▲❖✼ ☞❾✯ ✟✹➏❁◆✵❇❈◆➈✼✿s❈❆✖✾✟❍❖s❥❋■➏❁✼❷❋⑨s❘❆✖✇✽◆   P❹◆❙❇❈➀➂◆▼❏q❋ ✁
❍❖✾➓t✷✺❁◆▼✾✰❏▼◆➆P❁➏❁◆❙✾❁❆✖✇✽◆▼✾❁❆✿✾➼❍❑✾❁s❘❍❑❀❁◆➄❋❘➏❁◆ ☞❃✼✿▲❖▲✈①✷✼✿▲➧✼❷✾❁❏▼◆❙s➁❋■➏❁◆➆▲❑❆✖s❘s➁❆✿➀⑤❇❘❆✿❋■✼❷❋■❍❑❆✖✾✷✼✿▲✉s❈➜❉✇✽✇➄◆q❋■❇●➜ ❍❑✾❁s❘❍❑❀❁◆⑦❋■➏✰◆
P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼ ✄ ✓➞✼✿❇
➚✖➚
✆➨✯❴➠✴✾ ❋❘➏❁◆ ✤✘✏ ✗✙✟✕✚✣✏ ✦ ❇❘◆❙④✖❍❖✇✽◆✿➇ ☞⑤➏✰◆▼✾
εW
❍❖s❾➉✷✾❁❍➅❋■◆✿➇❭❋■➏✰◆✒s❘✺❁❇●➀➌✼✿❏▼◆➒✱✴❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆✒❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾✣➇
✾✷✼✿✇✽◆▼▲➅➜➲❋■➏✰◆⑦❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆⑦❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾➎✼❷➀❡❋■◆❙❇✵❍❑✾✻❋❘◆▼④✖❇❘✼❷❋■❍❑❆✖✾➎❆♠③✿◆▼❇→❋■➏❁◆➄❀❁❍❖s●❋❽✼✿✾❁❏❙◆▼s
x
✼✿✾❁❀
x′
➀➂❇❘❆✖✇✚❋❘➏❁◆ ☞❥✼✿▲❑▲➍➇
✼✿▲❑s❘❆➋❀❁◆❙❏➈✼➈➜❉s✈✼❷s
1/y3
❍❖✾②❋❘➏❁◆✹s❘P✝◆▼❏❙❍➧✼✿▲➓❏➈✼✿s❈◆⑨❆❷➀❼✼❾➭↔✾❁◆➒✱●❄❃❆✖✇✽P✝❆✖✾❁◆▼✾⑩❋❺➦❧▲❖✼✿s❘✇➄✼➃➝➍➭❾❄❥➦✉➥ ☞⑤➏❁◆▼❇❈◆✹❆✖✾❁◆✹s❈P❹◆❙❏▼❍❖◆❙s
❆✿➀❼✇➄❆❢③❉❍❖✾❁④❾❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆❙s✈❍❑s✉◆❙✇②①✝◆▼❀❁❀❁◆❙❀⑦❍❑✾⑦✼❾❇❘❍❑④✖❍❖❀❿✾❁◆❙✺✰❋■❇❘✼✿▲❖❍ ☎▼❍❑✾❁④➋①✷✼✿❏✬✫✻④✖❇❈❆✖✺❁✾❁❀✣✯❉✶✹❏▼❏❙❆✖❇❘❀✰❍❖✾❁④❾❋■❆ ✂⑨◆q➀➟✯ ✄♣✮✖✼✿✾
➚
✴ ✆➍➇
❋■➏✰❍❖s❿❍❖s➃✼➛❏❙❆✖✾❁s❘◆❙✸✻✺❁◆▼✾❁❏❙◆➲❆✿➀⑨❋■➏❁◆➆t✷✺✰❏❙❋■✺❁✼❷❋■❍❑❆✖✾➓✱✴❀✰❍❖s❘s❈❍❖P✷✼❚❋■❍❖❆✿✾ ❋■➏❁◆❙❆✖❇❘◆❙✇ ✼✿✾❁❀✜❋■➏✰◆➯✼✿s❘s❈✺❁✇➄P➓❋■❍❖❆✿✾✜❋❘➏✷✼❷❋➃❋■➏✰◆
❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆✹❍❖✾✰❀❁✺❁❏▼◆❙❀❿❍❖✾②❋❘➏❁◆❥P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼❊①⑩➜❿✼✿✾❿❍❑✾✰➉✷✾❁❍➅❋■◆❙s❘❍❖✇➄✼✿▲⑩❋■❍❑✇➄◆➒✱✴❀❁◆❙P❹◆❙✾❁❀❁◆❙✾✻❋❳◆q➑❉❋■◆❙❇❘✾✷✼✿▲✷❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆❃✺❁✾❁❍❑➀➂❆✿❇❘✇➄✼✿▲❖▲➅➜
s❘P✰❇❘◆➈✼❷❀ ❆✖✾✬❋❘➏❁◆ ☞❥✼❷▲❖▲❥s❈✺❁❇❈➀➌✼✿❏❙◆➯❍❖s❿▲❖❆❉❏➈✼❷▲❖❍☞☎❙◆▼❀✭❆♠③✿◆▼❇➄✼➲✇➄❍❑❏▼❇❈❆✖s❘❏❙❆✖P❁❍❖❏⑦s❘❏➈✼❷▲❖◆✒➀➂❇❘❆✿✇✘❋■➏✰◆ ☞❥✼✿▲❑▲➍✯❩✶❊s❿➀➂❆✖❇②❋■➏✰◆
P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼▲❖◆➒✱✴P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼▲❑◆❥❏▼❆✖❇❈❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾✟➝ ☞⑤❍❑❋■➏✰❆✖✺✰❋✉❍❖✾⑩❋■◆❙④✖❇■✼❚❋■❍❖❆✿✾✽❆❢③✿◆▼❇
x
❆✖❇
x′
➥q➇✻❍❑❋❺❍❑s❃✼❷▲❖s❘❆❾◆➒➑✰P✝◆▼❏q❋■◆❙❀✒❋■❆→❀❁◆▼❏❙❇❘◆➈✼❷s❘◆
✼✿s
1/y3
✯➩➠✴✾❁❀❁◆▼◆❙❀✣➇❳❆✖✾ ❆✖✾❁◆⑦➏❁✼✿✾❁❀✣➇➩❍❖✾⑩❋■◆❙❇❘✾✷✼❷▲✈s❈❏▼❇❘◆❙◆▼✾❁❍❑✾❁④➛✼✿▲❑s❘❆ ☞❃❆✖❇✙✫✻s❿❍❖✾➽✼✟✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺❁✇✘P❁▲➧✼❷s❘✇➄✼✟s❈❆➞❋■➏✷✼❚❋
◆❙❸❹◆▼❏q❋■❍➅③✖◆↔❍❑✾✻❋❘◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾❁s✉❀❁◆❙❏▼❇❘◆▼✼✿s❘◆❾✼❷s❃❆✖❇✉➀➌✼✿s❈❋❘◆▼❇✈❋❘➏✷✼✿✾
1/y3
✯❁➭↔✾⑦❋❘➏❁◆❊❆✿❋❘➏❁◆▼❇❃➏✷✼✿✾❁❀✣➇❉✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺✰✇ s❈❏▼❇❘◆❙◆▼✾❁❍❑✾❁④
❍❖s❃▲❖◆▼s❈s✹◆  ✽❏▼❍❑◆▼✾⑩❋⑤❋■➏✷✼❷✾➯❋❘➏❁◆➋❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏▼✼✿▲❼❆✖✾✰◆✞ ➄①❹◆❙❏➈✼✿✺❁s❈◆❾❆✿➀❴❍❑✾⑩❋■❇❘❍❑✾❁s❘❍❑❏❊✸✻✺✷✼✿✾⑩❋❘✺❁✇ t✷✺❁❏q❋■✺✷✼❚❋■❍❖❆✿✾❁s✹❆✿➀➩P❹❆✿s❘❍❑❋❘❍❖❆✖✾
➀➂❆✖❇✉✼✿✾⑩➜➃P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼▲❖◆✁ ❿s❘❆❾❋■➏✷✼❚❋✈❋❘➏❁◆r✸✻✺✷✼❷✾✻❋❘✺❁✇ ❏▼❆✿❇❘❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾➃s❈➏❁❆✖✺❁▲❑❀➄❀❁◆❙❏➈✼➈➜➄✼✿s✉❆✖❇❺✇➄❆✖❇❈◆⑤s❘▲❖❆ ☞⑤▲➅➜②❋■➏✷✼❷✾
1/y3
✯
➠✴✾ s❘➏❁❆✿❇❈❋➈➇❃✼❷❋➄◆▼✸✻✺❁❍❖▲❑❍❖①❁❇❈❍❖✺❁✇✟➇❳❋■➏✰◆✫③❷✼✿❇❘❍❑❆✖✺❁s➄①❹◆❙➏✷✼➈③➓❍❑❆✖❇❘s➄❆✿➀❾s❈❋■✼❷❋■❍❑❏➞P✝❆✖s❘❍➅❋■❍❑❆✖✾ ❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s➄✼❷❋✒▲❖✼✿❇❘④✖◆
❀❁❍❑s❈❋❽✼❷✾❁❏▼◆❙s✙☞⑤➏❁◆▼✾➃P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼▲❑◆▼s➩❇❘◆▼✇➄✼✿❍❑✾➁❍❖✾→❋■➏❁◆✈③➓❍❑❏▼❍❑✾❁❍❑❋✴➜→❆✿➀❁❋❘➏❁◆ ☞❃✼✿▲❖▲❉✇➄✼✿❍❖✾❁▲➅➜➋❀❁◆❙P❹◆❙✾❁❀➃❆✖✾➁❋■➏✰❇❘◆▼◆❃P❁❇❘❆✖P✝◆▼❇●❋■❍❑◆▼s▼➊
(I)
❋❘➏❁◆➄◆❙▲❖◆❙❏❙❋■❇❈❆✖s❈❋■✼❷❋❘❍❖❏➃❇❘◆❙s❘P✝❆✖✾❁s❘◆➄❆✿➀❃❋❘➏❁◆ ☞❥✼✿▲❑▲➍➇ ☞⑤➏❁❍❑❏❽➏ ❀❁◆q❋■◆❙❇❘✇✽❍❖✾❁◆❙s→❋❘➏❁◆✽➀➂❆✿❇❘✇✚❆✿➀✈❋■➏❁◆✽✇✽❍❖❏▼❇❈❆✖s❘❏❙❆✖P❁❍❑❏
P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍➧✼✿▲
vc(r, r
′)
❋■➏❁❇❈❆✖✺❁④✖➏✟❍❑❋❘s✹❀❁◆▼P✝◆▼✾✰❀❁◆▼✾❁❏❙◆➁✺❁P✝❆✖✾➆❋■➏✰◆→❀✰❍❖◆▼▲❑◆▼❏q❋■❇❘❍❑❏↔❏▼❆✿✾❁s❈❋■✼✿✾⑩❋
εW
❆✿➀❴❋❘➏❁◆ ☞❃✼✿▲❖▲➨➇
(II)
❋❘➏❁◆❾❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏➈✼❷▲✣❆✖❇✹✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺✰✇✪✾✷✼❷❋■✺✰❇❘◆❾❆✿➀➩❋■➏❁◆❙❇❘✇➄✼✿▲❼t✷✺❁❏q❋■✺✷✼❚❋■❍❖❆✿✾❁s▼➇
(III)
❋❘➏❁◆❾④✖◆▼❆✖✇✽◆❙❋❘❇❘❍❑❏➈✼✿▲❹❏▼❆✖✾❁s●❋■❇❘✼✿❍❖✾⑩❋■s⑤❍❑✇➄P✝❆✖s❘◆❙❀➆❋■❆❿❋■➏❁❆✿s❘◆➋t✷✺❁❏q❋■✺✷✼❷❋❘❍❖❆✖✾✰s⑨✾✰◆➈✼✿❇❥❋❘➏❁◆✣☞❥✼✿▲❑▲➍✯
✟✹➏❁◆↔✼❷❍❖✇ ❆✿➀✣❋❘➏❁◆⑨P❁❇❘◆❙s❘◆▼✾⑩❋✹P❁✼✿P❹◆❙❇✈❍❑s✉❋❘❆➁❍❑✾✻③✿◆▼s●❋■❍❖④✖✼❷❋■◆⑨➏❁❆ ☞ ❋■➏❁◆❙s❘◆r◆❙❸❹◆▼❏❙❋❘s❥❍❖✾⑩❋❘◆▼❇❘P✰▲➧✼➈➜➃❍❖✾➃❋■➏❁◆r✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺❁✇
❇❘◆❙④✖❍❖✇✽◆⑦①⑩➜ ✇➄◆▼✼✿✾❁s②❆✿➀r✼➲s❈❍❖✇✽P❁▲❖◆➄s❘❆✖▲➅③✿✼❷①❁▲❖◆➄✇➄❆❉❀❁◆▼▲➨➊✙❋✓☞❃❆➐◆q➑❉❋❘◆▼❇❘✾❁✼✿▲✹✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺❁✇✘❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆▼s❿◆❙✇②①❹◆❙❀❁❀❁◆❙❀ ❍❑✾
✼⑦❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❖❏▼✼✿▲❭P❁▲➧✼❷s❘✇➄✼⑦✼❷❋r❋■➏❁◆❙❇❘✇➄✼✿▲❩◆❙✸✻✺❁❍❖▲❑❍❖①❁❇❈❍❖✺❁✇ ❍❑✾✫❋❘➏❁◆➁③❉❍❖❏❙❍❖✾❁❍➅❋✴➜➯❆✿➀✉✼ ☞❃✼✿▲❖▲➨✯❩➝ ✟✹➏❁◆②❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❑❏➈✼✿▲➩①✷✼❷❋❘➏➲✇⑦✼➈➜
❏▼❆✿✾✻❋■✼✿❍❖✾✫✼➃❇❘❍❖④✿❍❖❀➆◆▼▲❑◆▼❏q❋■❇❘❍❑❏➈✼✿▲✙①❁✼✿❏✬✫✻④✖❇❘❆✖✺✰✾❁❀❅➥q✯ ✄✭◆✵❏❙❆✖✾❁s❈❍❖❀❁◆❙❇⑤❋❘➏❁❇❘◆❙◆ ✫✻❍❑✾❁❀❁s⑨❆✿➀✙☞❃✼✿▲❖▲❑s▼➊✷✼ ☞❥✼❷▲❖▲ ☞⑤❍➅❋■➏❁❆✖✺➓❋❊✼❷✾✻➜
◆▼▲❑◆▼❏q❋■❇❘❆✿s❈❋❽✼❚❋■❍❖❏➄P❁❇❘❆✿P❹◆❙❇❈❋✴➜↕➝
εW = 1
➥➒➇❳✼➲❀❁❍❑◆▼▲❖◆❙❏❙❋❘❇❘❍❖❏➄✇⑦✼❚❋■◆▼❇❈❍➧✼✿▲r➝
0 < εW < 1
❆✖❇
1 < εW < ∞ ➥✵✼✿✾❁❀
✼✿✾➽❍❑❀❁◆➈✼❷▲✉❏❙❆✖✾❁❀❁✺✰❏❙❋■❆✿❇➆➝
εW = ∞ ➥➒✯ ✟✹➏✰◆▼s❘◆ ☞❃✼✿▲❑▲❖s→❏➈✼✿❇❈❇❈➜➎✾❁❆➲◆➒➑➓❋❘◆▼❇❈✾✷✼✿▲✉❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆➐➝➌①❁✺➓❋②❏▼❆✿✾✻❋■✼✿❍❖✾✭❍❖✾⑩❋■◆❙❇❘✾✷✼❷▲
P✝❆✖▲➧✼✿❇❈❍☞☎▼✼❷❋■❍❑❆✖✾➞❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆❙s ☞⑤➏❁◆❙✾
εW 6= 1 ➥q✯ ✟✹➏✰◆➄✇✽❆➓❀✰◆▼▲❳❍❑✾➐❋❘➏❁◆➃❏➈✼✿s❈◆➃❆✿➀❃❋✓☞✈❆✫✸✻✺✷✼❷✾✻❋❘✺❁✇✂❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆▼s→❍❖✾➛❋❘➏❁◆
①❁✺❁▲ ✫ ☞❥✼✿s✽➉✷❇❘s●❋➆❍❖✾⑩❋❘❇❘❆❉❀❁✺❁❏▼◆❙❀✌①⑩➜ ✶❊▲➧✼❷s❈❋■✺✰◆❙➜ ✼✿✾❁❀ ✓✫✼✿❇❈❋❘❍❖✾ ✄✲✶ ✓
➚
✱ ✆r❍❖✾✌❆✿❇❘❀❁◆❙❇➄❋■❆✭◆q➑➓➏❁❍❑①❁❍❑❋✽❋■➏❁◆✫❆✖❇❘❍❑④✖❍❖✾
❆✿➀❧❍❑✾⑩❋■❇❘❍❑✾❁s❘❍❑❏➈✼✿▲❑▲❑➜✒✼✿▲❖④✖◆❙①❁❇■✼❷❍❖❏❾✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺❁✇ s❘❏❙❇❘◆❙◆▼✾❁❍❑✾❁④✒❍❖✾✟❋■➏❁◆✵P❁▲➧✼❷s❘✇➄✼✽①❁✺✰▲ ✫❅✯ ✟✹➏✰❍❖s❊❆✿❇❘❍❖④✿❍❖✾➯❍❖sr❏▼❆✖✾⑩③✖◆❙✾❁❍❖◆❙✾⑩❋■▲❑➜
❀❁◆▼✼✿▲❑❋ ☞⑤❍❑❋■➏✭①⑩➜➽✺❁s❈❍❖✾❁④➞❋❘➏❁◆✒❂✷◆q➜➓✾✰✇⑦✼✿✾❉✱  ❾✼✿❏⑦P❁✼❷❋■➏➽❍❑✾⑩❋■◆▼④✿❇■✼✿▲✉❇❘◆❙P❁❇❘◆❙s❘◆▼✾⑩❋■✼❷❋■❍❑❆✖✾✬❆✿➀❥❋❘➏❁◆✒✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺✰✇ ☎➋❍❖①❁①❁s
➀➌✼✿❏q❋■❆✖❇❙✯❧➠✴✾❁❀❁◆▼◆❙❀✣➇❺❋■➏❁◆✟❇■✼✿✾✰❀❁❆✖✇ P✷✼❷❋❘➏❁s✽❆✿➀❊❋❘➏❁◆✟➀➂❆✿❇❘✇②✺❁▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾✜✼✿❇❈◆➞✼➐P❁❇❘❆✿P❹◆❙❇ ☞❃✼➈➜✜➀➂❆✖❇➃❀❁◆▼s❈❏▼❇❘❍❑①❁❍❖✾✰④✭❋■➏✰◆
❏▼❆✿✾❁s❘◆❙✸❉✺✰◆▼✾❁❏❙◆▼s↔❆✿➀❩✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺✰✇✪P❹❆✖s❈❍❑❋❘❍❖❆✖✾⑦t❁✺❁❏❙❋❘✺✷✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s⑤✺❁P✝❆✖✾✟▲➧✼✿❇❈④✖◆q✱ ❀❁❍❖s●❋❽✼✿✾❁❏❙◆↔✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■❍➅❋■❍❑◆▼s▼✯
✄✔✽ ✔✙✖✘✔   ✄ ✢ ✄ ✓ ✱ ✮✡✄
✟✹➏❁◆➃➉✷❇❘s●❋➁❍❑✾✻❋❘◆▼❇❈◆▼s❈❋✵❆✿➀✈❆✖✺❁❇→s❈❋■✼❷❋■❍❑s❈❋■❍❑❏➈✼✿▲❴✇➄◆❙❏❽➏✷✼✿✾❁❍❑❏➈✼✿▲❳✇✽❆❉❀❁◆▼▲❧❍❑s❾❋❘➏✷✼❷❋→❍❑❋❾❍❑s➋◆q➑✰✼✿❏q❋■▲❑➜➐s❈❆✖▲❑③❷✼✿①✰▲❖◆✿✯ ✟✹➏❁◆
❇❘◆❙s❘✺❁▲➅❋❭❆✿➀✻❋■➏❁◆❧❏▼✼✿▲❖❏❙✺❁▲➧✼❚❋■❍❖❆✿✾↔❍❖s❼❋❘➏✷✼❷❋▼➇➈✼❷❋✙❋❘➏❁◆❧❍❖✾⑩③✖◆❙❇❘s❈◆❺❋❘◆▼✇✽P❹◆❙❇■✼❷❋❘✺❁❇❘◆
β ≡ 1/kBT ➇ ☞⑤➏❁◆▼❇❈◆ kB ❍❑s✿✂❃❆✖▲➅❋ ☎❙✇⑦✼✿✾✰✾
❏▼❆✿✾❁s❈❋■✼✿✾⑩❋➈➇✰❋❘➏❁◆↔◆❙❸❹◆▼❏q❋■❍➅③✖◆↔❍❑✾✻❋❘◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾
Φext
α1α2
(x1, x2, y)
①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆▼✾➯❋✓☞✈❆ ✝✁  ✚❋✝ ✛P✟✮✗✙✡⑩✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺✰✇ ❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆▼s→➝➂❆✿➀
s❘P✝◆▼❏❙❍❖◆❙s
α1
✼✿✾❁❀
α2
➥❃◆❙✇②①❹◆❙❀❁❀❁◆❙❀➞❍❖✾➯✼➃❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏▼✼✿▲✣P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼②❀❁◆▼❏▼✼➈➜➓sr✼✿s
1/y3
✼✿▲❑❆✖✾❁④②❋■➏✰◆ ☞❃✼✿▲❑▲➍➇
−βΦext
α1α2
(x1, x2, y) ∼
y→∞
f(x1, x2; εW )
y3
.
➝➌➠✑✏➁✯♣➺⑩➥
➝➌➠✑✏➁✯♣➺⑩➥r❍❖s❊③❷✼✿▲❑❍❖❀✟➀➂❆✖❇➋✼✿✾⑩➜✟③✿✼❷▲❖✺❁◆②❆❷➀
εW
➝
εW = ∞ ❍❖✾✰❏▼▲❖✺✰❀❁◆▼❀❅➥r✼✿✾❁❀➲➀➂❆✖❇➋✼❷▲❖▲❭③✿✼❷▲❖✺❁◆❙s↔❆✿➀❺❋■➏❁◆➁P✷✼✿❇■✼❷✇➄◆q❋■◆▼❇❈s
❋■◆❙✇➄P✝◆▼❇❘✼❷❋■✺✰❇❘◆
T
✼✿✾✰❀✟❀✰◆▼✾❁s❈❍❑❋■❍❑◆▼s
ρj
❆✿➀➩❋■➏✰◆❾③❷✼✿❇❈❍❖❆✖✺✰s✹s❘P✝◆▼❏▼❍❑◆▼s
j
❍❑✾➯❋❘➏❁◆❾❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏➈✼❷▲✣P❁▲➧✼❷s❘✇➄✼✰✯
✶★s❘◆❙❏▼❆✖✾✰❀❿❍❖✾⑩❋■◆❙❇❘◆▼s●❋❧❆✿➀✷❋❘➏❁◆❥✇✽❆➓❀❁◆❙▲➓❍❑s❩❋❘➏✷✼❷❋❳❍➅❋❴❍❑s❴◆➒➑✰P✝◆▼❏q❋■◆❙❀✽❋❘❆↔❏➈✼✿P➓❋■✺❁❇❈◆❃❋■➏❁◆✈✇⑦✼❷❍❖✾✵➀➂◆▼✼❷❋■✺✰❇❘◆▼s❴❆✿➀✝✼r➀➂✺❁▲❑▲❑➜
✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺✰✇✧s❈➜❉s❈❋❘◆▼✇ ❍❖✾→✼⑤❇❘◆▼④✿❍❖✇✽◆✙☞⑤➏❁◆▼❇❈◆✈◆➒➑➓❏❽➏✷✼✿✾❁④✖◆✈◆❙❸❹◆▼❏q❋■s❩✼✿❇❘◆❺✾❁◆❙④✖▲❖❍❑④✖❍❖①❁▲❑◆✿➇ ☞⑤➏❁❍❖▲❑◆❧s❘❆✖✇✽◆❧❍❖✾⑩❋❘❇❘❍❖❏▼✼❷❋■◆❧❀✰◆❙❋❽✼❷❍❖▲❖s
❆✿➀✉❋■➏❁◆✽✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺✰✇✂✇⑦✼✿✾⑩➜⑩✱✴①✝❆❉❀✰➜➲P❁❇❈❆✖①❁▲❑◆▼✇✟➇ ☞⑤➏❁❍❖❏❽➏✭✼✿❇❈◆✽✾✰❆✿❋❾❏▼❇❈✺❁❏▼❍❖✼✿▲❳➀➂❆✖❇➋s❘❏❙❇❘◆❙◆▼✾❁❍❑✾❁④➞P❁➏✰◆▼✾❁❆✖✇✽◆▼✾✰❆✖✾✣➇❭✼✿❇❈◆
✼➈③✖❆✖❍❑❀❁◆▼❀ ✄♣❄❃❆✖❇ ✱
➚
① ✆➨✯✻❂❅❇❈❆✖✇ ❋■➏❁❍❑s❧P❹❆✖❍❑✾⑩❋❺❆✿➀❅③➓❍❑◆ ☞❾➇✖❋❘➏❁◆✹❇❘◆❙s❘✺❁▲➅❋✈❆❷➀✝❋❘➏❁◆⑤✇➄❆❉❀❁◆❙▲✰s❈❋❘❇❘◆❙✾❁④✿❋■➏✰◆▼✾❁s❺❋■➏❁◆⑤❏❙❆✖✾❚➔❈◆▼❏q❋■✺❁❇❈◆
❆✿➀ ✁➓◆▼❏❷✯❑➵✿✯❑➵➎①✷✼✿s❈◆▼❀ ❆✖✾↕④✖◆▼✾❁◆❙❇■✼✿▲❾✼❷❇❘④✖✺❁✇✽◆▼✾⑩❋❘s▼➊❥❍❑✾ ✼✬✸✻✺✷✼✿✾⑩❋❘✺❁✇ P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼ ❋■➏❁◆➛s●❋❽✼❷❋❘❍❖❏ ✗⑨❇❘s❘◆❙▲❖▲❊➀➂✺✰✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾✣➇
❀❁◆q➉✷✾❁◆▼❀➞✼✿s✹✇✽❍❖✾✻✺❁s
1
P❁▲❑✺❁s❥❋■➏✰◆→P✰❇❘❆✖①✷✼❷①❁❍❖▲❑❍❑❋✴➜✽❆✿➀➩➉✷✾❁❀❁❍❑✾❁④➃✼❿P✷✼✿❇❈❋❘❍❖❏❙▲❖◆➋✼❷❋
r′
☞⑤➏❁◆❙✾✟❋❘➏❁◆▼❇❈◆→❍❑s⑤✼❿P✷✼✿❇❈❋❘❍❖❏❙▲❖◆↔✼❚❋
r
➇✷✼✿▲❑s❘❆➃➏✷✼✿s⑨✼
fqu(x, x
′; εW )
y3
➝➌➠✑✏➁✯ ✴✿➥
❋❽✼❷❍❖▲➓➀➂❆✿❇❺✼✿✾⑩➜②③❷✼✿▲❖✺❁◆✹❆❷➀
εW
✼✿✾❁❀✽◆❙③✿◆▼✾⑦❍❑✾❿❋■➏❁◆ ☞⑤➏❁❆✿▲❖◆✹t✷✺❁❍❑❀❿P❁➏✷✼✿s❈◆②➝➂❍➍✯⑥◆✿✯✖❍❑✾➃✼✣☞⑤❍❑❀❁◆⑤❇■✼✿✾✰④✖◆✹❆✿➀✝❋■◆▼✇✽P✝◆▼❇■✼❚❋■✺❁❇❈◆
✼✿✾❁❀ ❀❁◆▼✾✰s❘❍❑❋❘❍❖◆❙s❽➥q✯ ✟✹➏✰❍❖s➃❋❽✼✿❍❑▲✹❍❖s❿❋■➏❁◆✟s❘✺✰P❹◆❙❇❘P✝❆✖s❘❍➅❋■❍❖❆✿✾➼❆❷➀➋✼✭✸✻✺✷✼❷s❘❍➅✱ ◆▼▲❑◆▼❏❙❋❘❇❘❆✖s●❋❽✼❷❋❘❍❖❏➯✼✿✾✰❀✌④✖◆❙❆✖✇➄◆q❋■❇❈❍❖❏➆◆❙❸❹◆▼❏q❋
fqu,elect(x, x
′; εW )/y3
➇ ☞⑤➏✰❍❖❏❽➏ ✼✿▲❑s❘❆✭✼✿❇❘❍❑s❘◆❙s⑦❍❖✾✜❋■➏✰◆➞❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏▼✼✿▲⑤❇❘◆▼④✿❍❖✇✽◆✟◆➒➑➓❏▼◆▼P➓❋ ☞⑤➏❁◆▼✾ ❋■➏❁◆ ☞❥✼✿▲❑▲⑤❍❖s➄✼✿✾
❍❖❀✰◆➈✼✿▲❧❏❙❆✖✾❁❀❁✺❁❏q❋■❆✖❇❙➇➩✼✿✾❁❀➎❆✿➀✹✼➯P❁✺❁❇❈◆▼▲❑➜➐✸✻✺✷✼❷✾✻❋❘✺❁✇✂❏▼❆✿✾✻❋❘❇❘❍❑①❁✺✰❋■❍❑❆✖✾
fqu,ω(x, x
′; εW )/y3
➇ ☞⑤➏❁❍❑❏❽➏✭◆➒➑➓❍❖s❈❋❘s✵➀➂❆✖❇
✼✿✾⑩➜✒③❷✼✿▲❑✺❁◆➋❆✿➀
εW
➇
fqu(x, x
′; εW) = fqu,elect(x, x′; εW ) + fqu,ω(x, x′; εW )
➝➌➠✑✏➁✯
✁
➥
☞⑤❍❑❋❘➏
fqu,elect(x, x
′; εW =∞) = 0. ➝➂➠✑✏②✯✦✕✖➥
✟✹➏❁❍❖❇❈❀✣➇♠❋■➏❁◆✉✇➄❆❉❀❁◆❙▲❉P✰❇❘❆❢③❉❍❖❀❁◆❙s❳✼rP✰❍❖❏❙❋❘✺❁❇❘◆✉❆✿➀❁❋❘➏❁◆❃P✰❇❘❆✿➉✷▲❑◆❃✼❷✇➄P❁▲❑❍❑❋❘✺❁❀❁◆
fqu(x, x
′; εW )
➀➂❆✖❇✙❋■➏❁◆✈◆q➑➓P✝◆▼❏❙❋❘◆▼❀
1/y3
❋■✼✿❍❖▲✷❆❷➀✣❋■➏❁◆ ✗r❇❈s❘◆▼▲❑▲✝➀➂✺✰✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾➄❍❖✾➃❋■➏❁◆⑨➀➂✺❁▲❖▲➅➜➃✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■✺❁✇ P❁❇❈❆✖①❁▲❖◆❙✇✫✯✻➠✴✾❁❀✰◆▼◆▼❀❼➇➓❋■➏✰◆❊④✖◆❙✾❁◆▼❇❘✼✿▲❹◆➒➑➓P❁❇❘◆❙s❘s❘❍❑❆✖✾
❆✿➀✝❋■➏❁◆
f(x1, x2, εW )/y
3 ❋■✼✿❍❖▲➓❍❖✾❿❋■➏✰◆⑨✇✽❆❉❀❁◆▼▲❁❏▼✼✿✾✽①❹◆⑤✇➄✼✿❀❁◆✹◆q➑➓P❁▲❑❍❖❏❙❍❑❋❧❍❑✾➄✼➋❇❈◆▼④✖❍❑✇➄◆ ☞⑤➏✰◆▼❇❘◆⑤❋■➏✰◆❊❄❃❆✿✺❁▲❖❆✖✇➁①
❏▼❆✿✺❁P❁▲❖❍❑✾❁④❿❍❖s ☞✈◆➈✼ ✫➯✼❷✾❁❀✟❋❘➏❁◆❾✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺❁✇✪❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆❙s❊✼❷❇❘◆❾s❘▲❑❍❖④✖➏⑩❋■▲➅➜✒❀❁◆❙▲❖❆❉❏➈✼✿▲❑❍☞☎❙◆▼❀✣✯➓➠✴✾✟❋❘➏❁❍❖s⑤❀❁❆✖✺✰①❁▲❖◆➋▲❑❍❖✇✽❍❑❋➈➇✻❋■➏✰◆
◆▼▲❑◆▼❏q❋■❇❘❆✿s❈❋❽✼❚❋■❍❖❏✟❏▼❆✿✾✻❋❘❇❘❍❑①❁✺✰❋■❍❑❆✖✾
felect(x1, x2; εW )
❍❑✾➼❋❘➏❁◆➞✇✽❆❉❀❁◆▼▲⑨✼✿P❁P✝◆➈✼❷❇❘s➄✼✿s➄❋❘➏❁◆✫s❈✺❁✇ ❆✿➀❾✼✭❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❑❏➈✼✿▲
❏▼❆✿✾✻❋❘❇❘❍❑①❁✺✰❋■❍❑❆✖✾➛P❁▲❑✺❁s→✼
 
❀❁❍➅❸❼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾ ✁➁❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼❏q❋■❍❖❆✿✾➎❀✰✺❁◆❿❋■❆➯✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺❁✇✂❀➓➜➓✾❁✼✿✇➄❍❑❏▼s❙✯ ✧r◆▼❇❈◆➈✼❷➀❡❋❘◆▼❇❙➇✣❋■➏❁◆❿❋■◆❙❇❘✇
❀❁❍➅❸❼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾ ☞⑤❍❖▲❑▲✣❇❘◆q➀➂◆▼❇✹❋■❆➄◆❙❸❹◆▼❏q❋■s ☞⑤➏❁❍❖❏❽➏➞✼✿❇❘◆→❆✖✾❁▲➅➜✒❏▼❆✿❇❘❇❘◆❙❏❙❋❘❍❖❆✖✾❁s⑤❋■❆➃❋■➏✰◆✵❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❖❏▼✼✿▲✙①✝◆▼➏✷✼➈③❉❍❖❆✖❇⑨✼✿✾✰❀➞✼✿❇❈❍❖s❈◆
➀➂❇❘❆✿✇ ❋■➏❁◆ ☞❃✼❢③✿◆➁✾✷✼❚❋■✺❁❇❈◆✵❆✿➀❴✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺❁✇✪❀➓➜➓✾❁✼✿✇➄❍❑❏▼s❙✯ ✄ ◆→❍❖✾✰➀➂◆❙❇✹❋■➏✷✼❷❋⑨s❈❍❖✇✽❍❖▲➧✼❷❇❘▲❑➜✽❍❑✾➯❋❘➏❁◆→✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■✺❁✇ ✇➄✼✿✾⑩➜✻✱
①✝❆➓❀✰➜✫P❁❇❈❆✖①❁▲❖◆❙✇
fqu,elect(x, x
′; εW )
❀❁◆▼❏❙❇❘◆➈✼❷s❘◆▼s✵✼❷❋➋▲❑◆➈✼✿s●❋↔➀➌✼✿s●❋■◆▼❇↔❋❘➏✷✼✿✾➐✼✿✾⑩➜➞❍❖✾⑩③✖◆❙❇❘s❘◆➃P✝❆ ☞❃◆❙❇●✱✴▲❖✼ ☞✏❆❢③✖◆❙❇❾✼
❀❁❍❑s❈❋❽✼❷✾❁❏▼◆
ξ
➀➂❇❈❆✖✇ ❋❘➏❁◆ ☞❃✼✿▲❖▲➨➇ ☞⑤➏❁◆❙❇❘◆✹❋■➏❁◆⑤➫r◆▼①⑩➜✖◆⑨▲❖◆❙✾❁④✿❋■➏
ξ
❆✿➀❅❋■➏❁◆⑤✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺✰✇✥P❁▲➧✼❷s❘✇➄✼❊❍❖s❴❋❘➏❁◆⑤▲❖◆❙✾❁④✿❋■➏❿s❈❏➈✼✿▲❑◆
➀➂❆✖❇✹❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❖❏▼✼✿▲❭❄❃❆✖✺✰▲❖❆✖✇②①➆s❈❏▼❇❈◆▼◆▼✾✰❍❖✾❁④❁➇
ξ ≡ 1√
4πβ
∑
γ ργe
2
γ
.
➝➌➠✑✏➁✯
➚
➥
➝➌➠✴✾✒➝➌➠✑✏➁✯
➚
➥
eγ
➝
ργ
➥✙❍❖s✣❋■➏✰◆✈❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆❊➝➌❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋✴➜✰➥❭❆✿➀✰✇➄❆❢③❉❍❖✾✰④⑨s❈P❹◆❙❏▼❍❑◆▼s
γ
➥➒✯❚➭↔✾→❋❘➏❁◆✈❏❙❆✖✾⑩❋■❇❘✼✿❇❈➜✿➇♠➀➂❇❈❆✖✇ ❋❘➏❁◆✈s●❋■✺❁❀➓➜
❆✿➀✉❋■➏❁◆❿P✰❇❘❆✿➉✷▲❑◆
fω(x1, x2; εW )
❍❑✾➲❋■➏❁◆➃✇✽❆➓❀❁◆❙▲➍➇ ☞❃◆➃◆➒➑✰P✝◆▼❏q❋✵❋❘➏✷✼❷❋↔❋❘➏❁◆➃P❁✺❁❇❈◆▼▲❑➜➞✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺❁✇ ❏▼❆✖✾⑩❋■❇❈❍❖①❁✺➓❋■❍❖❆✿✾
fqu,ω(x, x
′; εW )
❍❖s❃❏❙❆✖✾❁❏❙◆▼✾⑩❋■❇❘✼❷❋■◆❙❀➆❆♠③✿◆▼❇✹✼✵❀❁◆▼✾❁s❈❍❑❋✴➜⑩✱✴❍❑✾❁❀❁◆❙P❹◆❙✾❁❀❁◆▼✾⑩❋⑤s❈❏➈✼✿▲❑◆
λ
➀➂❇❘❆✖✇ ❋❘➏❁◆ ☞❃✼✿▲❖▲➨➇
λ
①✝◆▼❍❑✾❁④➁❋■➏✰◆
❆✖❇❈❀❁◆▼❇⑤❆✿➀❩✇⑦✼❷④✖✾❁❍❑❋❘✺❁❀❁◆↔❆❷➀❩❋❘➏❁◆➋❋■➏❁◆❙❇❘✇➄✼✿▲✣❀❁◆✄✂❃❇❈❆✖④✖▲❖❍❑◆ ☞❃✼❢③✿◆▼▲❑◆▼✾❁④✿❋❘➏❁s
λγ
➇
λγ ≡
√
β~2/mγ
➝➌➠✑✏➁✯✲✱✖➥
➠✴✾✬➝➂➠✑✏②✯✺✱⑩➥
~
❍❑s✹❋■➏❁◆✵➦❧▲➧✼✿✾❁❏✬✫➆❏❙❆✖✾❁s●❋❽✼✿✾⑩❋➋✼❷✾❁❀
mγ
❍❖s✹❋■➏❁◆→✇➄✼✿s❘s⑤❆✿➀❴s❘P✝◆▼❏▼❍❑◆▼s
γ
✯ ✟✹➏❁◆   ◆▼▲❑◆▼❏❙❋❘❇❘❆✖s●❋❽✼❷❋❘❍❖❏✓✁➋P✷✼✿❇●❋
❆✿➀❺❋■➏✰◆✽◆q❸❼◆❙❏❙❋❘❍❑③✖◆
1/y3
❍❑✾✻❋❘◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾➲①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆❙✾ s❈P❹◆❙❏▼❍❖◆❙s
γ
✼✿✾✰❀
γ′
P✝◆▼❇➋✺❁✾❁❍➅❋❾✼✿❇❈◆➈✼➆❍❖s↔◆❙✸✻✺✷✼✿▲❳❋■❆
(−1/β)
❋■❍❑✇➄◆❙s
∫∞
0
dx
∫∞
0
dx′ργ(x)ργ′(x′)fqu,elect(x, x′; εW)/y3
✯ ✟✹➏❁◆⑨❆✖❇❈❀❁◆▼❇❺❆✿➀❼✇⑦✼✿④✿✾❁❍❑❋❘✺❁❀❁◆❥❆✿➀❼❍❑❋❘s❧❏▼❆❉◆  ✽❏▼❍❑◆▼✾⑩❋
❍❖s❧◆❙✸✻✺✷✼✿▲❁❋■❆❾❍➅❋■s❧❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏▼✼✿▲✰③❷✼✿▲❖✺✰◆
1/(β2eγeγ′)
☞⑤➏❁◆❙✾
εW
❍❑s❳➉✷✾❁❍➅❋■◆✿✯⑩➭➋✾❿❋❘➏❁◆⑤❆✿❋■➏❁◆❙❇❺➏✷✼✿✾❁❀✣➇
fqu,ω(x, x
′; εW )
s❈❋■✼✿❇❈❋❘s❿✼❷❋➁❆✖❇❘❀❁◆❙❇
λ2 ∝ ~2 ➇❩①✝◆▼❏▼✼✿✺❁s❈◆ λ ❍❖s→❋■➏❁◆✒✼✿✇➄P✰▲❖❍❑❋❘✺❁❀❁◆✽❆✿➀✹❋■➏✰◆✒✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺❁✇✘P❹❆✿s❘❍❑❋❘❍❖❆✖✾➎t✷✺❁❏q❋■✺✷✼❷❋❘❍❖❆✖✾✰s
❏▼❆✿✾✰➉✷✾❁◆❙❀❿①✻➜→❋■➏✰◆ ☞❥✼❷▲❖▲➓✼✿✾❁❀ ☞⑤➏❁❍❑❏❽➏②④✖◆❙✾❁◆▼❇❘✼❷❋■◆❙s
fqu,ω(x, x
′; εW )
✯ ✟✹➏❁◆✹✼✿✇✽P❁▲❑❍❑❋■✺✰❀❁◆❺❆✿➀✷❋■➏❁◆✈❏▼❆✖❇❈❇❘◆❙s❘P✝❆✖✾❁❀❁❍❑✾❁④
P✷✼✿❇●❋❳❍❑✾➁❋■➏❁◆
1/y3
◆❙❸❹◆▼❏q❋■❍❑③✿◆✹❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❑❆✖✾➁①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆❙✾➄s❈✺❁❇❈➀➌✼✿❏❙◆❥❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆▼s⑨➝➌✼❷➀❡❋■◆❙❇❴❍❑✾✻❋❘◆▼④✖❇❘✼❷❋■❍❑❆✖✾➁❆❢③✿◆▼❇
x
✼✿✾❁❀
x′
➥
❍❖s❃◆q➑➓P❹◆❙❏❙❋❘◆▼❀➯❋■❆❿①✝◆➋❆✿➀➩❆✖❇❘❀❁◆❙❇
[1/(β2eγeγ′)]× (λ/ξ)4 ➇✰①✝◆▼❏▼✼✿✺❁s❘◆ fqu,ω ❍❖s❃▲❖❆❉❏➈✼✿▲❑❍☞☎▼◆❙❀⑦❍❑✾❁s❘❍❑❀❁◆❊❋■➏✰◆↔P❁▲➧✼❷s❘✇➄✼
❆❢③✖◆❙❇❊✼ ☞⑤❍❖❀➓❋■➏➯❆✿➀❩❆✖❇❘❀❁◆❙❇
λ
✯
✄ ◆❾✾❁❆❷❋■❍❖❏❙◆↔❋■➏✷✼❚❋
fqu,ω(x, x
′; εW )/y3
✇⑦✼➈➜✒①✝◆❾❍❖✾⑩❋■◆❙❇❘P❁❇❈◆❙❋❘◆▼❀✫✼✿s −β ❋■❍❑✇➄◆❙s⑤✼➃❇❈◆▼P❁✺✰▲❖s❘❍➅③✖◆❾P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍➧✼✿▲➨✯
✟✹➏❁◆❿P✷✼✿P✝◆▼❇❊❍❖s❊❆✿❇❘④⑩✼✿✾✰❍☞☎▼◆❙❀➛✼✿s❊➀➂❆✿▲❖▲❖❆ ☞⑤s❙✯ ✟✹➏✰◆②➀➂❆✖❇❘✇➄✼✿▲❭❇❘◆❙s❘❆✖▲❑✺✰❋■❍❑❆✖✾➲P❁❇❈◆▼s❘◆❙✾⑩❋■◆▼❀➎❍❖✾ ✁➓◆▼❏q❋■❍❖❆✿✾➐➡⑦❍❖s⑨③✿✼❷▲❖❍❖❀
➀➂❆✖❇❃③❷✼✿❇❈❍❖❆✖✺✰s❥s❘❍➅❋■✺✷✼❷❋❘❍❖❆✖✾✰s❾➝➌❍❑✾✒❋■➏❁◆❾①❁✺❁▲ ✫❅➇❁❆✖❇❥✾❁◆▼✼✿❇⑤✼❿①❹❆✿✺❁✾❁❀✷✼✿❇●➜✖➇❁❆✿❇✁  ☞⑤❍❑❋■➏✟✼②s❈▲❖❍❖④✿➏✻❋✹✼✿▲❑❋❘◆▼❇■✼❚❋■❍❖❆✿✾  ➄❍❖✾➆❋■➏✰◆
P❁❇❈◆▼s❘◆❙✾❁❏▼◆❊❆✿➀✙✼→✺❁✾❁❍❑➀➂❆✿❇❘✇✥✇➄✼✿④✖✾❁◆q❋■❍❑❏⑤➉❁◆▼▲❖❀ ✄♣❄❃❆✖❇ ✱ ✕❷✼ ✆❡➥➒✯ ✟✹➏❁◆❊❀❁◆q❋❽✼✿❍❑▲❖s❺✼✿❇❈◆r❇❈◆▼❏▼✼✿▲❖▲❑◆▼❀✽❍❖✾✽❆✖❇❘❀❁◆❙❇✉❋❘❆➁❍❑✾✻❋❘❇❘❆❉❀❁✺❁❏❙◆
❋■➏✰◆➁✾❁❆✿❋■✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s❙✯✝➠✴✾ ✁➓◆▼❏q❋■❍❖❆✿✾➲➸✒✼✿✾✫◆q➑➓P❁▲❑❍❖❏▼❍➅❋r➀➂❆✿❇❘✇②✺❁▲❖✼②➀➂❆✖❇⑨❋❘➏❁◆➁◆❙▲❖◆❙❏❙❋■❇❈❆✖s❈❋■✼❷❋■❍❑❏✵❍❑✾⑩❋■◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾✫①❹◆q❋✓☞❃◆❙◆▼✾➛❋■➏✰◆
❇■✼❷✾❁❀❁❆✖✇ P✷✼❷❋■➏✰s✹❍❖✾⑩❋■❇❈❆➓❀❁✺✰❏▼◆▼❀➯①⑩➜⑦❋❘➏❁◆❾❂✷◆❙➜❉✾❁✇➄✼✿✾➓✱  →✼❷❏↔❇❘◆❙P❁❇❘◆❙s❘◆▼✾⑩❋■✼❷❋■❍❑❆✖✾✫❍❑s❥④✖❍➅③✖◆▼✾➯❍❑✾⑦❋■➏❁◆✣☞✈◆➈✼ ✫✖✱ ❏▼❆✖✺❁P✰▲❖❍❖✾✰④
❇❘◆❙④✖❍❖✇✽◆✿✯ ✟✹➏❁◆→▲➧✼❷❋❈❋■◆▼❇❃❍❖s✹❇❘◆▼✼✿❏❽➏❁◆❙❀ ☞⑤➏❁◆❙✾
 a≪ ξB, ➝➌➠✑✏➁✯❑➵❢➤✖➥
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
a
❍❖s➋❋■➏❁◆✽✇✽◆➈✼✿✾➎❀❁❍❖s●❋❽✼✿✾✰❏▼◆✽①❹◆q❋✓☞❃◆❙◆▼✾➽P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼▲❑◆▼s❾❍❖✾➐❋■➏❁◆✽❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏▼✼✿▲❧P❁▲➧✼❷s❘✇➄✼✟✼❷✾❁❀ ①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆❙✾ ❋■➏❁❆✿s❘◆
✼✿✾❁❀➯❋■➏✰◆→◆➒➑❉❋■◆▼❇❈✾✷✼✿▲✙❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆❙s ☞⑤➏❁❍❑▲❖◆
ξB
❍❖s❥❋❘➏❁◆→➫❊◆▼①⑩➜✖◆✵▲❖◆❙✾❁④✿❋■➏➯❆✿➀➩❋■➏✰◆→❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❑❏➈✼✿▲✣①❁✼❷❋■➏
ξB ≡ 1√
4πβ
∑
j ρjQ
2
j
.
➝➌➠✑✏➁✯❑➵✖➵❢➥
➝➌➠✴✾➼➝➂➠✑✏②✯➅➵✖➵♠➥⑨❋❘➏❁◆②s❈✺❁✇ ❇❈✺❁✾❁s➋❆❢③✖◆❙❇↔❋■➏❁◆②s❈P❹◆❙❏▼❍❑◆▼s➋❆✿➀✉✇✽❆♠③❉❍❑✾❁④⑦P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼▲❑◆▼s↔❍❑✾➞❋■➏❁◆➁❏▼▲➧✼❷s❘s❘❍❑❏➈✼✿▲➩①✷✼❷❋❘➏✣➇✣◆▼✼✿❏❽➏➛❆✿➀
☞⑤➏❁❍❑❏❽➏✬➏✷✼✿s➃✼➞❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋✴➜
ρj
✼✿✾❁❀✬✼➲❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆
Qj
✯ ➥ ✓✟❆✖❇❘◆❙❆♠③✿◆▼❇✟➝✙✁➓◆▼❏q❋■❍❖❆✿✾✬➺❁✯❑➵❢➥q➇❭❋■➏❁◆➆P✷✼❚❋■➏✬❍❖✾⑩❋❘◆▼④✖❇❘✼✿▲❖s→✇⑦✼➈➜
①✝◆➄P✝◆▼❇●➀➂❆✖❇❘✇✽◆▼❀➐◆q➑➓P❁▲❑❍❖❏❙❍❑❋■▲➅➜➲❍❑✾➎❋❘➏❁◆➃▲❖❆ ☞❥✱✴❀❁◆❙▲❖❆❉❏➈✼✿▲❑❍☞☎▼✼❷❋■❍❑❆✖✾➞▲❑❍❖✇✽❍❑❋➈✯ ✟✹➏❁◆➄▲➧✼❷❋❈❋■◆▼❇➋❍❑s❾❀❁◆❙➉✷✾✰◆▼❀✬✼✿s➋❋❘➏❁◆➄❇❈◆▼④✖❍❑✇➄◆
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆➋❋■➏❁◆↔✼❢③✿◆▼❇❘✼✿④✖◆▼❀✟◆q➑❉❋❘◆▼✾⑩❋
λi
❆❷➀❩P✝❆✖s❈❍❑❋■❍❑❆✖✾⑦t✷✺✰❏❙❋■✺❁✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s❃➀➂❆✖❇❃◆➈✼✿❏❽➏➯✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺✰✇ P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙▲❖◆r❍❖s❥✾❁◆❙④✖▲❖❍❑④✖❍❖①✰▲❖◆
❏▼❆✿✇➄P✷✼❷❇❘◆▼❀ ☞⑤❍➅❋■➏➆❋■➏❁◆❾s❈❏▼❇❘◆❙◆▼✾❁❍❑✾❁④⑦▲❑◆▼✾❁④❷❋■➏➯❆✿➀➩❋■➏❁◆❾❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏▼✼✿▲✣P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼✰➇
λi ≪ ξB ➝➌➠✑✏➁✯❑➵♠➡✿➥
✄✭◆②④✖◆❙❋❊❋■➏❁◆②◆➒➑✰✼✿❏❙❋↔③❷✼✿▲❑✺❁◆②❆✿➀
fω(x1, x2; εW = ∞) ❍❖✾➞❋❘➏❁◆②❀❁❆✿✺❁①❁▲❖◆✵▲❖❍❑✇➄❍➅❋✵➝➌➠✑✏②✯➅➵❢➤⑩➥r✼✿✾❁❀✜➝➂➠✑✏②✯➅➵♠➡✖➥q✯ ✟✹➏❁◆
▲❖◆▼✼✿❀❁❍❑✾❁④✵❋❘◆▼❇❘✇ ❍❖s✈❆✿➀❭❆✖❇❈❀❁◆▼❇
~2
✯☎✄↕➏❁◆❙✾
εW
❍❖s❃➉✷✾✰❍❑❋■◆❷➇❉❋❘➏❁◆↔◆❙▲❖◆▼❏q❋■❇❈❆✖s❈❋■✼❷❋■❍❑❏❊❏▼❆✿✾✻❋❘❇❘❍❑①❁✺✰❋■❍❑❆✖✾
felect(x1, x2; εW )
❏➈✼❷✾➛①❹◆②❏▼✼✿▲❖❏❙✺❁▲➧✼❚❋■◆▼❀➞✺❁P➛❋■❆✒❆✖❇❈❀❁◆▼❇
~
2 ❍❖✾➲❋❘➏❁◆②✇✽❆✖❇❘◆✵❇❘◆▼s●❋■❇❈❍❖❏❙❋❘◆▼❀➛❇❈◆▼④✖❍❑✇➄◆ a ≪ λi ≪ ξB ➝✙✁➓◆▼❏q❋■❍❑❆✖✾➲➺❁✯➢➡✖➥q✯
✟✹➏✻✺❁s➩✼✹✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■❍❑❋■✼❷❋■❍➅③✖◆❧❏❙❆✖✇➄P❁✼✿❇❘❍❑s❘❆✖✾↔①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆❙✾✵❋❘➏❁◆
1/y3
❋❽✼✿❍❑▲❖s❹➀➂❇❈❆✖✇↕③✿✼❷❇❘❍❖❆✿✺❁s✙❆✖❇❘❍❑④✖❍❖✾✰s❼❍❖s✣✼✿▲❖▲❑❆ ☞✈◆▼❀✽➝✙✁➓◆▼❏q❋■❍❑❆✖✾
➺❁✯♣➸⑩➥q✯✂✁❉◆▼❏❙❋❘❍❖❆✖✾ ✴②❍❖s⑤❀❁◆q③✖❆✿❋❘◆▼❀➞❋❘❆➄✼❷✾➞✼❷❋❈❋■◆❙✇➄P✰❋⑤➀➂❆✖❇❥❋❘➏❁◆→❀❁◆▼s❈❏▼❇❘❍❑P✰❋■❍❑❆✖✾➯❆✿➀❴❋❘➏❁◆❾❏▼❆✖❇❈❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾➯❍❖✾✟✼➃✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺❁✇
➭❾❄❥➦✧❍❖✾➐❋■➏❁◆✽③➓❍❑❏▼❍❑✾❁❍❑❋✴➜➛❆❷➀⑤✼✿✾ ❍❑❀❁◆➈✼❷▲❖▲❑➜➞❏▼❆✖✾✰❀❁✺❁❏❙❋❘❍❖✾❁④ ☞❥✼✿▲❑▲➍✯✙➠✴✾➎❋■➏❁❍❑s✵❏▼✼✿s❘◆⑦✼✫P❁➏❁◆❙✾❁❆✖✇✽◆▼✾❁❆✿▲❖❆✖④✖❍❑❏➈✼✿▲❧✇✽❆❉❀❁◆▼▲
➀➂❆✖❇✹❋■➏✰◆→➀➂✺❁▲❑▲❑➜⑦✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■✺❁✇ s❈➜❉s●❋■◆▼✇ ❍❑✾✟❋❘➏❁◆✵▲❑❆ ☞❥✱✴❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋✴➜➯❇❘◆▼④✿❍❖✇✽◆➋❍❖s⑤❍❖✾⑩❋■❇❈❆➓❀✰✺❁❏▼◆❙❀✫➀➂❇❘❆✿✇ ❋■➏❁◆→❇❘◆❙s❘✺❁▲➅❋⑨❆✿➀❳❋■➏✰◆
s❘❆✿▲❑③❷✼✿①❁▲❑◆❊✇✽❆➓❀❁◆❙▲➍✯ ✟✹➏❁◆➋▲❑❆ ☞❥✱ ❀❁◆▼✾✰s❘❍❑❋✴➜⑦❇❘◆❙④✖❍❖✇✽◆r❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼s❈P❹❆✖✾✰❀❁s✹❋■❆➃✼➁▲❑❆ ☞❥✱ ❀❁◆▼④✿◆▼✾❁◆❙❇■✼✿❏q➜➆✼✿✾❁❀ ☞✈◆➈✼ ✫✖✱ ❏▼❆✖✺❁P✰▲❖❍❖✾✰④
▲❖❍❑✇➄❍➅❋➈➇
λ≪ a≪ ξ. ➝➂➠✑✏②✯➅➵❢➸⑩➥
✟✹➏❁◆
1/y3
❋❽✼✿❍❑▲➩➀➂❆✿❇⑨❋❘➏❁◆②P❁➏❁◆❙✾❁❆✖✇✽◆▼✾❁❆✿▲❖❆✖④✖❍❑❏➈✼✿▲✙✸✻✺✷✼❷✾✻❋❘✺❁✇ ❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾ ☞⑤➏✰◆▼✾
εW = ∞ ①✝◆▼❏▼❆✿✇➄◆❙s❊▲➧✼❷❇❘④✖◆❙❇
❋■➏❁✼✿✾✒❋■➏❁◆❊◆q➑➓P❹❆✿✾❁◆▼✾⑩❋■❍❖✼✿▲❖▲➅➜⑩✱✴❀❁◆❙❏➈✼➈➜❉❍❖✾❁④✵❏▼▲➧✼❷s❘s❘❍❑❏➈✼✿▲❅❋■◆❙❇❘✇ ❆✖✾❁▲➅➜⑦✼❚❋✹❀❁❍❖s●❋❽✼✿✾✰❏▼◆▼s❃❆✿➀❭❆✖❇❘❀✰◆▼❇❃❋❘◆▼✾
ξ
✯❉✶❊s❥✼②❏▼❆✖✾❁❏❙▲❖✺➓✱
s❘❍❑❆✖✾✬➝✙✁➓◆▼❏q❋■❍❑❆✖✾
✁
➥➒➇✷❋■➏❁◆→①❹◆❙➏✷✼➈③❉❍❖❆✖❇⑨❆✿➀❧s●❋❽✼❷❋❘❍❖❏→P❹❆✖s❈❍❑❋❘❍❖❆✖✾➯❏▼❆✿❇❘❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾✰s⑨✇➄✼➈➜➯①❹◆→❍❖✾⑩❋❘◆▼❇❘P✰❇❘◆❙❋❘◆▼❀➲❍❑✾✟❋❘◆▼❇❈✇➄s⑨❆✿➀
◆❙❸❹◆▼❏q❋■❍➅③✖◆✽❀❁❍❖P✝❆✖▲❖◆➒✱✴❀❁❍❑P❹❆✿▲❖◆→❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❖❆✿✾❁s➋①❹◆q❋✓☞❃◆❙◆▼✾ ❋❘➏❁◆✽④✖▲❖❆✖①❁✼✿▲❴◆❙✾✻❋❘❍❑❋❘❍❖◆▼s❾✇➄✼✿❀❁◆❿①⑩➜➎✼✿✾⑩➜➐❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆✽✼✿✾❁❀✭❍❑❋■s
t✷✺❁❏q❋■✺✷✼❚❋■❍❖✾✰④✽P✝❆✖▲❖✼✿❇❘❍ ☎➈✼❷❋❘❍❖❆✖✾➄❏▼▲❖❆✿✺❁❀✣✯
✟✼✻ ☎     ✝ ✑☎✄✳✑☞✑ ✑ ✟ ✏✳✎ ☛ ✠☞☛ ✑✏✎
✄✔✽ ✔✁  ✔✗✖ ✆ ✢ ✂ ✛ ★ ✮✧★✩✬✰✛☎✄
✄ ◆✽❏▼❆✿✾❁s❘❍❑❀❁◆▼❇➋❋✓☞✈❆➞✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺✰✇ P✝❆✖❍❑✾✻❋❾❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆❙s✵❆❷➀❥s❘P✝◆▼❏❙❍❖◆❙s
αi
❏❽➏❁✼✿❇■✼✿❏q❋■◆❙❇❘❍☞☎❙◆▼❀✭①✻➜➛❋❘➏❁◆▼❍❑❇➋❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆▼s
ei
✼✿✾❁❀➄❋■➏❁◆❙❍❖❇✉✇⑦✼✿s❈s❘◆❙s
mi
✼❷✾❁❀ ☞⑤➏❁❍❑❏❽➏➆✼✿❇❘◆⑨◆▼✇➁①❹◆❙❀❁❀❁◆▼❀➆❍❑✾✒✼→❏▼▲➧✼❷s❘s❘❍❑❏➈✼✿▲❅P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼✰✯ ✟✹➏❁◆❊▲➧✼❷❋❈❋■◆▼❇❺✇➄✼➈➜➄①✝◆⑨✇⑦✼✿❀✰◆
❆✿➀❹s❘◆q③✖◆▼❇❘✼✿▲❅s❘P✝◆▼❏❙❍❖◆▼s✉❆✿➀❹P❹❆✿❍❖✾⑩❋❺❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆▼s✉✼✿✾❁❀➄✼➋P❹❆✿s❘s❘❍❑①❁▲❖◆✹✺✰✾❁❍❑➀➂❆✖❇❈✇✏❇❈❍❖④✖❍❑❀❿◆▼▲❖◆❙❏❙❋❘❇❘❆✖s●❋❽✼❷❋❘❍❖❏❥①✷✼❷❏✬✫❉④✿❇❘❆✖✺❁✾✰❀✣✯ ✟✹➏❁◆
✇➄✼✿s❘s❈◆▼s⑨❆✿➀❳❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❖❏▼✼✿▲✙P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼▲❖◆❙s⑤❀❁❆➄✾✰❆✿❋↔✼❷P❁P❹◆▼✼✿❇⑤❍❖✾➯❋■➏❁◆→s❈❋■✼❷❋■❍❑❏❾◆▼✸✻✺❁❍❖▲❑❍❖①❁❇❈❍❖✺❁✇ ✼➈③✖◆❙❇■✼✿④✖◆❙s▼✯ ✟✹➏❁◆▼❍❑❇r❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆❙s
✼✿❇❈◆➞❆✿➀➋❋❘➏❁◆➞s❘✼✿✇➄◆✫❆✖❇❘❀✰◆▼❇⑦❆❷➀❾✇⑦✼✿④✿✾❁❍❑❋❘✺❁❀❁◆✟✼✿s⑦❋❘➏❁❆✖s❘◆✫❆✿➀➋❋■➏✰◆✫❋✓☞✈❆✬✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■✺❁✇ P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙▲❖◆❙s▼✯✉✶ ☞❃✼✿▲❖▲ ☞⑤❍❑❋❘➏
❀❁❍❑◆▼▲❖◆❙❏❙❋❘❇❘❍❖❏➆❏❙❆✖✾❁s●❋❽✼✿✾⑩❋
εW
❏▼❆✿✾✰➉✷✾❁◆❙s✒✼✿▲❑▲❥P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙▲❖◆❙s②❋■❆➐❋■➏❁◆➯s❘◆❙✇➄❍ ✱✴❍❑✾✰➉✷✾❁❍➅❋■◆⑦❋❘➏❁❇❘◆❙◆q✱✴❀✰❍❖✇✽◆▼✾❁s❈❍❖❆✖✾✷✼❷▲❥❀❁❆✖✇➄✼✿❍❖✾
x > 0
✯
✟✹➏❁◆✽❄❃❆✖✺❁▲❑❆✖✇②①✫P❹❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❖✼✿▲
vCW
①❹◆q❋✓☞❃◆❙◆▼✾➛❋✓☞❃❆➆❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆❙s➋❍❖✾➞❋❘➏❁◆➁③❉❍❖❏❙❍❖✾❁❍➅❋✴➜➯❆✿➀❧❋■➏✰◆ ☞❥✼❷▲❖▲➩❍❖sr❋❘➏❁◆②s❈❆✖▲❖✺➓✱
❋■❍❑❆✖✾✒❆✿➀✙❋❘➏❁◆❾➦❩❆✿❍❖s❘s❈❆✖✾➆◆▼✸✻✺✷✼❚❋■❍❖❆✿✾➐➝➌➠✑✏➁✯❑➵♠➥ ☞⑤❍❑❋■➏✒❋❘➏❁◆❊➀➂❆✖▲❑▲❖❆ ☞⑤❍❖✾✰④✵①✝❆✖✺❁✾❁❀❁✼✿❇❈➜⑦❏▼❆✖✾❁❀✰❍❑❋■❍❑❆✖✾❁s❙✯➓➠✴✾➯✼✿▲❑▲❹❏▼✼✿s❘◆❙s
vCW
③❷✼✿✾❁❍❑s❘➏❁◆❙s ☞⑤➏❁◆❙✾
x
④✖❆➓◆❙s⑨❋❘❆ ±∞ ☞⑤➏❁❍❖▲❑◆ vCW ✼✿✾❁❀➯❋■➏✰◆✵✾❁❆✿❇❘✇➄✼✿▲✣❏▼❆✿✇➄P✝❆✖✾❁◆❙✾✻❋⑨❆✿➀❩❋■➏❁◆❾◆❙▲❖◆▼❏q❋■❇❈❍❖❏❾❀❁❍❖s❈P❁▲➧✼❷❏▼◆q✱
✇✽◆▼✾⑩❋
ε∇vCW
✼❷❇❘◆➃❏▼❆✖✾⑩❋❘❍❖✾✻✺❁❆✖✺❁s❾✼❷❏▼❇❘❆✿s❘s➋❋■➏❁◆➃①✝❆✖✺❁✾❁❀❁✼✿❇❈➜➞P❁▲➧✼✿✾✰◆
x = 0
✯❺➝ ✄↕➏❁◆❙✾
εW = ∞ ➇❹❋❘➏❁◆➃▲➧✼❷❋❈❋■◆❙❇
❏▼❆✿✾❁❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾⑦✇➄◆▼✼✿✾❁s❥❋■➏❁✼❷❋
vCW
③❷✼✿✾❁❍❖s❈➏❁◆▼s✹❍❑✾❁s❘❍❑❀❁◆↔❋■➏✰◆➋❍❖❀❁◆▼✼✿▲❖▲➅➜➃❏▼❆✖✾❁❀✰✺❁❏❙❋❘❍❑③✖◆✣☞❃✼✿▲❖▲➨✯ ➥ ✟✹➏❁◆➋s❘❆✖▲❑✺✰❋■❍❑❆✖✾✒✇➄✼➈➜✒①✝◆
☞⑤❇❘❍➅❋❘❋❘◆▼✾➯❍❖✾➯❆✖✾❁◆→✼✿✾✰❀✟❋❘➏❁◆❾s■✼✿✇✽◆↔➀➂❆✖❇❘✇✟➇➓➀➂❆✿❇⑤✼✿✾⑩➜✒③❷✼✿▲❖✺❁◆➋❆❷➀
εW
➝➌◆❙③✿◆▼✾✟➀➂❆✖❇
εW =∞ ➥q➇
vCW (r1, r2) =
1
|r1 − r2| +
1− εW
1 + εW
1
|r1 − r⋆2|
for x1 > 0
✼✿✾✰❀
x2 > 0.
➝➌➠✑✏➁✯❑➵▼➺✻➥
➠✴✾✌➝➌➠✑✏②✯➅➵➈➺✻➥
r⋆ = (−x, y, z) ❍❑s↔❋■➏✰◆❿❍❖✇➄✼✿④✖◆②❆✿➀ r = (x, y, z) ☞⑤❍➅❋■➏➐❇❘◆❙s❘P✝◆▼❏q❋→❋❘❆➆❋■➏❁◆➃P❁▲❖✼✿✾❁◆ x = 0 ✯✙➠✴✾
❋■➏✰◆↔❏➈✼✿s❈◆
εW = 1
➇
vCW (r1, r2)
❍❑s❥❇❘◆❙❀❁✺❁❏▼◆❙❀➆❋■❆❿❍❑❋❘s❃①❁✺✰▲ ✫➞➝➌❆✖❇✉③✿✼❷❏▼✺❁✺❁✇⑦➥✉③❷✼✿▲❑✺❁◆❿➝➂➠✑✏②✯➢➡✖➥q➊❉❋■➏❁◆ ☞❃✼✿▲❑▲❼➏✷✼✿s❃✾❁❆
◆▼▲❑◆▼❏q❋■❇❘❆✿s❈❋❽✼❚❋■❍❖❏rP❁❇❘❆✿P❹◆❙❇❈❋✴➜✖✯ ✁➓✺❁❏❽➏➯✼ ☞❃✼✿▲❑▲❹❍❑s❃❆✿➀❡❋❘◆▼✾➆❏➈✼❷▲❖▲❖◆❙❀✒✼
 
P❁▲❖✼✿❍❖✾ ✁⑤➏✷✼✿❇❈❀ ☞❥✼✿▲❑▲❹❍❑✾➄❋❘➏❁◆↔▲❖❍➅❋■◆❙❇■✼❷❋❘✺❁❇❘◆❷✯ ✄↕➏✰◆▼✾
εW 6= 1 ➇ vCW ✇➄✼➈➜✵①✝◆✹❍❖✾⑩❋❘◆▼❇❘P✰❇❘◆❙❋❘◆▼❀➃✼✿s❳❋❘➏❁◆❥s❈✺❁✇✏❆✿➀✝❍➅❋■s❴①✰✺❁▲ ✫❾③❷✼✿▲❖✺❁◆ vCbulk P❁▲❖✺❁s❩❋■➏❁◆❥❏❙❆✖✾⑩❋■❇❈❍❖①❁✺✰❋❘❍❖❆✖✾✵➀➂❇❘❆✖✇
✼✿✾   ❍❑✇⑦✼❷④✖◆ ✁■✯ ✟✹➏❁◆↔❍❑✇⑦✼✿④✿◆⑨❆❷➀❭✼✵✺❁✾✰❍❑❋✈❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆↔✼❷❋
r
❍❖s✈✼➁P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼▲❖◆⑤❏▼✼✿❇❘❇●➜➓❍❑✾❁④②✼→❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆
(1− εW )/(1+ εW)
✼✿✾❁❀✬▲❑❆➓❏▼✼❷❋■◆❙❀✜✼❷❋
r⋆
✯ ✟✹➏❁◆➆❍❖✇➄✼✿④✖◆➄❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆➆➏✷✼✿s➁❋❘➏❁◆➆s■✼✿✇✽◆✒◆q❸❼◆❙❏❙❋✽✼✿s➁❋❘➏❁◆➆❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆▼s ☞⑤➏✰❍❖❏❽➏➼✼✿P❁P✝◆➈✼✿❇➁①✻➜
❍❖✾➓t✷✺❁◆▼✾✰❏▼◆❾❍❖✾❁s❈❍❖❀❁◆↔❋❘➏❁◆✣☞❥✼❷▲❖▲✣❍❑✾➯❋❘➏❁◆❾P❁❇❘◆❙s❘◆❙✾❁❏▼◆✵❆✿➀❳✼❿❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆❾❆✖✺✰❋❘s❘❍❑❀❁◆➋❋■➏❁◆✣☞❃✼✿▲❖▲➨✯
➠✴✾✟❋❘➏❁◆→❏▼▲➧✼❷s❘s❘❍❑❏➈✼✿▲❼s❈➜❉s❈❋❘◆▼✇✟➇❹✼❿s❈➏❁❆✖❇❈❋●✱✴❇❘✼✿✾❁④✖◆❙❀✫❇❈◆▼P❁✺❁▲❑s❘❍➅③✖◆❾P❹❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍➧✼✿▲
vSR
✇②✺✰s❈❋⑨①❹◆❾❍❑✾✻❋❘❇❘❆❉❀❁✺❁❏❙◆▼❀✟❍❖✾➯❆✖❇●✱
❀❁◆❙❇❊❋■❆➆P❁❇❈◆❙③✿◆▼✾⑩❋❾❋■➏❁◆➁❋✓☞✈❆❷✱ ①❹❆❉❀✰➜✫❏▼❆✖▲❑▲➧✼✿P❁s❈◆➁①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆❙✾✭❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❖❏▼✼✿▲➩❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆▼s ☞⑤❍❑❋❘➏➛❆✖P❁P✝❆✖s❘❍➅❋■◆✵s❘❍❖④✿✾❁s▼✯ ✄⑥➠✴✾➛❋■➏✰◆
✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺✰✇ ❏▼✼✿s❘◆❾❋■➏✰◆✵❏❙❆✖▲❖▲❖✼✿P❁s❘◆❾❍❑sr✼➈③✿❆✖❍❖❀❁◆❙❀➞①⑩➜➆❋■➏✰◆✵✺❁✾✰❏▼◆▼❇●❋❽✼✿❍❑✾⑩❋✴➜✫P✰❇❘❍❖✾✰❏▼❍❖P✰▲❖◆✿✯ ✆ ✟✹➏❁◆✵❏▼❆✖▲❑▲➧✼✿P✰s❘❍❖✾✰④❿P✷✼✿❇❈❋❘❍❖❏❙▲❖◆▼s
✇➄✼❢➜➲①❹◆✽◆▼❍➅❋■➏❁◆❙❇→❋❘❇❘✺❁◆✽P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙▲❖◆❙s→❆✿❇▼➇ ☞⑤➏❁◆❙✾
εW > 1
➝
εW < 1
➥➒➇❭❋❘➏❁◆❙➜➎✇➄✼➈➜➛①❹◆➄✼➯❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆✒✼❷❋
R1
✼❷✾❁❀
❋■➏✰◆→❍❑✇⑦✼❷④✖◆↔✼❷❋
R⋆2
❆❷➀❳✼✿✾✰❆✿❋■➏❁◆❙❇⑤❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆ ☞⑤❍❑❋■➏➆❋❘➏❁◆❾s■✼✿✇✽◆✽➝➌❆✖P✰P❹❆✖s❈❍❑❋❘◆❢➥❃s❘❍❑④✖✾✣✯✕✂✈❆✿❋■➏➯s❘❍➅❋■✺✷✼❚❋■❍❖❆✿✾❁s✹✼✿❇❈❍❖s❘◆➋❍❑✾➯✼
✇②✺❁▲➅❋■❍❑❏▼❆✖✇✽P❹❆✿✾❁◆▼✾⑩❋❳P✰▲➧✼✿s❈✇⑦✼➋✇➄✼✿❀❁◆✹❆✿➀❹✇➄❆❢③❉❍❖✾✰④➋❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆▼s✉❆✿➀❼①✝❆✿❋❘➏✽s❈❍❖④✖✾✰s▼➇ ☞⑤➏❁❍❑▲❖◆✹❆✖✾❁▲➅➜➁❋❘➏❁◆⑤s❘◆▼❏❙❆✖✾❁❀ ✫❉❍❑✾❁❀➃❆✿➀
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❀✷✼✿✾❁④✿◆▼❇❘❆✿✺❁s ✁↔✼❷❋❘❋❘❇■✼✿❏q❋■❍❑❆✖✾➆✼✿P❁P✝◆➈✼❷❇❘s✹❍❖✾➄❋■➏❁◆➋❏▼✼✿s❘◆➋❆✿➀❩✼➃➭↔✾❁◆➒✱●❄❃❆✖✇✽P❹❆✿✾❁◆▼✾⑩❋⑨➦❧▲➧✼✿s❈✇⑦✼➓✯ ✄✭◆➋❇❘◆❙❏➈✼✿▲❑▲✝❋❘➏✷✼❷❋✹❋■➏✰◆
▲➧✼❚❋❘❋■◆❙❇❃s●➜➓s●❋■◆❙✇ ❍❖s✈✇⑦✼✿❀✰◆❊❆✿➀➩❆✖✾❁◆❊s❘P✝◆▼❏▼❍❑◆▼s❥❆❷➀❩✇✽❆❢③❉❍❖✾❁④✵❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆▼s
e
✼✿✾❁❀➯✼②❏❙❆✖✾⑩❋■❍❖✾✻✺❁❆✿✺❁s❥❇❘❍❑④✖❍❖❀➄✾❁◆▼✺➓❋■❇■✼❷▲❖❍☞☎❙❍❖✾❁④
①✷✼✿❏✬✫✻④✖❇❈❆✖✺❁✾❁❀ ☞⑤➏❁❆✖s❈◆→✺✰✾❁❍❑➀➂❆✖❇❈✇ ❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆❾❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋✴➜➆❍❖s✹◆➒➑❁✼❷❏❙❋■▲➅➜➆❆✖P❁P✝❆✖s❈❍❑❋■◆↔❋❘❆❿❋■➏❁◆❾✇✽◆➈✼✿✾➯①❁✺❁▲ ✫✒❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆❾❀❁◆▼✾❉✱
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✼❷✾❁❀
r2
✼✿✾❁❀➽❋■➏✰◆
❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏▼✼✿▲✰❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆❙s✈✼❷❇❘◆✹❍❖✾②❋❘➏❁◆⑤P❹❆✿s❘❍❑❋❘❍❖❆✖✾➁❏▼❆✖✾✰➉❁④✖✺❁❇■✼❚❋■❍❖❆✿✾ C ❍❖s UW (x1)+UW (x2)+Utot(r1, r2, C) ☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
UW (x)
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exp[−βUW (x)] =
{
1
❍❑➀
x > 0
0
❍❑➀
x < 0.
➝➌➠✑✏➁✯❑➵✧✴✿➥
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Utot(r1, r2, C) = e1e2vCW (r1, r2) +
∑
i=1,2
Vi(ri, C) + U0(C), ➝➌➠✑✏➁✯❑➵ ✁ ➥
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Vi(ri, C) ≡ ei
∫
dr vCW (ri, r)Q(r),
➝➂➠✑✏②✯➅➵✧✕✖➥
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U0(C) ≡
∫
drUW (x)ρ(r) +
1
2
∫
dr
∫
dr′Q(r) [vCW (r, r′) + vSR(r, r′)]Q(r′).
➝➌➠✑✏➁✯❑➵
➚
➥
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ρ(r)
➝
Q(r)
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ρ(r) ≡∑j δ(r−
rj)
✼❷✾❁❀
Q(r) ≡
∑
j
Qjδ(r−Rj) +QB(x), ➝➌➠✑✏➁✯❑➵ ✱⑩➥
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
Rj
➝
Qj
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j
✼✿✾✰❀
QB(x)
❍❑s
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x > 0
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Φextα1α2(r1, r2)
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F (1)
αi
(ri)
➝➂❆✖❇
F (2)
α1α2
(r1, r2)
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Φext
α1α2
(r1, r2) ≡ F (2)α1α2(r1, r2)− F (1)α1 (r1)− F (1)α2 (r2).
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❂✷❆✖❇✹❍❖✾✰s❈❋❽✼❷✾❁❏▼◆❾❍❖✾✒❋❘➏❁◆❾❏➈✼✿✾✰❆✖✾❁❍❖❏▼✼✿▲✣◆❙✾❁s❘◆❙✇②①❁▲❖◆
〈A〉U0 ≡
∫
dCA exp[−βU0(C)]∫
dC exp[−βU0(C)] ,
➝➌➠✑✏➁✯ ➡➓➵❢➥
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
∫
dC ❀✰◆▼✾❁❆✿❋❘◆▼s❊✼✿✾➞❍❑✾✻❋❘◆▼④✖❇❘✼❷❋■❍❑❆✖✾➯❆❢③✖◆▼❇⑨❋■➏❁◆→P✝❆✖s❘❍➅❋■❍❖❆✿✾✟❏❙❆✖✾✰➉✷④✿✺❁❇■✼❷❋❘❍❖❆✖✾✰s C ❆✿➀❳P❁▲➧✼✿s❈✇⑦✼❿P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼▲❑◆▼s▼✯✷➠ ➀
p̂1
✼✿✾❁❀
p̂2
❀❁◆▼✾❁❆❷❋■◆➁❋❘➏❁◆②✇✽❆✖✇➄◆❙✾⑩❋■✺❁✇ ✔✍✑✕✝ ✛✾✗✙✚❋✔✜✛ ✌⑨❆✿➀❧❋❘➏❁◆➁❋✓☞✈❆➆✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■✺❁✇ P✷✼✿❇❈❋❘❍❖❏❙▲❖◆▼s❙➇✝❋❘➏❁◆➁➀➂❇❈◆▼◆②◆❙✾❁◆▼❇❈④✖❍❖◆❙s
✼✿❇❈◆→❀✰◆❙➉✷✾❁◆❙❀✫❇❈◆▼s❈P❹◆❙❏❙❋■❍➅③✖◆❙▲❑➜➆❋■➏✰❇❘❆✖✺❁④✿➏
e−βF
(1)
αi
(ri) =
〈
〈ri| exp
{
−β
[
p̂2i
2mi
+ UW (x̂i) + Vi(r̂i, C)
]}
|ri〉
〉
U0
,
➝➌➠✑✏➁✯ ➡✖➡✿➥
✼✿✾❁❀
e−βF
(2)
α1α2
(r1,r2) =
〈
〈r1r2| exp
{
−β
[
p̂21
2m1
+
p̂22
2m2
+ UW (x̂1) + UW (x̂2)
+e1e2vCW (r̂1, r̂2) +
∑
i=1,2
Vi(r̂i, C)
]}
|r1r2〉
〉
U0
.
➝➌➠✑✏➁✯ ➡✿➸✖➥
➝ ✄✭◆→❀❁❆⑦✾❁❆❷❋r❋■✼ ✫✿◆✵❍❖✾⑩❋■❆➄✼✿❏▼❏❙❆✖✺❁✾⑩❋❊❋❘➏❁◆➁◆➒➑➓❏❽➏✷✼✿✾❁④✖◆➁✇⑦✼❷❋❘❇❘❍ ➑❉✱ ◆▼▲❑◆▼✇✽◆▼✾⑩❋❥➀➂❆✖❇⑤❋■➏❁◆ ☎➋❍❖①❁①❁s⑤➀➌✼✿❏q❋■❆✖❇❙➇✝①✝◆▼❏▼✼✿✺❁s❈◆➁❍❑❋
❍❖s✈◆q➑➓P✝◆▼❏❙❋❘◆▼❀➆❋■❆➁❀❁◆▼❏▼✼❢➜➄➀➌✼✿s❈❋❘◆▼❇✉❋■➏✷✼✿✾➄❋■➏❁◆↔❀✰❍❖❇❘◆❙❏❙❋❃✇⑦✼❷❋❘❇❘❍ ➑❉✱ ◆▼▲❑◆▼✇✽◆▼✾⑩❋ ☞⑤➏❁◆▼✾ |r1−r2| ④✖❆❉◆▼s✉❋■❆②❍❑✾✰➉✷✾❁❍➅❋✴➜⑦✼❷✾❁❀
☞✈◆➋✼✿❇❘◆❊❍❖✾⑩❋■◆❙❇❘◆▼s●❋■◆❙❀➆❆✖✾❁▲❑➜✽❍❑✾✒▲➧✼✿❇❈④✖◆ |r1−r2| ◆q❸❼◆❙❏❙❋❘s▼✯➢➥✁✄ ◆➋✼❷▲❖❇❘◆▼✼✿❀✰➜✽✾❁❆✿❋❘❍❖❏❙◆r❋■➏❁✼❷❋❥s●➜➓✇✽✇✽◆❙❋■❇●➜✒✼❷❇❘④✖✺❁✇✽◆▼✾⑩❋❘s
❍❖✇✽P❁▲➅➜➄❋❘➏✷✼❷❋
Φext
α1α2
(r1, r2) = Φ
ext
α1α2
(x1, x2,y)
➇ ☞⑤❍❑❋■➏➆❋❘➏❁◆❾✾❁❆✿❋❽✼❚❋■❍❖❆✿✾❁s✹❆✿➀➩❋■➏❁◆❾➠✴✾⑩❋■❇❈❆➓❀❁✺✰❏❙❋■❍❑❆✖✾✣✯
✄✔✽ ✔✁  ✔   ✂✏✬ ✤ ✆ ✠✘✱ ✤ ✢✝✄ ✬✂✱✒✓✣✮✯★✗✬✂✛
✂✏✢ ✄✣✛ ✆ ✠✘✛✌☞✁  ✠ ✍✄✂ ✬ ✤ ✆✟✓ ✱ ✠
✟✹➏❁◆✒✇➄✼❷❋■❇❈❍➅➑➐◆❙▲❖◆❙✇➄◆❙✾✻❋❘s②❆✿➀❥❋❘➏❁◆⑦✸✻✺✷✼❷✾✻❋❘✺❁✇ ☎❾❍❑①❁①❁s✵➀➌✼❷❏❙❋■❆✿❇✵✇➄✼➈➜✭①✝◆⑦◆➒➑➓P❁❇❘◆❙s❘s❘◆❙❀➼✼✿s➁s❈❆✖✇➄◆ ✫✻❍❖✾❁❀❁s✵❆✿➀
❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏▼✼✿▲ ☎❾❍❑①❁①❁s↔➀➌✼✿❏q❋■❆✖❇❈s❾①✻➜➐✺✰s❘❍❖✾✰④✟❋❘➏❁◆⑦❂✷◆q➜➓✾✰✇⑦✼✿✾❉✱  ❾✼✿❏②➀➂❆✖❇❈✇②✺❁▲➧✼➓✯ ✟✹➏❁◆➄❀❁❍  ✽❏▼✺✰▲❑❋✴➜➛❆✖❇❈❍❖④✖❍❑✾✷✼❷❋❘❍❖✾❁④✽➀➂❇❘❆✖✇
❋■➏✰◆r✾❁❆✿✾❁❏▼❆✖✇✽✇②✺✰❋■✼❷❋■❍➅③❉❍❑❋✴➜②❆❷➀❼❋■➏✰◆❊P✝❆✖s❘❍➅❋■❍❖❆✿✾➃✼✿✾❁❀⑦✇✽❆✖✇✽◆▼✾⑩❋■✺✰✇ ❆✖P❹◆❙❇■✼❷❋❘❆✖❇❘s❺❍❑s❺❋❘➏❁◆▼✾⑦❇❘◆▼P✰▲➧✼✿❏❙◆▼❀⑦①⑩➜❿❋❘➏❁◆⑨❋■✼✿s✦✫
❆✿➀⑨❍❖✾⑩❋❘◆▼④✖❇❘✼❷❋■❍❑✾❁④➲❆❢③✖◆❙❇ ✂❃❇❘❆ ☞⑤✾❁❍❖✼✿✾✬P✷✼❷❋❘➏❁s▼✯❧♥✙◆q❋➃✺❁s❿❍❖✾⑩❋■❇❈❆➓❀✰✺❁❏▼◆⑦❋❘➏❁◆☛✂❃❇❈❆ ☞⑤✾✰❍➧✼✿✾✬❀❁❍❑✇➄◆❙✾❁s❘❍❑❆✖✾❁▲❑◆▼s❘s✵①❁❇❘❍❑❀❁④✖◆❙s
ξi(s)
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
s
❍❖s✹✼②❀✰❍❖✇✽◆▼✾❁s❈❍❖❆✖✾❁▲❑◆▼s❈s❥✼✿①❁s❈❏▼❍❑s❘s■✼ ☞⑤❍➅❋■➏
0 ≤ s ≤ 1   ξi(s=0) = ξi(s=1) = 0
✯ ✟✹➏✰◆▼✾➯❋■➏❁◆
❂✷◆❙➜❉✾❁✇➄✼✿✾➓✱  →✼❷❏↔➀➂❆✖❇❘✇②✺✰▲➧✼➁❇❈◆➈✼✿❀❁s ✄ ✁➓❍❖✇
✁
✱ ✆
〈r1r2| exp
{
−β
[
p̂21
2m1
+
p̂22
2m2
+ UW (x̂1) + UW (x̂2) + Utot(r̂1, r̂2, C)
]}
|r1r2〉
=
1
(2πλ21)
3/2
1
(2πλ22)
3/2
∫
D0
W
(ξ1; x1)
∫
D0
W
(ξ2; x2)
exp
[
−β
∫ 1
0
dsUtot(r1 + λ1ξ1(s), r2 + λ2ξ2(s), C)
]
.
➝➌➠✑✏➁✯ ➡❷➺⑩➥
➠✴✾ ➝➌➠✑✏➁✯ ➡❷➺⑩➥✵❋■➏❁◆➯❀❁◆☛✂❃❇❈❆✖④✖▲❑❍❖◆ ☞❃✼➈③✖◆❙▲❖◆▼✾✰④✿❋■➏
λi ≡ ~
√
β/mi
✇✽◆➈✼✿s❈✺❁❇❘◆❙s➃❋❘➏❁◆➯✼✿✇✽P❁▲❖❍➅❋■✺❁❀✰◆⑦❆✿➀r✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺❁✇
P✝❆✖s❘❍➅❋■❍❖❆✿✾➽t✷✺❁❏❙❋❘✺✷✼❷❋❘❍❖❆✖✾❁s➃✼❚❋➃❍❖✾⑩③✖◆❙❇❘s❘◆➯❋■◆❙✇➄P✝◆▼❇❘✼❷❋■✺✰❇❘◆
β
✯ ✟✹➏❁◆➯P❹❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍➧✼✿▲
UW (x)
➇ ☞⑤➏❁❍❑❏❽➏ ❀✰◆▼s❘❏❙❇❘❍❑①❹◆❙s✽❋❘➏❁◆
❍❖✇✽P✝◆▼✾❁◆q❋■❇■✼❷①❁❍❖▲❑❍❑❋✴➜✭❆✿➀❊❋❘➏❁◆ ☞❃✼✿▲❖▲➨➇❧❍❖s➃◆▼✾⑩❋❘❍❖❇❘◆❙▲❑➜✬❋■✼ ✫✿◆❙✾★❍❖✾⑩❋■❆✭✼✿❏❙❏▼❆✖✺❁✾⑩❋⑦❍❖✾✜❋■➏❁◆✟✇➄◆▼✼✿s❘✺✰❇❘◆
D0
W
(ξ; x)
➀➂❆✖❇✽✼
❀❁❍❑✇➄◆❙✾❁s❘❍❑❆✖✾❁▲❖◆❙s❘s ✂❃❇❈❆ ☞⑤✾❁❍➧✼✿✾✭①❁❇❘❍❑❀❁④✖◆➃❏▼❆✿✾✰➉✷✾❁◆❙❀✭❋■❆➞✼✟s❈◆▼✇✽❍➅✱ ❍❖✾✰➉✷✾✰❍❑❋■◆➁s❘P✷✼✿❏❙◆✒✼✿✾✰❀ ☞⑤❍➅❋■➏➎❍❑❋■s❾❆✖❇❈❍❖④✖❍❑✾
r
✼❷❋✵✼
❀❁❍❑s❈❋❽✼❷✾❁❏▼◆
x
➀➂❇❈❆✖✇ ❋❘➏❁◆✣☞❥✼❷▲❖▲➍✯
❻❴➑✰P✰▲❖❍❖❏❙❍❑❋⑨❇❘◆❙s❘✺❁▲➅❋■s⑨✇⑦✼➈➜➯①✝◆✵❆✿①✰❋❽✼✿❍❑✾❁◆▼❀ ☞⑤❍❑❋❘➏✟❋❘➏❁◆➁✇✽◆➈✼❷s❘✺❁❇❈◆
D0
W
(ξ; x)
✯❹❂✷❆✖❇⑤❍❑✾❁s❈❋■✼✿✾❁❏▼◆❷➇✝✼✿❏▼❏❙❆✖❇❘❀❁❍❑✾❁④➃❋■❆
❋■➏✰◆→❆✿✾❁◆q✱ ①❹❆❉❀✰➜➆✼❷✾✷✼✿▲❖❆✿④❿❆✿➀✹➝➂➠✑✏②✯➢➡❷➺✻➥➒➇❁❋■➏❁❍❑s✹✇➄◆▼✼✿s❘✺❁❇❈◆❾❍❖s✹✾❁❆✖❇❈✇⑦✼❷▲❖❍☞☎❙◆▼❀✒①⑩➜
1
(2πλ2i )
3/2
∫
D0W (ξi; xi) ≡ 〈ri| exp
{
−β
[
p̂2i
2mi
+ UW (x̂i)
]}
|ri〉. ➝➌➠✑✏➁✯ ➡ ✴✿➥
✟✹➏❁◆✟➀➂❇❘◆▼◆➯❋■➏✰◆▼❇❘✇➄✼✿▲✹P❁❇❈❆✖P✷✼✿④✖✼❷❋■❆✖❇ 〈r′| exp {−β [p̂2i /(2mi) + UW (xi)]} |r〉
❍❑s➃❋❘➏❁◆✟P❁❇❘❆❉❀❁✺❁❏q❋⑦❆✿➀r❋■➏❁❇❈◆▼◆
❆✖✾❁◆➒✱✴❀❁❍❑✇➄◆❙✾❁s❘❍❑❆✖✾✷✼✿▲❚➀➂❇❘◆❙◆✉P✰❇❘❆✖P✷✼❷④⑩✼❷❋■❆✿❇❘s▼✯▼➠✴✾→❋❘➏❁◆❺❀❁❍❖❇❈◆▼❏❙❋❘❍❖❆✖✾
x
P❹◆❙❇❘P✝◆▼✾❁❀✰❍❖❏▼✺✰▲➧✼✿❇✣❋❘❆⑤❋❘➏❁◆☛☞❥✼❷▲❖▲➍➇q❋■➏❁◆❺P❁❇❈❆✖P✷✼✿④✖✼❷❋■❆✖❇
❍❖s
g0,W (x, x
′; s) ≡ 〈x| exp
{
−βs
[
ĥ0 + UW (x̂)
]}
|x′〉
= θ(x)θ(x′)
1
(2πλ2)1/2
{
exp[−|x− x′|2/2λ2s]
− exp[−|x+ x′|2/2λ2s]
}
,
➝➌➠✑✏➁✯ ➡
✁
➥
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆ 〈x|β ĥ0 ≡ −(λ2/2)∂2/(∂x)2 ✼✿✾❁❀ θ(x) ❍❖s❊❋❘➏❁◆ ✧r◆▼✼❢③❉❍❑s❘❍❖❀✰◆②➀➂✺❁✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾➐❀❁◆q➉✷✾❁◆❙❀ ✼✿s θ(x) = 0 ❍❑➀
x < 0
➇
θ(x = 0) = 1/2
✼❷✾❁❀
θ(x) = 1
❍➅➀
x > 0
✯
g0,W (x, x
′; s)
③✿✼❷✾❁❍❖s❈➏❁◆▼s ☞⑤➏❁◆❙✾
x
❆✖❇
x′
❋❘◆▼✾❁❀❁s↔❋❘❆
☎▼◆❙❇❘❆❁➇✙❍❑✾➎✼✿④✖❇❘◆❙◆▼✇✽◆▼✾⑩❋ ☞⑤❍❑❋❘➏➐❋❘➏❁◆❿➀➌✼✿❏❙❋❾❋❘➏✷✼❷❋➋❋■➏✰◆✽P✰❇❘❆✖①✷✼❷①❁❍❖▲❑❍❑❋✴➜➞✼✿✇➄P✰▲❖❍❑❋❘✺❁❀❁◆②❆❷➀✈➉✷✾✰❀❁❍❖✾❁④✟✼➯P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙▲❖◆②❍❑✾➎✼✿✾
❍❖✇✽P✝◆▼✾❁◆q❋■❇■✼❷①❁▲❖◆ ☞❃✼✿▲❑▲❼③❷✼✿✾❁❍❖s❈➏❁◆▼s❙✯ ✄↕❍❑❋❘➏➯❋❘➏❁◆❾▲➧✼❷❋❈❋■◆❙❇✹✾❁❆✿❋❽✼❚❋■❍❖❆✿✾✣➇✙➝➂➠✑✏②✯➢➡ ✴✖➥❃❍❖s✹❇❈◆▼❀❁✺✰❏▼◆▼❀✟❋■❆
1
(2πλ2i )
3/2
∫
D0
W
(ξi; xi) =
1
(2πλ2i )
g0,W (xi, xi; s=1) =
1
(2πλ2i )
3/2
θ(xi)
[
1− e−2x2i /λ2i
]
➝➌➠✑✏➁✯ ➡✖✕✿➥
 ✄✭◆✽✾✰❆✿❋■❍❑❏▼◆❿❋■➏✷✼❚❋➋❋■➏❁◆➃s❘◆q❋➁❆❷➀ ✂❃❇❈❆ ☞⑤✾❁❍➧✼✿✾➎①❁❇❈❍❖❀❁④✖◆❙s➋❆✖❇❘❍❑④✖❍❖✾❁✼❷❋■❍❑✾❁④➆✼❷❋
x
➏✷✼✿s→✼➯③❷✼✿✾✰❍❖s❘➏✰❍❖✾❁④➯✇✽◆➈✼✿s❈✺❁❇❘◆✽✼✿s
x
❏▼❆✿✇➄◆❙s✈❏❙▲❖❆✖s❈◆⑨❋❘❆✵❋■➏✰◆ ☞❃✼✿▲❖▲➨✯ ✟✹➏❁◆r➉❁❇❘s❈❋❥✼✿✾❁❀➄s❘◆▼❏❙❆✖✾❁❀✒✇✽❆✖✇✽◆▼✾⑩❋■s
∫
D0
W
(ξi; xi) [ξ(s)]x
✼❷✾❁❀
∫
D0
W
(ξi; xi)
✱
[ξ(s)]2x
✼✿▲❖s❈❆✽❋❘◆▼✾❁❀➞❋❘❆✧☎❙◆▼❇❘❆⑦✼✿s
x2i
❍❖✾➯❋■➏❁◆→s■✼❷✇➄◆→▲❖❍❑✇➄❍➅❋➈➇❁✼❷sr❍➅❋r❏▼✼✿✾➞①✝◆→❏❽➏❁◆▼❏✬✫❷◆▼❀➐❍❖✾➯❋■➏❁◆→➀➂❆✖❇❘✇➁✺❁▲➧✼✿◆➋④✿❍❑③✖◆❙✾
①✝◆▼▲❖❆ ☞❾✯
✆ ★ ☛✳✢ ✤✧✢✥✛ ✍ ✢✝✄✁  ★✩✮   ✢✥✱✗✢✝✍ ✮✯✤✧✬ ✄ ✮ ✠ ✮✧★ ✍ ✂ ✤ ✢ ✢ ✢✥✛✣✢ ✤ ✦✂★✩✢✝✄
➠✴✾➽❋■➏❁◆⑦❏➈✼✿s❈◆➆❆✿➀✹❋■➏❁◆⑦❆✖✾❁◆q✱ ①❹❆❉❀✰➜✭✇⑦✼❚❋■❇❘❍ ➑➎◆▼▲❑◆▼✇✽◆▼✾⑩❋②❆✿➀✹❋❘➏❁◆ ☎➋❍❖①❁①✰s➁➀➌✼✿❏❙❋❘❆✖❇➁❍❑✾⑩③✖❆✖▲➅③✖◆▼❀✬❍❑✾↕➝➌➠✑✏➁✯ ➡✿➡✖➥q➇❩✼
❂✷◆❙➜❉✾❁✇➄✼✿✾➓✱  →✼❷❏✽➀➂❆✖❇❈✇②✺❁▲❖✼✟s❈❍❖✇✽❍❖▲➧✼❷❇↔❋■❆✜➝➂➠✑✏②✯➢➡❷➺✻➥✵✼❷▲❖▲❖❆ ☞⑤s→❆✖✾❁◆✽❋■❆➲④✖◆q❋❿✼✿✾ ◆q➑➓P❁❇❘◆❙s❘s❈❍❖❆✖✾✬❆✖✾✰▲❑➜➎❍❖✾➎❋■◆▼❇❈✇➄s✵❆✿➀
s❘❆✿✇➄◆➋◆❙▲❖◆▼❏q❋■❇❈❆✖s❈❋■✼❷❋■❍❑❏➋❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❖❆✿✾✣✯❁➠✴✾❁❀❁◆❙◆▼❀✣➇❅▲❑◆❙❋✹✺❁s⑨❀❁◆q➉✷✾❁◆
qi(r) ≡ ei
∫ 1
0
ds δ(r− ri − λiξi(s)).
➝➌➠✑✏➁✯ ➡
➚
➥
qi(r)
❍❖s✽✼➎❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆✟❀✰❍❖s❈❋❘❇❘❍❑①❁✺✰❋■❍❑❆✖✾✜✺❁✾❁❍➅➀➂❆✖❇❘✇➄✼✿▲❖▲➅➜➎s❘P❁❇❈◆➈✼✿❀ ❆♠③✿◆▼❇⑦✼ ☞⑤❍❑❇❘◆ ☞⑤❍❑❋❘➏➼❋❘➏❁◆✫s❘✼✿✇✽◆✟s❈➏✷✼✿P✝◆➞✼❷s✽❋❘➏❁◆
✂❃❇❈❆ ☞⑤✾✰❍➧✼✿✾✵①❁❇❘❍❑❀❁④✖◆
λiξi
☞⑤❍➅❋■➏➁❍➅❋■s❩❆✖❇❘❍❑④✖❍❖✾→✼❷❋
ri
✯ ✟✹➏❁◆❥❏▼❆✿✾✻❋❘❇❘❍❑①❁✺✰❋■❍❑❆✖✾❾➀➂❇❘❆✖✇
Vi(ri, C) ❋■❆r❋■➏❁◆✈P✷✼❷❋■➏➁❍❖✾⑩❋■◆❙④✖❇■✼✿▲
✇➄✼❢➜➽①❹◆ ☞⑤❇❘❍➅❋❘❋❘◆▼✾➼✼✿s➃❋■➏❁◆➯◆▼▲❑◆▼❏q❋■❇❘❆✿s❈❋❽✼❚❋■❍❖❏➆◆❙✾❁◆▼❇❈④✿➜✜①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆▼✾ ❋■➏❁◆➯❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆✟❀❁❍❖s●❋■❇❘❍❑①❁✺✰❋❘❍❖❆✖✾
qi(r)
✼✿✾✰❀➼❋❘➏❁◆
❏▼❆✿✾✰➉✷④✖✺❁❇❘✼❷❋■❍❑❆✖✾ C ❆✿➀➩❋■➏❁◆❾❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❖❏▼✼✿▲✣P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼✰➇
∫ 1
0
ds Vi(ri + λiξi(s), C) =
∫
dr
∫
dr′qi(r)vCW (r, r′)Q(r′) ≡ V [qi] ➝➌➠✑✏➁✯ ➡✙✱✖➥
✧r◆❙✾❁❏▼◆q➀➂❆✖❇❈❋❘➏ ❋■➏❁◆➛❍❑✇➄✇✽◆▼❇❈s❘❍❖❆✿✾➼➀➂❇❈◆▼◆➛◆▼✾✰◆▼❇❘④❷➜
F (1)
αi
(ri)
❆✿➀→❆✖✾❁◆➛✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺✰✇ P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼▲❖◆✫❍❖s✒❇❈◆▼▲❖✼❷❋■◆❙❀★❋■❆➽❋■➏✰◆
❏▼❆✿❇❘❇❘◆❙s❘P✝❆✖✾❁❀❁❍❑✾❁④✭➀➂❇❈◆▼◆✫◆▼✾❁◆❙❇❘④✿➜
F
(1)
elect[qi]
➀➂❆✖❇➄✼✭❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❑❏➈✼✿▲⑤◆q➑❉❋❘◆▼✾❁❀❁◆❙❀✠☞⑤❍❖❇❈◆ ☞⑤➏❁❍❑❏❽➏★❍❖✾⑩❋❘◆▼❇■✼❷❏❙❋■s ☞⑤❍❑❋❘➏ ❋■➏✰◆
❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏▼✼✿▲✣P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼➁❋■➏❁❇❈❆✖✺❁④✖➏➆❋❘➏❁◆❾◆▼▲❖◆❙❏❙❋❘❇❘❆✖s●❋❽✼❷❋❘❍❖❏➋❍❖✾⑩❋❘◆▼❇■✼❷❏❙❋■❍❑❆✖✾✣✯ ✟✹➏✰◆→❇❈◆▼▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾➆❍❖s
e−βF
(1)
αi
(ri) =
1
(2πλ2i )
3/2
∫
D0W (ξi; xi) e
−βF (1)elect[qi] ➝➌➠✑✏➁✯➢➸✖➤✖➥
☞⑤❍❑❋❘➏
e−βF
(1)
elect[qi] ≡ 〈e−βV [qi]〉
U0
,
➝➌➠✑✏➁✯➢➸✰➵❢➥
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆ 〈 〉U0
✼✿✾❁❀
V [qi]
✼❷❇❘◆➋❀❁◆q➉✷✾❁◆▼❀✫❍❖✾✭➝➌➠✑✏➁✯ ➡❉➵♠➥❥✼✿✾❁❀ ➝➌➠✑✏➁✯ ➡✙✱✖➥❃❇❘◆▼s❈P❹◆❙❏❙❋❘❍❑③✖◆❙▲❑➜✿✯
✧r❆ ☞✈◆❙③✖◆❙❇▼➇❥❋❘➏❁◆➞❋■◆❙❇❘✇
∫ 1
0
ds vCW (r1 + λ1ξ1(s), r2 + λ2ξ2(s))
➇ ☞⑤➏✰❍❖❏❽➏ ❍❖s⑦✼✿s❘s❈❆➓❏❙❍➧✼❷❋❘◆▼❀ ☞⑤❍➅❋■➏★❋❘➏❁◆
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∫
dr
∫
dr′q1(r)vCW (r, r′)q2(r′)
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ωα1α2 [r1 + λ1ξ1, r2 + λ2ξ2]
≡ e1e2
∫ 1
0
ds1
∫ 1
0
ds2 [δ(s1 − s2)− 1] vCW (r1 + λ1ξ1(s1), r2 + λ2ξ2(s2)) .
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F
(2)
elect[q1, q2]
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q1(r)
✼✿✾❁❀
q2(r)
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ωα1α2
➇
e−βF
(2)
α1α2
(r1,r2) =
1
(2πλ21)
3/2
1
(2πλ22)
3/2
∫
D0
W
(ξ1; x1)D
0
W
(ξ2; x2)
exp
[
−β
{
F
(2)
elect[q1, q2] + ωα1α2 [r1 + λ1ξ1, r2 + λ2ξ2]
}]
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☞⑤❍❑❋❘➏
e−βF
(2)
elect[q1,q2] = exp
[
−β
∫
dr
∫
dr′q1(r)vCW (r, r′)q2(r′)
]
× 〈exp [−β {V [q1] + V [q2]}]〉U0
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Φelect[q1, q2] ≡ F (2)elect[q1, q2]−
∑
i=1,2
F
(1)
elect[qi]
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◆▼✾✰◆▼❇❘④❷➜
F
(1)
elect[qi]
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xi
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ξi
✯
Φelect[q1, q2]
✼✿P❁P✝◆➈✼❷❇❘s⑤❍❑➀✎☞✈◆✵❍❑✾✻❋❘❇❘❆❉❀❁✺❁❏❙◆↔❋■➏❁◆❾✇✽◆➈✼✿s❈✺❁❇❘◆✣☞⑤❍❑❋❘➏➯✺❁✾❁❍❑❋⑤✾✰❆✖❇❘✇➄✼✿▲❖❍ ☎➈✼❷❋❘❍❖❆✖✾❼➇
∫
DW (ξi; xi) = 1
➇
DW (ξi; xi) ≡
e−βF
(1)
elect[qi]∫
D0
W
(ξi; xi)e
−βF (1)elect[qi]
D0
W
(ξi; xi).
➝➌➠✑✏➁✯➢➸
✁
➥
✶✹❏▼❏❙❆✖❇❘❀✰❍❖✾❁④➃❋■❆✫➝➌➠✑✏➁✯➢➸✿➸⑩➥❥✼✿✾❁❀ ➝➌➠✑✏➁✯➢➸ ✴✿➥ ☞❃◆❾④✖◆q❋
exp
[−βΦext
α1α2
(x1, x2,y)
]− 1 = ∫ DW (ξ1; x1) ∫ DW (ξ2; x2){
exp [−β {Φelect[q1, q2] + ωα1α2(r1 + λ1ξ1, r2 + λ2ξ2)}]− 1
}
.
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➚
➡❷① ✆➨➇
∫ ∞
0
dx
∫ ∞
0
dx′ [〈Q(r)Q(r′)〉U0 − 〈Q(r)〉〈Q(r′)〉U0] ∼|y1−y2|→∞ −
εW
8π2β
1
y3
.
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s❘➏✰❆✖❇❈❋●✱✴❀❁❍❑s❈❋❽✼❷✾❁❏▼◆⑨❇❘◆❙④✖✺❁▲➧✼❷❇❘❍☞☎▼✼❷❋■❍❑❆✖✾
vSR
➇✻①✝◆▼❏▼✼✿✺❁s❘◆❊❍❑❋✉❆✖✾❁▲➅➜✽✼✿❇❘❍❑s❘◆▼s❺➀➂❇❘❆✿✇✥❋■➏❁◆⑨▲❖❆✖✾✰④✵❇❘✼✿✾❁④✖◆⑨❆✿➀✣❋❘➏❁◆❊P✝❆✿❋■◆❙✾⑩❋■❍➧✼❷▲➍✯
✟✹➏❁◆
1/y3
①✝◆▼➏✷✼➈③❉❍❖❆✿❇✵❆✿➀
Φelect[q1, q2]
s❈➏❁❆✖✺❁▲❑❀ ❇❘◆❙✇⑦✼❷❍❖✾➐③✿✼❷▲❖❍❖❀➎✼❷➀❡❋❘◆▼❇→❍❖✾⑩❋■◆❙④✖❇■✼❚❋■❍❖❆✿✾➎❆❢③✿◆▼❇✵❋❘➏❁◆ ✂❃❇❘❆ ☞⑤✾❁❍❖✼✿✾
①❁❇❈❍❖❀❁④✖◆❙s
ξ
☞⑤❍❑❋■➏➆❋❘➏❁◆❾✇➄◆▼✼✿s❘✺❁❇❈◆➄➝➌➠✑✏②✯♣➸
✁
➥➒➇
−β
∫
DW (ξ1; x1)
∫
DW (ξ2; x2) Φelect[q1, q2] ∼
y→∞
felect(x1, x2; εW )
y3
❍➅➀
εW
❍❑s❥➉✷✾❁❍➅❋■◆
.
➝➌➠✑✏➁✯➢➸ ✱✖➥
➠✴✾❁❀❁◆❙◆▼❀✣➇❧❋❘➏❁◆ ✂✈❇❘❆ ☞⑤✾❁❍➧✼❷✾➼①✰❇❘❍❖❀✰④✖◆
λiξi
❍❖s➃❏▼❆✿✾✰➉✷✾❁◆❙❀ ❋■❆➐s❈❆✖✇➄◆➆➉✷✾✰❍❑❋■◆✟✼✿❇❈◆➈✼➛①⑩➜✬❋■➏❁◆ ☎❾✼✿✺❁s❈s❘❍➧✼❷✾ ☞✈◆▼❍❑④✖➏⑩❋
❍❖✾⑩③✿❆✖▲❑③✿◆▼❀➆❍❖✾✽❋■➏❁◆✞✄↕❍❖◆▼✾✰◆▼❇❥✇✽◆➈✼✿s❈✺❁❇❘◆
D0
W
(ξi; xi)
➇✌☞⑤➏❁❍❑▲❖◆
F
(1)
elect[qi]
③❷✼✿✾❁❍❖s❈➏❁◆▼s✈➀➌✼✿❇❥✼ ☞❃✼❢➜➄➀➂❇❘❆✖✇ ❋❘➏❁◆↔❀❁❍❑s❈❋■❇❈❍➅✱
①❁✺✰❋❘❍❖❆✖✾
qi
✯✡✧r❆ ☞✈◆❙③✿◆▼❇▼➇✙❍❑✾✫❋❘➏❁◆➁③❉❍❖❏❙❍❖✾❁❍➅❋✴➜➯❆✿➀✉✼✿✾➲❍❑❀❁◆➈✼✿▲❑▲❑➜➆❏❙❆✖✾❁❀❁✺✰❏❙❋■❍❑✾❁④ ☞❃✼✿▲❖▲➨➇✷❋■➏❁◆②❏❙▲❖✺❁s●❋■◆❙❇❘❍❖✾✰④⑦❍❖sr◆q➑➓P✝◆▼❏❙❋❘◆▼❀
❋■❆➁①❹◆↔◆➒➑➓P❹❆✖✾✰◆▼✾⑩❋■❍❖✼✿▲❖▲➅➜✽➀➌✼❷s❈❋✹❍❑✾➆✼✿▲❖▲✝❀❁❍❑❇❘◆▼❏q❋■❍❑❆✖✾❁s▼✯❉➠✴✾✒❋■➏✰◆❊➀➂❆✖▲❖▲❑❆ ☞⑤❍❖✾❁④❁➇ ☞✈◆ ☞⑤❍❖▲❑▲❹❇❈◆▼❏❙❆♠③✿◆▼❇❥❋❘➏✷✼❷❋❥❋❘➏❁❍❖s✈❍❖s❥❍❑✾❁❀❁◆▼◆❙❀
❋■➏✰◆→❏▼✼✿s❘◆❾❍❑✾➯❋❘➏❁◆✣☞❃◆▼✼ ✫✖✱✴❏❙❆✖✺❁P❁▲❑❍❖✾❁④➃▲❖❍❑✇➄❍➅❋➈✯
❂✷✺❁❇❈❋❘➏❁◆▼❇❈✇➄❆✖❇❈◆✿➇❁➀➂❆✖❇⑨✼✿✾⑩➜ ✫✻❍❖✾✰❀➞❆✿➀ ☞❥✼✿▲❑▲➍➇✰❋❘➏❁◆→P❁✺❁❇❘◆❙▲❑➜➯✸✻✺✷✼✿✾⑩❋❘✺❁✇✪❋■◆▼❇❈✇
ωα1α2
✼❷▲❖s❘❆✽④✖◆❙✾❁◆▼❇❘✼❷❋■◆❙s↔✼
1/y3
❋❽✼❷❍❖▲✙☞⑤➏❁◆❙✾
y
④✖❆❉◆▼s➋❋❘❆✫❍❑✾✰➉✷✾❁❍➅❋✴➜✖➇ ☞⑤➏❁❍❑▲❖◆
x1
✼❷✾❁❀
x2
✼✿❇❘◆✁✫✿◆❙P✰❋➁➉➓➑✰◆❙❀✣✯❩➭↔✾✭❆✖✾✰◆➄➏✷✼❷✾❁❀✣➇
ωα1α2
❀✰◆▼❏➈✼➈➜❉s②✼❚❋
▲❖◆▼✼✿s❈❋⑨✼❷s
1/r3
❍❑✾✫✼❷▲❖▲❼❀✰❍❖❇❘◆❙❏❙❋❘❍❖❆✖✾❁s❙✯ ✟✹➏❁◆→❇❘◆▼✼✿s❘❆✖✾✟❍❖s❥❋❘➏✷✼❷❋✹❋❘➏❁◆❾P❁❇❘❆✖P✝◆▼❇●❋✴➜
∫ 1
0
ds1
∫ 1
0
ds2[δ(s1 − s2)− 1]f(s1) = 0, ➝➌➠✑✏➁✯♣➺✖➤⑩➥
☞⑤➏❁❍❑❏❽➏✵❍❑s✙s■✼❷❋❘❍❖s❈➉❁◆▼❀→①✻➜➋✼✿✾⑩➜↔➀➂✺❁✾❁❏q❋■❍❖❆✿✾
f
➇➈◆▼✾✰s❘✺❁❇❈◆▼s❭❋■➏✷✼❷❋❭❍❑✾→✼⑤▲❖✼✿❇❘④✿◆q✱✴❀✰❍❖s❈❋■✼✿✾❁❏❙◆ ✟❴✼➈➜❉▲❖❆✿❇✙◆q➑➓P✷✼✿✾❁s❈❍❖❆✖✾⑦➝➌✾❁✼✿✇➄◆❙▲❑➜
➀➂❆✖❇
y ≫ x1 ➇ y ≫ x2 ✼❷✾❁❀ y ≫ λi|ξi|
➥⑤❆✖✾❁▲➅➜✟❋❘◆▼❇❈✇➄s ☞⑤❍❑❋■➏➞✼❷❋↔▲❑◆➈✼✿s●❋↔❆✖✾✰◆
ξ1(s1)
✗✙✟✮★✵❆✖✾✰◆
ξ2(s2)
✼✿❇❈◆
✾❁❆✿❋→◆❙✸❉✺❁✼✿▲❧❋■❆☛☎▼◆❙❇❘❆❁✯❩➭↔✾➎❋❘➏❁◆➃❆✿❋■➏✰◆▼❇❾➏✷✼✿✾❁❀❼➇❭❋❘❇■✼✿✾✰s❘▲➧✼❚❋■❍❖❆✿✾➛❍❖✾⑩③❷✼✿❇❘❍❖✼✿✾❁❏▼◆❿❍❑s➋①❁❇❘❆ ✫✿◆▼✾➽✼✿▲❖❆✖✾✰④✒❋■➏❁◆
x
✼❚➑➓❍❑s→s❈❆
❋■➏❁✼❷❋
∫
DW (ξi; xi) [ξi]x 6= 0
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆➈✼❷s↔❋■➏❁◆❿❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼s❘P✝❆✖✾❁❀✰❍❖✾❁④➆✼➈③✿◆▼❇■✼❷④✖◆▼s❾❍❖✾✫❋■➏❁◆❿❀❁❍❑❇❘◆❙❏❙❋■❍❑❆✖✾❁srP✷✼✿❇■✼❷▲❖▲❖◆❙▲✙❋■❆
❋■➏✰◆ ☞❃✼✿▲❑▲✣③✿✼❷✾❁❍❖s❈➏✣✯✷✶✹❏▼❏❙❆✖❇❘❀❁❍❑✾❁④❿❋■❆➃❋■➏❁◆➋③❷✼✿▲❑✺❁◆❾❆✿➀
∂2vCW (x1, x2,y)/∂x1∂x2|x1=x2=0
➇❁➀➂❆✖❇⑨✼✿✾⑩➜✒③❷✼✿▲❑✺❁◆➋❆✿➀
εW
➇
−β
∫
DW (ξ1; x1)
∫
DW (ξ2; x2)ωα1α2 [r1 + λ1ξ1, r2 + λ2ξ2] ∼y→∞
fω(x1, x2; εW )
y3
➝➌➠✑✏➁✯♣➺❁➵❢➥
☞⑤❍❑❋❘➏
fω(x1, x2; εW ) = − 2εW
1 + εW
βe1e2λ1λ2A
(
x1
λ1
,
x2
λ2
)
➝➌➠✑✏➁✯♣➺✻➡✿➥
✼✿✾❁❀
A
(
x1
λ1
,
x2
λ2
)
=
∫ 1
0
ds1
∫ 1
0
ds2[δ(s1 − s2)− 1]∫
DW (ξ1; x1) [ξ1(s1)]x
∫
DW (ξ2; x2) [ξ2(s2)]x .
➝➌➠✑✏➁✯♣➺⑩➸✖➥
✟✹➏❁◆❾◆q➑➓P❁❇❈◆▼s❈s❘❍❖❆✿✾✬➝➌➠✑✏➁✯♣➺⑩➡✖➥❥❍❖s⑤✼✿▲❑s❘❆②③❷✼✿▲❖❍❑❀➆❍❖✾➆❋■➏✰◆→▲❑❍❖✇✽❍❑❋ ☞⑤➏❁◆▼❇❈◆
εW
①✝◆▼❏▼❆✿✇➄◆❙s⑨❍❑✾✰➉✷✾❁❍➅❋■◆❷✯
✟✹➏❁◆➋❏▼❆✿✾❁❏▼▲❑✺❁s❘❍❑❆✖✾✒❆✿➀✙❋❘➏❁◆↔P❁❇❈◆❙③❉❍❖❆✖✺✰s✹④✖◆▼✾❁◆❙❇■✼✿▲❼✼✿❇❘④✿✺❁✇➄◆❙✾⑩❋■s❥❍❑s✈❋■➏❁✼❷❋
Φextα1α2
❀❁◆❙❏➈✼➈➜❉s⑤✼✿s
1/y3
➇ ☞⑤➏✷✼❷❋❘◆❙③✿◆▼❇
❋■➏✰◆r◆❙▲❖◆▼❏q❋■❇❈❍❖❏➈✼❷▲❁P❁❇❘❆✿P❹◆❙❇❈❋■❍❑◆▼s✉❆✿➀✝❋■➏❁◆ ☞❥✼❷▲❖▲❅✼✿❇❈◆✿➇✻◆q➑➓❏▼◆❙P✰❋❃❋❘➏✷✼❷❋❺❋■➏✰◆⑤❋■✼✿❍❖▲✷❍❑s❳➀➂❇❘❆✖✇ P✰✺❁❇❘◆❙▲❑➜❿✸✻✺✷✼✿✾⑩❋❘✺❁✇ ❆✖❇❘❍❑④✖❍❖✾❿❍❑✾
❋■➏✰◆➁❏➈✼❷s❘◆
εW = ∞ ✯ ✓✫❆✖❇❈◆➁P❁❇❈◆▼❏❙❍❖s❘◆❙▲❑➜✿➇❅❋❘➏❁◆ 1/y3 ❋❽✼✿❍❑▲✙✇⑦✼➈➜➯①✝◆✵❀❁◆❙❏▼❆✖✇✽P✝❆✖s❘◆❙❀➲❍❖✾⑩❋■❆✽❋✓☞❃❆⑦❏▼❆✖✾⑩❋■❇❈❍❖①❁✺➓❋■❍❖❆✿✾❁s▼➊
✼✿❏❙❏▼❆✖❇❈❀❁❍❖✾❁④❿❋❘❆➞➝➂➠✑✏②✯♣➸ ✕✖➥➒➇❭➝➌➠✑✏➁✯➢➸ ✱✖➥q➇❅✼✿✾❁❀✭➝➂➠✑✏②✯⑥➺❁➵♠➥q➇
−βΦextα1α2(x1, x2,y) ∼y→∞
fω(x1, x2; εW ) + felect(x1, x2; εW )
y3
,
➝➌➠✑✏➁✯♣➺✖➺⑩➥
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
felect(x1, x2; εW )
❏▼❆✖✾⑩❋■✼✿❍❖✾❁s➩❋■➏❁◆❃❏▼▲➧✼❷s❘s❘❍❑❏➈✼✿▲⑩❋■✼✿❍❖▲❉✼✿✾❁❀❿❍➅❋■s
 
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❋■✺✰✇ ❀➓➜➓✾❁✼✿✇➄❍❑❏▼s❙➇ ☞⑤➏✰❍❖▲❖◆
fω(x1, x2; εW )
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2 ✼❷✾❁❀➞③❷✼✿✾❁❍❑s❘➏❁◆❙s❊❍❖✾➯❋■➏✰◆➁s❈❋❘❇❘❍❑❏❙❋↔❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❑❏➈✼✿▲
▲❖❍❑✇➄❍➅❋➈✯
➠✴✾✫❆✿❇❘❀❁◆❙❇⑤❋❘❆➃❆✖①✰❋❽✼❷❍❖✾➆✇✽❆✖❇❘◆➋◆➒➑✰P✰▲❖❍❖❏❙❍❑❋✹❇❈◆▼s❈✺❁▲❑❋❘s▼➇ ☞✈◆✵s❈➏✷✼✿▲❖▲❼❏▼❆✖✾❁s❈❍❖❀❁◆❙❇⑤✼✽P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼✺✰▲➧✼✿❇✈❇❘◆▼④✿❍❖✇✽◆ ☞⑤➏❁◆▼❇❈◆❾❋✓☞✈❆
P✷✼✿❇❘✼✿✇✽◆❙❋■◆❙❇❘sr✼✿❇❘◆✵s❘✇➄✼✿▲❖▲➨✯✷❂❴❍❑❇❘s❈❋▼➇❅✼➄▲❑❍❖✇✽❍❑❋✹❆✿➀✙☞❃◆▼✼ ✫ ❏❙❆✖✺❁P❁▲❑❍❖✾❁④✫➝➂➠✑✏②✯➅➵❢➤⑩➥⑨①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆❙✾➐✼✿▲❖▲✙❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆❙s ☞⑤❍❖▲❑▲❭✼✿▲❖▲❑❆ ☞
✺❁s✉❋■❆②❏▼✼✿▲❖❏❙✺❁▲➧✼❷❋❘◆
Φelect
✯❉✶r➀❡❋❘◆▼❇ ☞❥✼✿❇❈❀❁s▼➇✌☞❃◆ ☞⑤❍❖▲❖▲❅❏❙❆✖✾❁s❘❍❑❀❁◆▼❇❃✼➁s❘✺✰①❹❀❁❆✿✇⑦✼✿❍❑✾➄❆❷➀✙❋■➏❁◆ ☞❃◆▼✼ ✫✖✱✴❏▼❆✿✺❁P❁▲❖❍❑✾❁④➁❇❈◆▼④✖❍❑✇➄◆
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆❿❋■➏❁◆➁✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■✺❁✇✚❀➓➜➓✾❁✼✿✇➄❍❑❏➈✼✿▲❩◆❙❸❹◆▼❏q❋■s❾✼✿❇❈◆❿✾❁❆✿❋↔❋❘❆➓❆➆s●❋■❇❘❆✿✾❁④➆❍❖✾➲❋❘➏❁◆❿s❘◆❙✾❁s❘◆❿❋■➏❁✼❷❋
λi ≪ ξB ✯✆✗r✾❁❀❁◆❙❇
❋■➏✰❍❖s➁s❈◆▼❏❙❆✖✾❁❀✜✼✿s❈s❘✺❁✇✽P✰❋■❍❑❆✖✾✣➇❭❋■➏❁◆ ☞❃◆❙❍❖④✖➏⑩❋
DW (ξi; xi)
➇✛☞⑤➏❁❍❑❏❽➏➽❍❖✾⑩③✿❆✖▲❑③✿◆▼s➁❋❘➏❁◆✒◆▼▲❑◆▼❏q❋■❇❘❆✿s❈❋❽✼❚❋■❍❖❏➄❍❖✇✽✇➄◆❙❇❘s❈❍❖❆✖✾
➀➂❇❘◆❙◆➁◆❙✾❁◆▼❇❈④✿➜➞❆❷➀
qi(r)
➇✝❍❖s⑨❇❘◆❙❀❁✺❁❏❙◆▼❀➲❋■❆✽❋■➏❁◆✵✾❁❆✖❇❈✇⑦✼✿▲❑❍☞☎❙◆▼❀✟✇➄◆▼✼✿s❘✺❁❇❈◆
D
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W (ξi; xi)
➀➂❆✿❇⑨➀➂❇❈◆▼◆➁P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼▲❑◆▼s❙➇❹✼❷✾❁❀
❋■➏✰◆✵✼➈③✿◆▼❇■✼❷④✖◆▼s⑨④✖❍❑③❉❍❑✾❁④
felect(x1, x2; εW )
✼✿✾❁❀
fω(x1, x2; εW )
❏➈✼❷✾✫①✝◆❾❏➈✼✿▲❑❏▼✺❁▲❖✼❷❋■◆❙❀➆✺❁P✟❋❘❆➄s❈◆▼❏❙❆✖✾❁❀➞❆✿❇❘❀❁◆❙❇
❍❖✾➆❋❘➏❁◆❾P✷✼✿❇■✼❷✇➄◆q❋■◆▼❇
λi/ξB
❍❑✾✟s❈❆✖✇✽◆→s❈P❹◆❙❏▼❍❖✼✿▲✣❇❘◆❙④✖❍❖✇✽◆✿✯
✟✼✻ ☎ ✟   ✑✎✏✂✁ ✌ ✠✒✌ ✒ ✎✍✏✍✑ ✄ ✎✍✏ ☛ ✏ ☎
❂✷❆✖❇✣❋■➏❁◆❺s❘✼ ✫✿◆✉❆✿➀➓s❘❍❖✇✽P❁▲❑❍❖❏▼❍➅❋✴➜✖➇➒❋■➏❁◆❺❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❖❏▼✼✿▲✖P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼❥❍❖s✙❏❽➏✰❆✖s❘◆❙✾➁❋■❆⑤①✝◆✈✼⑨➭↔✾❁◆➒✱●❄❃❆✖✇✽P❹❆✿✾❁◆▼✾⑩❋➩➦❧▲➧✼✿s❈✇⑦✼✹❍❑✾
❋■➏✰◆r➀➂❆✖▲❑▲❖❆ ☞⑤❍❖✾❁④✰✯❅➝➌✶r▲❖▲❅❇❘◆❙s❘✺❁▲➅❋■s❥✼❷❇❘◆r✼✿▲❖s❈❆✵❋■❇❈✺❁◆r➀➂❆✿❇❃✼→✇②✺❁▲❑❋❘❍❖❏❙❆✖✇➄P✝❆✖✾❁◆❙✾⑩❋✈P✰▲➧✼✿s❈✇⑦✼→✼✿✾❁❀➆✼❷❇❘◆⑨✇➄◆❙❇❘◆▼▲➅➜ ☞⑤❇❘❍➅❋❘❋■◆❙✾
☞⑤❍❑❋❘➏➞✼✽▲➧✼✿❇❈④✖◆▼❇✹✾✻✺❁✇➁①❹◆❙❇r❆✿➀❳❍❖✾❁❀❁◆➒➑➓◆▼s▼✯➢➥⑤❻❧③✿◆▼❇●➜➞✇✽❆❢③➓❍❑✾❁④➃P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙▲❖◆❾❏➈✼❷❇❘❇❘❍❑◆▼s⑨✼➄❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆
e
✯❅✶❥❋❊◆❙✸✻✺❁❍❖▲❑❍❖①❁❇❈❍❖✺❁✇✟➇
❋■➏✰◆✽P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼▲❑◆②❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋✴➜➐❍❖✾➛❋■➏❁◆➃①❁✺✰▲ ✫➲❍❑s➋❀❁◆▼✾❁❆❷❋■◆▼❀✭①⑩➜
ρ
✯✙✶✹❏▼❏❙❆✖❇❘❀✰❍❖✾❁④➯❋■❆➆❋■➏✰◆➄▲❑❆➓❏▼✼✿▲❴✾❁◆❙✺✰❋■❇❘✼✿▲❖❍➅❋✴➜➲❇❈◆▼▲➧✼❚❋■❍❖❆✿✾
〈Qbulk(r)〉U0 = 0
➇ ☞⑤➏✰❍❖❏❽➏⑦❍❑s❃✼❷▲ ☞❃✼❢➜❉s✈s■✼❷❋❘❍❖s❈➉❁◆▼❀➄➀➌✼❷❇✉➀➂❇❈❆✖✇✥❋■➏❁◆ ☞❥✼❷▲❖▲ ✄⑥♥➩♥ ✕✖➡ ✆➍➇⑩❋■➏✰◆❊❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆❊❀✰◆▼✾❁s❈❍❑❋✴➜✽❆✿➀✣❋❘➏❁◆
❇❘❍❑④✖❍❖❀⑦①✷✼✿❏✬✫✻④✖❇❘❆✿✺❁✾❁❀✟❍❖s❥◆❙✸❉✺❁✼✿▲✣❋■❆ −eρ ✯❅❂✷❆✖❇✹✼❿④✖❍❑③✿◆▼✾➯❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋✴➜ ρ ➇✰❋❘➏❁◆❾❀❁❍❑❸❹◆▼❇❈◆▼✾❁❏❙◆➋①❹◆q❋✓☞❃◆❙◆▼✾✫❋❘➏❁◆❾❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏➈✼❷▲
➭❾❄❥➦★✼✿✾❁❀✫✼✿✾➯❍❖❀✰◆➈✼✿▲✣④✖✼✿s⑤❍❖s✹◆▼✾⑩❋❘❍❖❇❘◆❙▲❑➜⑦❏❽➏✷✼✿❇■✼❷❏❙❋■◆❙❇❘❍ ☎▼◆▼❀✟①⑩➜➆❋■➏❁◆❾❏❙❆✖✺❁P❁▲❑❍❖✾❁④❿❏❙❆✖✾❁s❈❋■✼✿✾⑩❋
Γ ≡ βe
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a
∝
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a
ξB
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➝➌➠✑✏➁✯♣➺ ✴✿➥
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
a
✼✿✾✰❀
ξB
✼❷❇❘◆➋❀❁◆q➉✷✾❁◆▼❀✫❍❖✾✭➝➌➠✑✏➁✯❑➵➈➤⑩➥❥✼✿✾❁❀ ➝➌➠✑✏➁✯❑➵✖➵❢➥q➇❁s❈❆✽❋❘➏✷✼❷❋
ξB = 1/
√
4πβρe2
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✁
★✒✆ ✠ ✮✧★✩✬✂✛
✄ ◆❴➔❈✺❁s●❋❺s❘✺❁✇✏✺❁P❿❋■➏❁◆⑤✇➄✼✿❍❖✾❁▲❑❍❖✾❁◆❙s❩❆❷➀❹❋❘➏❁◆⑤❏➈✼✿▲❑❏▼✺❁▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾ ☞⑤➏❁❍❑▲❖◆❥s❈❆✖✇✽◆✹❀❁◆❙❋■✼✿❍❖▲❑s❧✼✿❇❘◆✹④✿❍❑③✖◆❙✾➃❍❖✾➃✶❊P❁P✝◆▼✾✰❀❁❍➅➑
✶➁✯ ✂✈➜➲✺✰s❘◆❿❆✿➀✉✼✿✾➛◆➒➑➓P✷✼✿✾❁s❈❍❖❆✖✾➐❍❖✾
qi
✺❁P➛❋❘❆✒s❘◆❙❏▼❆✖✾❁❀➐❆✖❇❈❀❁◆▼❇❙➇❼❋■➏✰◆②❍❖✇✽✇➄◆❙❇❘s❈❍❖❆✖✾➯➀➂❇❘◆❙◆❿◆▼✾❁◆❙❇❘④✖❍❑◆▼s↔❀❁◆q➉✷✾❁◆❙❀✭❍❑✾
➝➌➠✑✏➁✯➢➸➓➵♠➥❥✼✿✾❁❀ ➝➌➠✑✏➁✯➢➸✿➺⑩➥❥✼✿❇❘◆❾◆q➑➓P❁❇❈◆▼s❈s❘◆▼❀➞❍❖✾➆❋■◆❙❇❘✇✽s✹❆✿➀❴①✝❆✿❋❘➏✟❋❘➏❁◆❾❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆→❀✰◆▼✾❁s❈❍❑❋✴➜
〈Q(r)〉U0 = e[ρ(x) − ρ]
➝➂➠✑✏②✯⑥➺
✁
➥
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hcl,W (r, r
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➇
〈Q(r)Q(r′)〉U0 − 〈Q(r)〉U0〈Q(r′)〉U0 = e2 [ρ(x)ρ(x′)hcl,W (r, r′) + ρ(x)δ(r− r′)] .
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e[ρ(x′′)− ρ] ✼✿✾❁❀
eφW (r, r
′) ≡ evCW (r, r′) +
∫
dr′′hcl,W (r, r′′)eρ(x′′)vCW (r′′, r′).
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hcl,MFW (r, r
′) ≡ −βe2φMFW (r, r′). ➝➌➠✑✏➁✯♣➺✓✱✖➥
✟✹➏✻✺❁s❴❋❘➏❁◆✈✇✽◆➈✼❷✾➓✱ ➉✷◆❙▲❖❀❾❋■❆✿❋■✼✿▲⑩P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍➧✼✿▲
φMFW (r, r
′)
❍❑s❭❋❘➏❁◆❃s❈❆✖▲❖✺➓❋■❍❖❆✿✾→❆❷➀❁❋■➏❁◆✉❍❖✾⑩❋❘◆▼④✖❇❘✼✿▲⑩◆▼✸✻✺✷✼❷❋❘❍❖❆✖✾✵❀❁◆▼❇❈❍❑③✿◆▼❀
➀➂❇❘❆✿✇ ❋■➏✰◆→❏❙❆✖✇②①❁❍❑✾✷✼❷❋❘❍❖❆✖✾➆❆✿➀❥➝➌➠✑✏➁✯♣➺
➚
➥❥✼✿✾❁❀ ➝➌➠✑✏➁✯♣➺✓✱✖➥q➇
φMFW (r, r
′) = vCW (r, r′)− βe2
∫
dr′′ρ(x′′)φMFW (r, r′′)vCW (r′′, r′).
➝➌➠✑✏➁✯ ✴✿➤✖➥
✟✹➏❁◆➎❏▼❆✖✇②①✰❍❖✾✷✼❷❋❘❍❖❆✖✾✌❆✿➀➆➝➂➠✑✏②✯✵✴✿➤⑩➥ ☞⑤❍➅❋■➏ ❋■➏❁◆➎➦➩❆✖❍❖s❈s❘❆✖✾↕◆▼✸✻✺✷✼❚❋■❍❖❆✿✾✏➝➂➠✑✏②✯➅➵♠➥✒s■✼❷❋❘❍❖s●➉✷◆▼❀ ①⑩➜
vCW
➝✖☞⑤❍❑❋❘➏
❋■➏✰◆✵❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼s❘P✝❆✖✾❁❀✰❍❖✾❁④➄①❹❆✖✺✰✾❁❀✷✼✿❇●➜✫❏❙❆✖✾❁❀❁❍➅❋■❍❑❆✖✾❁s❽➥❃s❈➏❁❆ ☞⑤s❊❋■➏❁✼❷❋
φMFW (r, r
′)
❍❑✾✫❋❘➏❁◆✵❏▼✼✿s❘◆✵❆✿➀❳❋❘➏❁◆②❄❃❆✿✺❁▲❖❆✖✇➁①
P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍➧✼✿▲❼❍❖s❥❋■➏✰◆→s❈❆✖▲❖✺➓❋■❍❖❆✿✾➆❆✿➀❩❋❘➏❁◆❾▲❖❍❑✾❁◆➈✼✿❇❈❍☞☎❙◆▼❀➯➦❩❆✿❍❖s❘s❈❆✖✾➓✱✸✂❃❆✖▲❑❋✆☎▼✇➄✼✿✾❁✾➆◆❙✸❉✺❁✼❷❋■❍❑❆✖✾
∆r′φMFW (r, r
′)− κ2(x′)φMFW (r, r′) = −4πδ(r− r′) ➀➂❆✖❇ x′ > 0. ➝➌➠✑✏➁✯ ✴❉➵♠➥
☞⑤❍❑❋❘➏
κ(x′) ≡
√
4πβρ(x′)e2.
➝➌➠✑✏➁✯ ✴✖➡✿➥
φMFW
❆✖①✝◆❙➜❉s❭❋■➏❁◆❧s❘✼✿✇✽◆❧①❹❆✖✺✰✾❁❀✷✼✿❇●➜➋❏▼❆✖✾✰❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾❁s✣✼✿s
vCW
➇➈①✝◆▼❏➈✼❷✺❁s❘◆✉❍❑❋✙❍❑s❭✼✿▲❖s❈❆⑤✼✿✾❾◆▼▲❑◆▼❏❙❋❘❇❘❆✖s●❋❽✼❷❋❘❍❖❏❧P✝❆✿❋■◆❙✾⑩❋■❍➧✼❷▲➍✯
✁➓❍❑✾❁❏▼◆
vCW (r, r
′) = vCW (r′, r)
➇❁✼✿❏▼❏❙❆✖❇❘❀❁❍❑✾❁④②❋■❆✽✶❊P✰P❹◆❙✾❁❀❁❍➅➑➆✶➁➇✰❋❘➏❁◆✵❄❃❆✖✺❁▲❖❆✿✇②①➯✇➄◆▼✼✿✾➓✱ ➉❁◆▼▲❖❀✒➀➂❇❈◆▼◆❾◆▼✾✰◆▼❇❘④❷➜
❋❽✼ ✫✿◆▼s⑤❋■➏✰◆→④✿◆▼✾❁◆❙❇■✼✿▲✣➀➂❆✖❇❈✇
F
(1)
elect,W [qi] =
∫
dr
∫
dr′qi(r)vCW (r, r′)e[ρ(x′)− ρ] + F (1)elect,MFW [qi] +O(q3i ),
➝➌➠✑✏➁✯ ✴✿➸✖➥
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
O(q3i )
❀❁◆❙✾❁❆✿❋❘◆▼s⑨✼➃❋❘◆▼❇❈✇ ❆✿➀❩❆✖❇❘❀❁◆❙❇
q3i
✼✿✾❁❀➯❋■➏✰◆→❏❙❆✖✾⑩❋■❇❈❍❖①❁✺✰❋❘❍❖❆✖✾➆❆❷➀❴❆✖❇❈❀❁◆▼❇
q2i
❇❈◆➈✼✿❀✰s
F
(1)
elect,MFW [qi] ≡
1
2
∫
dr
∫
dr′qi(r) [φMFW (r, r′)− vCW (r, r′)] qi(r′). ➝➌➠✑✏➁✯ ✴❷➺⑩➥
✶❥❋⑤❋■➏❁◆❾▲❑❆ ☞✈◆▼s●❋⑨❆✖❇❘❀❁◆❙❇⑤❍❖✾
q
➇❁❋■➏❁◆❾✇✽◆➈✼✿✾➓✱➍➉✷◆▼▲❑❀✒③❷✼✿▲❖✺❁◆➋❆❷➀
Φelect[q1, q2]
❀❁◆❙➉❁✾❁◆▼❀✫❍❖✾➎➝➌➠✑✏➁✯➢➸ ✴✖➥❥❍❖s
Φelect,MFW [q1, q2] =
∫
dr
∫
dr′q1(r)φMFW (r, r′)q2(r′)
➝➌➠✑✏➁✯ ✴ ✴✿➥
✶❊✾②◆➒➑❉❋■❇■✼❊✼✿s❘s❈✺❁✇➄P➓❋■❍❖❆✿✾➁❏➈✼❷✾②①❹◆✈P❹◆❙❇❈➀➂❆✖❇❈✇➄◆❙❀➁❍❑✾✵❋■➏✰◆ ☞❃◆▼✼ ✫✖✱✴❏❙❆✖✺❁P❁▲❑❍❖✾❁④r▲❖❍❖✇✽❍❑❋
Γ≪ 1 ❆✿➀✷❋❘➏❁◆❃❏❙❆✖✺❁▲❖❆✿✇②①❁❍❖❏
✇✽◆➈✼✿✾➓✱➍➉✷◆▼▲❑❀➛✼✿P❁P✰❇❘❆➈➑➓❍❖✇➄✼❷❋■❍❑❆✖✾ ✄♣✮✖✼✿✾
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➡❷✼ ✆➨➊❹❋■➏✰◆❿P❁❇❘❆✿➉❁▲❖◆➁❀✰◆▼✾❁s❈❍❑❋✴➜
ρ(x)
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③❷✼✿▲❖✺✰◆
ρ
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φMFW
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φDW
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φDW
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φMFW
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Γ
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φDW
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❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋✴➜⑦❍❑s✈❆✿➀✣❆✖❇❘❀❁◆❙❇
Γ3/2× [φDW (r, r′)− vCW (r, r′)] ✯❉➠✴✾❁❀❁◆❙◆▼❀✣➇✰✼✿❏▼❏❙❆✖❇❘❀✰❍❖✾❁④→❋■❆➆➝➂➠✑✏②✯✵✴✿➤⑩➥➒➇ φMFW −φDW
❍❖s✈❆✿➀❭❆✖❇❈❀❁◆▼❇ −βe2 ∫ dx′′[ρ(x′′)− ρ]φDW (r, r′′)vCW (r′′, r′) ☞⑤➏❁◆▼❇❈◆ φDW s■✼❚❋■❍❖s●➉✷◆▼s➋➝➌➠✑✏②✯✵✴✿➤⑩➥☛☞⑤❍❑❋❘➏ ρ(x′′)
❇❘◆❙P❁▲➧✼❷❏▼◆▼❀➆①⑩➜
ρ
➇ ☞⑤➏✰❍❖▲❖◆⑨❋■➏❁◆❊❇❘◆▼▲❖✼❷❋■❍➅③✖◆r❏▼❆✖❇❈❇❘◆▼❏q❋■❍❑❆✖✾
[ρ(x)− ρ]/ρ ❀❁◆▼❇❈❍❑③✖◆❙❀➆➀➂❇❘❆✖✇ φDW ❋❘➏❁❇❘❆✖✺✰④✖➏⑦❋■➏✰◆ ✂ ☎✁ 
◆▼✸✻✺✷✼❚❋■❍❖❆✿✾✟P✰❇❘❆❢③✖◆❙s⑨❋❘❆➄①✝◆➋❆✖✾❁▲➅➜✒❆✿➀❴❆✖❇❘❀❁◆❙❇
Γ3/2
✄♣✮✖✼✿✾
➚
➡✿✼ ✆➍➇
ρ(x)− ρ = ρ× O(Γ3/2). ➝➌➠✑✏➁✯ ✴ ✁ ➥
➝ ✟✹➏✰◆❿▲➧✼❷❋❈❋■◆▼❇⑨❇❘◆❙s❘✺❁▲➅❋➋❏➈✼❷✾➐✼✿▲❖s❈❆⑦①✝◆②❇❘◆▼✼✿❀❁❍❖▲➅➜✟❍❖✾✰➀➂◆❙❇❘❇❘◆❙❀➞➀➂❇❘❆✿✇ ❋❘➏❁◆②①✷✼✿▲❖✼✿✾❁❏❙◆➁①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆▼✾➐❋■➏✰◆ ✫✻❍❖✾❁◆q❋■❍❖❏✵◆▼✾❁◆❙❇❘④✿➜
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ρkBT
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(1/ξB)
3 ∝ ρΓ3/2 ➝➌s❈◆▼◆⑦➝➌➠✑✏②✯⑥➺ ✴✖➥❈➥q✯➢➥ ✧❊✼✿▲➅➀➧✱✴❍❑✾✻❋❘◆▼④✖◆❙❇❥P✝❆ ☞✈◆▼❇❈sr❍❑✾✟❋❘➏❁◆❾❏▼❆✖✺✰P❁▲❖❍❑✾❁④❿❏▼❆✖✾✰s❈❋❽✼❷✾✻❋ Γ ✼✿❇❈❍❖s❈◆↔➀➂❇❘❆✖✇
s❘❏❙❇❘◆❙◆▼✾❁❍❑✾❁④➄❏❙❆✖▲❖▲❑◆▼❏q❋■❍❑③✿◆➋◆❙❸❹◆▼❏q❋■s▼✯
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r
✼✿✾❁❀
r′
✼✿❇❈◆✿✯❁➠✴✾➆❋■➏✰◆
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x > 0
✼✿✾❁❀
x′ > 0
➇
φDW (x, x
′, |y|) = φDbulk(|r− r′|)
+
∫
d2k//
2π
e−ik//·y
1√
κ2 + k//
2
√
κ2 + k//
2 − εW |k//|√
κ2 + k//
2 + εW |k//|
× exp
[
−
√
κ2 + k//
2(x1 + x2)
]
.
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φDbulk(x, x
′,k//) = 2π
exp
[
−
√
κ2 + k//
2|x− x′|
]
√
κ2 + k//
2
.
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ei
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e
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−βF (1)elect,DW [qi] = O(Γ3/2).
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F
(1)
elect,DW [qi]
✼✿✾✰❀
Φelect,DW [q1, q2]
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D0W (ξ; x)
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D0
W
(ξ; x)
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F
(1)
αi,DW
(r1)
✼✿✾❁❀
F
(2)
α1α2,DW
(r1, r2)
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k//
✼❷✾❁❀➄❋❘➏❁◆❊s❈❍❖✾❁④✖✺✰▲➧✼✿❇❈❍❑❋✴➜➃✼❷❋✉▲❑❆ ☞✈◆▼s●❋
❆✖❇❈❀❁◆▼❇⑤❍❖✾ |k//| ❇❈◆➈✼✿❀✰s
−4π|k//| × εW e
−κ(x1+x2)
κ2
.
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➸➃❍❑✾ ✂⑨◆q➀➟✯ ✄✞☎ ✁
✁
➺ ✆❡➥➒➇
φDW (x1, x2, |y|) ∼
y→∞
2
y3
εW
e−κ(x1+x2)
κ2
.
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elect[qi]
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elect,DW [qi]
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Φelect
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felect,DW(x1, x2; εW)
➇
felect(x1, x2; εW ) = felect,DW (x1, x2; εW )×
{
1 +O
(
Γ1/2
)}
.
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➚
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➺⑩➥q➇
felect,DW (x1, x2; εW ) = −βe1e2 2εW
κ2
∫ 1
0
ds1
∫ 1
0
ds2
∫
DDW (ξ1; x1)
∫
DDW (ξ2; x2)
exp
{
−κ(x1 + λ1[ξ1(s1)]x + x2 + λ2[ξ2(s2)]x)
}
➝➌➠✑✏➁✯
✁ ✁
➥
➠✴✾✭➝➌➠✑✏➁✯
✁ ✁
➥✉❋■➏❁◆➋✇✽◆➈✼❷s❘✺❁❇❈◆↔❍❖✾✒❋❘➏❁◆ ☞❃◆▼✼ ✫⑦❏❙❆✖✺❁P❁▲❑❍❖✾❁④➁▲❖❍❖✇✽❍❑❋▼➇
DDW
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elect[qi]
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εW
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εW 6= 1 ➇ F (1)elect,DW [qi]
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1/xi
➇ ☞⑤➏✰◆▼✾
xi
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εW = 1
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➝➌➠✑✏➁✯
✁
➤⑩➥❃④✖❍❑③✿◆▼s
φDW (x1, x2, |y|)|εW=∞ = φDbulk(|r1 − r2|)− φDbulk(|r1 − r⋆2|)
➝➌➠✑✏➁✯
✁
✕✿➥
➀➂❆✖❇
x1 > 0
✼✿✾❁❀
x2 > 0
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(1)
elect,DW [qi]
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xi
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  ✁
     
− β
∫
DDW (ξ1; x1)
∫
DDW (ξ2; x2) Φelect,DW [q1, q2]|εW=∞
∼
y→∞
−2βκe1e2
[
x1 + λ1
∫ 1
0
ds
∫
DDW (ξ1; x1)[ξ1]x(s)
]
×
[
x2 + λ2
∫ 1
0
ds
∫
DDW (ξ2; x2)[ξ2]x(s)
]
× e
−κy
y2
.
➝➌➠✑✏➁✯
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Φelect,DW
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elect,W [qi]
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Γ1/2
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βF
(1)
elect,W [qi] = βF
(1)
cl,W (ei; xi) +
[
βF
(1)
elect,DW [qi]− βF (1)cl,DW(ei; xi)
]
× [1 +O (Γ1/2)] . ➝➌➠✑✏➁✯ ✁ ✱✖➥
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βκe2 = O(Γ3/2)
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κλi
❋■✼ ✫✿◆❙s⑨❋❘➏❁◆➋➀➂❆✖❇❘✇✟➇
βF
(1)
elect,DW [qi] = βF
(1)
cl,DW (ei; xi) + Γ
3/2 ×
{ ∞∑
n=1
(κλi)
nCn[ξi; κxi],
}
.
➝➌➠✑✏➁✯✥✕✿➤✖➥
✁➓✺❁①✰s❘◆▼✸✻✺❁◆❙✾⑩❋■▲❑➜✿➇❼✼❷❏▼❏▼❆✿❇❘❀❁❍❑✾❁④❿❋■❆✫➝➌➠✑✏➁✯
✁
✱✖➥q➇
βF
(1)
elect,W [qi] = βF
(1)
cl,W (ei; xi) +O
(
Γ3/2κλi
)
➝➌➠✑✏➁✯✥✕➓➵❢➥
✁➓❍❑✾❁❏▼◆➁❋❘➏❁◆❿❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏▼✼✿▲❩➀➂❇❈◆▼◆❿◆▼✾✰◆▼❇❘④✿❍❖◆▼s❊❀❁❆➯✾❁❆✿❋➋❀❁◆❙P❹◆❙✾❁❀➐❆✖✾➲❋■➏✰◆❿s❘➏✷✼✿P✝◆
ξi
①⑩➜➞❏▼❆✖✾❁s●❋■❇❈✺❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾➐❆✿➀❺❋■➏✰◆
κλi
✱
◆q➑➓P✷✼❷✾❁s❘❍❑❆✖✾✣➇❴❋❘➏❁◆➯✾❁❆✖❇❘✇➄✼✿▲❑❍☞☎▼◆❙❀➽✇✽◆➈✼✿s❈✺❁❇❘◆❙s
DW (ξ; x)
✼✿✾❁❀
DDW (ξ; x)
❋❘◆▼✾❁❀✜❋■❆➲❋❘➏❁◆➯✾❁❆✖❇❘✇➄✼✿▲❑❍☞☎▼◆❙❀ ➀➂❇❘◆❙◆
③❷✼✿▲❖✺✰◆
D
0
W (ξ; x)
☞⑤➏❁◆❙✾
κλi
③❷✼✿✾❁❍❑s❘➏❁◆❙s▼➇
DDW (ξ; x) = D
0
W
(ξ; x)
[
1 +O
(
Γ3/2 (κλi)
)]
,
➝➌➠✑✏➁✯✥✕✖➡✿➥
✼✿s ☞✈◆▼▲❖▲❭✼❷s
DW (ξ; x) = D
0
W (ξ; x)
[
1 +O
(
Γ3/2 (κλi)
)]
,
➝➌➠✑✏➁✯✥✕✿➸✖➥
☞⑤❍❑❋❘➏
D
0
W
(ξ; x) =
D0
W
(ξ; x)
1− exp[−2(x/λ)2]
➝➌➠✑✏➁✯✥✕❷➺⑩➥
✼✿❏❙❏▼❆✖❇❈❀❁❍❖✾❁④❿❋❘❆➞➝➂➠✑✏②✯➢➡✖✕✖➥➒✯
✁➓✺❁①❁s❈◆▼✸✻✺❁◆❙✾✻❋❘▲❑➜✿➇❴s❘❆✿✇➄◆➃P✷✼❷❋❘➏ ❍❑✾✻❋❘◆▼④✖❇❘✼✿▲❖s➋❏▼✼✿✾ ①✝◆➃P❹◆❙❇❈➀➂❆✖❇❈✇➄◆❙❀✭◆➒➑➓P❁▲❖❍❑❏▼❍❑❋❘▲❑➜✿✯ ✟✹➏❁❍❖s❾❍❑s❾❋❘➏❁◆✽❏➈✼✿s❈◆➄➀➂❆✖❇➋❋■➏✰◆
➉✷❇❈s❈❋⑤✼✿✾✰❀✒s❘◆❙❏▼❆✖✾❁❀➆✇✽❆✖✇✽◆▼✾⑩❋■s✈❆✿➀✙❋■➏✰◆❊➀➂❇❘◆❙◆❊✇✽◆➈✼✿s❈✺❁❇❘◆
D
0
W (ξ; x)
✼✿s ☞❃◆❙▲❖▲❼✼✿s✈➀➂❆✖❇✉❋■➏❁◆❙❍❖❇✉❍❖✾⑩❋■◆❙④✖❇■✼❷▲❖s✉❆♠③✿◆▼❇❥❋❘➏❁◆
P✷✼✿❇❘✼✿✇✽◆❙❋■◆❙❇
s
✯❅♥❭◆q❋⑤✺❁s⑤❍❖✾⑩❋■❇❈❆➓❀✰✺❁❏▼◆➋❋■➏✰◆→✾✰❆✿❋❽✼❷❋❘❍❖❆✖✾✰s
µ(1)(xi/λi) ≡
∫ 1
0
ds
∫
D
0
W (ξi; xi)[ξi(s)]x
➝➌➠✑✏➁✯✥✕ ✴✿➥
✼✿✾❁❀
µ(2)(xi/λi) ≡
∫ 1
0
ds
∫
D
0
W
(ξi; xi) ([ξi(s)]x)
2 ,
➝➌➠✑✏➁✯✥✕
✁
➥
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆❧❋■➏❁◆❺❀❁◆❙P❹◆❙✾❁❀❁◆❙✾❁❏▼◆✈✺❁P❹❆✿✾
λi
✼✿❇❈❍❖s❘◆❙s✣➀➂❇❘❆✖✇ ❋■➏❁◆❺✇✽◆➈✼✿s❈✺❁❇❘◆
D
0
W (ξi; xi)
✯♠❂✷❆✖❇❼❋■➏✰◆✉s❘✼ ✫✿◆❺❆✿➀➓❏▼❆✿✾❁❏▼❍❑s❘◆▼✾✰◆▼s❘s❙➇
☞✈◆✵s❈◆❙❋
x˜ ≡ x/λ ✯✷✶✹❏❙❏▼❆✖❇❈❀❁❍❖✾❁④❿❋❘❆➄✶rP❁P❹◆❙✾❁❀❁❍ ➑☛✂❊➇
µ(1)(x˜) =
√
π
2
x˜2 Erfc(
√
2x˜)
[1− exp(−2x˜2)] ,
➝➌➠✑✏➁✯✥✕✖✕✿➥
✼✿✾❁❀
µ(2)(x˜) =
1
6
+
(2/3)x˜2e−2  x
2 −√2π x˜3 Erfc(√2x˜)
[1− exp(−2x˜2)] ,
➝➌➠✑✏➁✯✥✕
➚
➥
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆❾❋■➏❁◆❾❏▼❆✿✇➄P❁▲❑◆▼✇✽◆▼✾⑩❋❽✼❷❇❈➜➄◆▼❇❘❇❈❆✖❇✹➀➂✺❁✾❁❏q❋■❍❖❆✿✾✟❍❑s✹❀❁◆❙➉❁✾❁◆▼❀➞✼✿s
Erfc(u) ≡ 1− 2√
π
∫ u
0
dt exp[−t2]. ➝➌➠✑✏➁✯✥✕✙✱✖➥
✟✹➏❁◆❙s❘◆❿◆q➑➓P❁❇❈◆▼s❈s❘❍❖❆✿✾❁s➋➀➂❆✖❇
µ(1)(x˜)
✼❷✾❁❀
µ(2)(x˜)
❀❁❆⑦❋❘◆▼✾❁❀➛❋■❆➄❋■➏❁◆❙❍❖❇❊❇❈◆▼s❈P❹◆❙❏❙❋■❍➅③✖◆❿①❁✺✰▲ ✫➯③✿✼❷▲❖✺❁◆❙s
0
✼✿✾❁❀
1/6
☞⑤➏❁◆❙✾
x˜
④✖❆❉◆▼s❺❋■❆➁❍❑✾✰➉✷✾❁❍➅❋✴➜✖✯✫✂❃◆❙s❘❍❖❀✰◆▼s✈❋❘➏❁◆❙➜➃❋■✼ ✫✿◆❊❋❘➏❁◆▼❍❑❇❺✇⑦✼❚➑➓❍❑✇②✺❁✇✏③❷✼✿▲❑✺❁◆▼s✈✼❷❋✉❋■➏❁◆r❆✖❇❘❍❑④✖❍❖✾✣➊
µ(1)(x˜ = 0) =√
π/(2
√
2)
✼✿✾✰❀
µ(2)(x˜ = 0) = 1/2
✯
❻❳③✖◆▼✾⑩❋❘✺✷✼✿▲❖▲➅➜✖➇ ☞✈◆❊④✖◆q❋❃◆➒➑✰P✰▲❖❍❖❏❙❍❑❋❧➀➂❆✖❇❈✇②✺❁▲❖✼✿s❳➀➂❆✖❇❺❋■➏❁◆
1/y3
❋■✼✿❍❖▲❑s❧❍❖✾➃❋■➏❁◆⑨❀❁❆✖✺✰①❁▲❖◆⑤◆q➑➓P✷✼❷✾❁s❘❍❑❆✖✾
Γ≪ 1 ✼✿✾❁❀
κλi ≪ 1 ✯❼✶✹❏▼❏❙❆✖❇❘❀✰❍❖✾❁④✒❋❘❆➎➝➌➠✑✏②✯✦✕✿➸⑩➥➒➇❹❋❘➏❁◆②P❁✺❁❇❈◆▼▲➅➜➲✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺✰✇ ❋■◆❙❇❘✇ ❇❘◆➈✼❷❀❁s fω = f ∗ω
[
1 +O
(
Γ3/2κλi
)]
➇
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
f ∗ω
❍❑s✹④✖❍❑③✿◆▼✾➯①⑩➜✭➝➌➠✑✏➁✯♣➺✻➡✿➥ ☞⑤❍❑❋■➏
D
0
W (ξ; x)
❍❑✾➯P❁▲➧✼✿❏❙◆➋❆✿➀
DW (ξ; x)
✯ ✟✹➏✰◆✵❇❈◆▼s❘✺✰▲❑❋⑤❍❖s
  ✁
     
f ∗ω(x1, x2; εW ) = −βe1e2
2εW
1 + εW
λ1λ2A
∗(x˜1, x˜2)
➝➌➠✑✏➁✯
➚
➤✖➥
☞⑤❍❑❋❘➏
A∗(x˜1, x˜2) = a(x˜1; x˜2) + a(x˜2; x˜1)
✼✿✾✰❀
a(x˜1; x˜2) =
{
Erfc(
√
2x˜1)
[(
1
6
+
√
π
2
x˜1 +
2
3
x˜21
)
e−2  x
2
2 − π
4
x˜1x˜2Erfc(
√
2x˜2)
]
−1
3
e−2(  x
2
1+  x
2
2)
(√
2
π
x˜1 + 1
)
+
√
2
π
x˜1
∫ ∞
1
du
√
u2 − 1
u
e−2  x
2
1u
2
Erfc(
√
2x˜2u)
−1
3
√
2
π
x˜1e
−2(  x21+  x22)
∫ ∞
0
du
u3
(u2 + 1)
3
2
e−2  x
2
1u
2
Erfc(
√
2x˜2u)
}
×x˜1x˜2 1
[1− exp(−2x˜21)][1− exp(−2x˜22)]
.
➝➌➠✑✏➁✯
➚
➵❢➥
✄✭◆↔✾❁❆✿❋❘❍❖❏▼◆⑨❋■➏✷✼❚❋
f ∗ω(x1, x2; εW )
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ωα1α2
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④✖❍➅③✖◆▼✾⑦①✻➜➃❋❘➏❁◆↔❂✷◆❙➜❉✾❁✇➄✼✿✾➓✱  ❾✼✿❏⑨➀➂❆✿❇❘✇②✺❁▲❖✼⑦➝➂➠✑✏②✯➢➡❷➺✻➥❧◆❙③✿◆▼✾➆❍❖✾✽❋■➏❁◆❊✼✿①❁s❈◆▼✾❁❏❙◆↔❆✿➀❭❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏▼✼✿▲❅P❁▲➧✼✿s❈✇⑦✼→✼✿✾❁❀
f ∗ω
❍❑s
✼ ☎❙◆▼❇❘❆❚✱✴❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋✴➜⑦▲❑❍❖✇✽❍❑❋❺❍❖✾✽❋■➏❁◆❊s❘◆▼✾✰s❘◆↔❋■➏❁✼❷❋
λi ≪ ξB ✯ ✟✹➏❁◆➋s❘✇➄✼✿▲❑▲➅✱ x˜1 ◆q➑➓P✷✼❷✾❁s❘❍❑❆✖✾✒❆✿➀ A∗(x˜1, x˜2) ❍❖✾⑩③✖❆✿▲❑③✖◆❙s
❆✖✾❁▲➅➜✜◆❙③✿◆▼✾↕P❹❆ ☞✈◆▼❇❈s✒❆✿➀
x˜1
✯ ✄↕➏❁◆▼✾ ①✝❆✿❋❘➏
x˜1
✼✿✾❁❀
x˜2
❋■◆▼✾✰❀★❋■❆ ☎❙◆▼❇❈❆❁➇
A∗(x˜1, x˜2)
❋■◆❙✾❁❀❁s⑦❋❘❆✬✼➎➉❁✾❁❍❑❋❘◆
❏▼❆✿✾❁s❈❋■✼✿✾⑩❋➈✯❅❂✷❆✖❇⑤✼②➉✰➑➓◆▼❀
x˜2
A∗(x˜1, x˜2) ∼
 x1→∞
1
12
x˜1e
−2  x21 x˜2α(x˜2)
➝➌➠✑✏➁✯
➚
➡✿➥
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
α(x˜2) ∼ exp(−2x˜22)
☞⑤➏❁◆❙✾
x˜2
❍❖s⑤✼✿▲❑s❘❆➃s❘◆❙✾✻❋⑨❋■❆✽❍❖✾➓➉✷✾❁❍❑❋✴➜✿➇ ☞⑤➏❁❍❑▲❖◆
x˜2α(x˜2)
❇❘◆▼✇➄✼✿❍❑✾❁s❥➉✷✾❁❍➅❋■◆➋❍❑➀
x˜2
③❷✼✿✾❁❍❑s❘➏❁◆❙s▼✯
✄✔✽ ✔✄✂✣✔   ✠ ✬ ✤✧✢ ✤✧✢✝✄ ✮✯✤ ★✒✍ ✮✯✢✝☛ ✤✧✢ ✦✰★✒✆ ✢
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✁
✴✖➥➒➇❁❋■➏❁◆➋❋■✼✿❍❖▲
felect
❍❑s⑨❏▼✼✿▲❖❏❙✺❁▲➧✼❚❋■◆▼❀➯❆✖✾✰▲❑➜➆✼❚❋⑨❋❘➏❁◆❾▲❖◆▼✼✿❀❁❍❖✾✰④✽❆✿❇❘❀❁◆❙❇⑨❍❑✾
Γ
➇ ☞⑤➏✰◆▼❇❘◆→❍❑❋
❍❖s❃◆▼✸✻✺✷✼✿▲❼❋❘❆
felect,DW
➇ ☞⑤❍❑❋❘➏➯✼②❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘❍❑③✖◆❊❏▼❆✖❇❈❇❘◆▼❏q❋■❍❑❆✖✾➆❆✿➀➩❆✖❇❘❀✰◆▼❇
Γ1/2
✯ ✓✫❆✿❇❘◆▼❆❢③✿◆▼❇▼➇❅✼❷❏▼❏▼❆✿❇❘❀❁❍❑✾❁④②❋■❆✟➝➂➠✑✏②✯✦✕✖➡✖➥q➇
❋■➏✰◆
κλi
✱✴◆➒➑✰P❁✼✿✾❁s❘❍❑❆✖✾❁s✉❆✿➀
felect,DW
❀❁◆▼❇❈❍❑③✖◆❙❀⑦➀➂❇❘❆✿✇ ➝➌➠✑✏②✯
✁ ✁
➥❳✇②✺✰s❈❋✈①❹◆r✇⑦✼✿❀✰◆⑨✺✰P➄❋■❆➁✼✿✾⑦❆✿❇❘❀❁◆❙❇✈▲❑❆ ☞✈◆▼❇❺❋■➏❁✼✿✾
Γ3/2κλi
➝➂➀➂❆✖❇
i = 1, 2
➥ ☞⑤➏❁❍❑❏❽➏➽❍❖s❾❋■➏✰◆⑦❆✖❇❈❀❁◆▼❇→❆✿➀❥❋❘➏❁◆⑦❇❈◆▼▲➧✼❚❋■❍❑③✿◆➃❏▼❆✖❇❈❇❘◆▼❏q❋■❍❑❆✖✾✭❋❘➏✷✼❷❋✵❍❖s→✾❁◆▼④✖▲❑◆▼❏q❋■◆▼❀ ❍❖✾✭❋❘➏❁◆
◆q➑➓P❁❇❈◆▼s❈s❘❍❖❆✿✾✧➝➌➠✑✏➁✯✥✕✿➡✖➥②❆✿➀
DDW
✯✒✗⑨✾❁❀❁◆▼❇➃❋■➏✰◆✟◆➒➑❉❋■❇■✼✭✼✿s❘s❈✺❁✇✽P✰❋■❍❑❆✖✾➼❋❘➏✷✼❷❋
Γ1/2 ≪ (κλi)2 ≪ 1 ➇ ☞⑤➏❁❍❖❏❽➏
❍❖✇✽P❁▲❑❍❖◆▼s✉❋■➏✷✼❚❋
Γ3/2 ≪ κλ ➇✰❋❘➏❁◆ κλi ✱ ◆q➑➓P✷✼✿✾❁s❈❍❖❆✖✾✰s⑨❆❷➀ felect,DW ✺❁P➆❋■❆❿❋■➏✰◆→s❈◆▼❏❙❆✖✾❁❀➞❆✿❇❘❀❁◆❙❇✹❍❖✾❁❏❙▲❖✺❁❀❁◆❙❀➯④✖❍❑③✿◆
❋■➏✰◆→◆➒➑➓P✷✼✿✾❁s❈❍❖❆✖✾✟❆✿➀➩❋■➏❁◆❾◆q➑✰✼✿❏q❋⑤③✿✼❷▲❖✺❁◆➋❆✿➀
felect
✺❁P➯❋■❆✽✼➃❋❘◆▼❇❈✇
o (κ2λ2i )
❆✿➀❩❆✖❇❈❀❁◆▼❇⑤➏❁❍❑④✖➏❁◆▼❇❥❋❘➏✷✼✿✾
κ2λ2i
➇
felect = f
∗
elect,DW
[
1 + o
(
κ2λ2i
)]
➝➌➠✑✏➁✯
➚
➸✖➥
✟✹➏❁◆✒❋❘➏❁❇❘◆❙◆✟❏❙❆✖✾❁❀❁❍➅❋■❍❑❆✖✾❁s
Γ ≪ 1 ➇ κλi ≪ 1 ✼❷✾❁❀ Γ1/2 ≪ (κλi)2 ❏▼❆✖❇❈❇❘◆▼s❈P❹❆✿✾❁❀✬❋■❆➲❋■➏✰◆➆➏❁❍❖◆❙❇■✼✿❇❈❏❽➏✻➜ ❆✿➀
▲❖◆❙✾❁④✿❋❘➏✟s❈❏➈✼✿▲❑◆▼s
a
ξB
≪
(
λi
ξB
)2
≪ 1. ➝➌➠✑✏➁✯ ➚ ➺✻➥
✟✹➏❁❍❑s⑨❍❑✇➄P✰▲❖❍❖◆❙s✈❋❘➏✷✼❷❋
a≪ λi ≪ ξB ✯❁➠✴✾➽➝➂➠✑✏②✯ ➚ ➸⑩➥
f ∗elect,DW (x1, x2; εW ) = fcl,DW (x1, x2; εW ) + f
∗
diff,DW (x1, x2; εW ).
➝➌➠✑✏➁✯
➚
✴✿➥
fcl,DW/y
3 ➇ ☞⑤➏❁❍❑❏❽➏ ❏❙❆✖❍❖✾✰❏▼❍❖❀✰◆▼s ☞⑤❍❑❋❘➏✜❋❘➏❁◆➆③❷✼✿▲❖✺❁◆✭➝➂➠✑✏②✯ ✁ ✁ ➥➁❆✿➀ felect,DW/y
3 ☞⑤➏✰◆▼✾ λi = 0
➇❧❍❖sr➔❈✺❁s●❋➄❋❘➏❁◆
❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏▼✼✿▲
1/y3
❋❽✼✿❍❑▲❼❍❑✾➯❋❘➏❁◆→➫❊◆▼①⑩➜✿◆②✼✿P❁P✰❇❘❆➈➑➓❍❖✇➄✼❷❋■❍❑❆✖✾✣➇
fcl,DW (x1, x2; εW ) = −βe1e2 2εW
κ2
e−κ(x1+x2).
➝➌➠✑✏➁✯
➚ ✁
➥
✟✹➏❁◆✵s❘❆❷✱ ❏➈✼✿▲❑▲❖◆▼❀✟❀❁❍➅❸❼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾✟❏▼❆✖❇❈❇❘◆❙❏❙❋■❍❑❆✖✾
f ∗diff,DW
❏▼❆✖❍❑✾❁❏▼❍❑❀❁◆▼s ☞⑤❍❑❋❘➏✫❋■➏✰◆➁s❘✺✰✇ ❆❷➀❳❋■➏❁◆→➉✷❇❘s●❋❊❋✓☞✈❆⑦❋■◆❙❇❘✇✽s❊❍❑✾
❋■➏✰◆
κλi
✱ ◆q➑➓P✷✼✿✾❁s❈❍❖❆✖✾✟❆✿➀❥➝➌➠✑✏➁✯
✁ ✁
➥ ☞⑤➏❁◆▼✾
DDW (ξ; x)
❍❖s⑤❇❘◆❙P❁▲➧✼❷❏▼◆▼❀➯①⑩➜
D
0
W
(ξ; x)
➇
f ∗diff,DW(x1, x2; εW ) =fcl,DW (x1, x2; εW )×
{
− κλ1µ(1)(x˜1)− κλ2µ(1)(x˜2) ➝➂➠✑✏②✯ ➚ ✕✖➥
+κ2
[
λ21
2
µ(2)(x˜1) + λ1λ2µ
(1)(x˜1)µ
(1)(x˜2) +
λ22
2
µ(2)(x˜2)
]}
➝➂➠✑✏②✯
➚✖➚
➥
✟✹➏❁◆❾s❘❍❑④✖✾❁s⑤❆✿➀➩❋■➏❁◆❙s❘◆→❏▼❆✖❇❈❇❘◆❙❏❙❋■❍❑❆✖✾❁s✹❀❁◆❙P❹◆❙✾❁❀➞❆✿✾➯❋❘➏❁◆❾❆✖❇❘❀✰◆▼❇⑤❍❖✾
κλi
✯
✄✔✽ ✔✄✂✣✔✁  ✟ ✬ ✆ ✪☎✠ ✤ ★ ✄ ✬✰✛ ✬ ✂ ✮  ✣✢✫✮ ✠✘★✙✱✒✄ ✂ ✤✧✬ ✆ ✁ ✠ ✤ ★✩✬ ✓☎✄ ✬ ✤ ★✩✦✂★✙✛☎✄
➠✴✾ ❆✖❇❘❀✰◆▼❇⑦❋❘❆✬❏▼❆✖✇✽P✷✼✿❇❈◆✫❋■➏✰◆➛✼✿✇✽P❁▲❖❍➅❋■✺❁❀❁◆❙s⑦❆✿➀➋❋❘➏❁◆➞③❷✼✿❇❈❍❖❆✖✺❁s✽❋❽✼✿❍❑▲❖s❙➇ ☞✈◆➲❏▼❆✿✾❁s❘❍❑❀❁◆▼❇✒❋❘➏❁◆▼❍❑❇➄③❷✼✿▲❖✺✰◆▼s⑦➀➂❆✖❇
λ1 = λ2 ≡ λ ✼✿✾❁❀⑦➀➂❆✖❇ x1 = x2 = x ✯✰♥✙◆❙❋❃✺❁s❃❀✰◆▼✾❁❆✿❋❘◆❊❋■➏✰◆❊✇➄✼❚➑➓❍❖✇②✺❁✇ ③✿✼❷▲❖✺❁◆⑨❆✿➀ fcl,DW ①⑩➜ maxcl,DW ≡
−βe1e22εW/κ2 ✯✷❂✷❆✖❇⑤✼✿✾⑩➜✒➉✷✾✰❍❑❋■◆↔③❷✼✿▲❑✺❁◆➋❆✿➀ εW ➇ ☞❃◆→❏▼❆✿✾❁s❘❍❑❀❁◆▼❇✹❋■➏✰◆→❇❘✼❷❋■❍❑❆✖s
f ∗elect,DW(x, x; εW )
maxcl,DW
= e−2κx
{
1− 2κλµ(1)(x˜) + (κλ)2
[
µ(2)(x˜) +
(
µ(1)(x˜)
)2]} ➝➌➠✑✏➁✯ ➚ ✱✖➥
✼✿✾❁❀
f ∗ω(x, x; εW )
maxcl,DW
= − (κλ)2 1
1 + εW
A∗(x˜, x˜)
➝➌➠✑✏➁✯✲✱✿➤⑩➥
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➚
➤✖➥❊✼✿✾❁❀➼➝➂➠✑✏②✯
➚
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Γ
✼✿✾❁❀
κλ
☞⑤❍❑❋■➏
Γ1/2 ≪ (κλ)2 ➇❅❋■➏✰◆
❇■✼❚❋■❍❖❆✟➝➂➠✑✏②✯✺✱✖➤⑩➥❃❀❁◆❙P❹◆❙✾❁❀❁s⑨❆✖✾❁▲➅➜✒❆✖✾
κλ
➝➨✼✿✾✰❀✫✾❁❆❷❋⑤❆✖✾
Γ
➥➒✯
✁➓❍❖✾✰❏▼◆
κλ ≪ 1 ➇✷❋■➏❁◆→❋■❆✿❋■✼✿▲❭❏▼❆❉◆  ✽❏▼❍❑◆▼✾⑩❋ f ∗(x, x; εW ) = f ∗elect,DW(x, x; εW ) + f ∗ω(x, x; εW )
✾❁◆➈✼✿❇❈▲❑➜
❏▼❆✿❍❖✾❁❏❙❍❖❀❁◆❙s ☞⑤❍❑❋❘➏➽❍❑❋❘s②❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏➈✼❷▲✉③❷✼✿▲❑✺❁◆
fcl,DW(x, x; εW )
✼❷❋➁❀❁❍❖s●❋❽✼✿✾❁❏❙◆▼s❿▲❖✼✿❇❘④✖◆❙❇✵❋❘➏✷✼✿✾✜✼➞➀➂◆ ☞ ❀❁◆☛✂✈❇❘❆✖④✖▲❑❍❖◆
☞❃✼❢③✿◆▼▲❑◆▼✾❁④✿❋❘➏❁s
λ
✼✿✾❁❀✭❍❑❋→➀➌✼✿▲❖▲❑s→❆❷❸ ◆➒➑➓P❹❆✖✾✰◆▼✾⑩❋■❍❖✼✿▲❖▲➅➜➲➀➌✼✿s❈❋➁❆❢③✖◆▼❇→❋■➏❁◆➄❀❁❍❖s●❋❽✼✿✾✰❏▼◆
ξB = 1/κ
✯❭✶❊▲❖▲❺✸✻✺✷✼✿✾⑩❋❘✺❁✇
❏▼❆✿❇❘❇❘◆❙❏❙❋❘❍❖❆✖✾❁s❴✼✿❇❘◆✈❏▼❆✖✾✰❏▼◆▼✾⑩❋❘❇■✼❷❋❘◆▼❀❿✾❁◆▼✼✿❇❩❋❘➏❁◆ ☞❃✼✿▲❖▲❉❆❢③✖◆❙❇❳✼❊❇❘✼✿✾❁④✖◆✈❆✿➀✷❆✖❇❈❀❁◆▼❇
λ≪ ξB ➇❷✼✿s❴s❈➏❁❆ ☞⑤✾❿❍❖✾➁❂❴❍❖④❁✯⑥➠✑✏②✯➅➵✖➇
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
κλ = 0.1
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❏▼❆❉◆  ✽❏❙❍❖◆▼✾⑩❋▼✯❴➠ ❋②▲❑❆ ☞❃◆❙❇❘s➁❋❘➏❁◆⑦③❷✼✿▲❖✺✰◆⑦❆✿➀
f ∗(x, x; εW )
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κλ
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f ∗(x, x; εW )/maxcl,WD
❆✿➀✣❋❘➏❁◆
1/y3
❋❽✼❷❍❖▲✷❆✿➀
❋■➏✰◆✽❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾➲①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆▼✾➎❋■➏❁◆②❋✓☞✈❆✟✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■✺❁✇✚P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼▲❑◆▼s➋❍❑✾➲❋■➏❁◆❿❏▼✼✿s❘◆
x1 = x2 = x
✼✿✾❁❀➐❍❑✾➐❋❘➏❁◆
❇❘◆❙④✖❍❖✇✽◆✽➝➌➠✑✏➁✯
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➺✻➥✈➀➂❆✖❇
κλ = 0.1
✼✿✾❁❀✫✼✿✾⑩➜✒➉✷✾❁❍➅❋■◆➋③❷✼✿▲❖✺✰◆➋❆✿➀
εW
✯ ✟✹➏❁◆❾s❘▲❑❆✖P❹◆→✼❷❋✹❋❘➏❁◆❾❆✖❇❘❍❑④✖❍❖✾➆❀✰❆➓◆❙s⑨✾✰❆✿❋
③❷✼✿✾❁❍❑s❘➏✣➇❁❏❙❆✖✾⑩❋■❇❘✼✿❇❘❍❑▲❑➜⑦❋❘❆ ☞⑤➏✷✼❷❋⑨✇➄❍❑④✖➏⑩❋✹①✝◆➋❍❖✾✰➀➂◆❙❇❘❇❘◆❙❀✟➀➂❇❈❆✖✇ ❋❘➏❁◆➋➉✷④✖✺❁❇❈◆→✼❷❋✹❋■➏❁◆❾❏❽➏❁❆✿s❘◆▼✾✫s❘❏▼✼✿▲❖◆❙s▼✯
✼✿✾❁❀✬➝➌➠✑✏②✯✦✕✖✕✖➥➒✯✣➭↔✾➲❋❘➏❁◆➁❏❙❆✖✾⑩❋■❇■✼❷❇❈➜✖➇✝❋■➏❁◆➁❀❁❍❑❸❹❇■✼✿❏q❋■❍❑❆✖✾✫❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼❏q❋■❍❖❆✿✾➲❆✿➀❺❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘❍❑③✿◆➁❆✖❇❈❀❁◆▼❇
(κλ)2
❍❖✾⑩③✖❆✿▲❑③✖◆❙s❊❋■➏✰◆
s❘◆❙❏▼❆✖✾✰❀✒✇➄❆✿✇➄◆❙✾✻❋✉❆✿➀
ξ
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❋■➏✰◆
(κλ)2
✱ ❋❘◆▼❇❘✇ ❍❖✾
f ∗diff,DW
❋■◆▼✾✰❀❁s⑨❋❘❆
(κλ)2/6
❋❘❍❖✇✽◆▼s
fcl,DW
✯
✟✹➏❁◆⑦P✰✺❁❇❘◆❙▲❑➜➛✸✻✺✷✼✿✾⑩❋❘✺❁✇✂❋❽✼✿❍❑▲
f ∗ω(x, x; εW )
❍❖s❾❏▼❆✖✇✽P❁▲❑◆❙❋■◆❙▲❑➜➞✾❁◆▼④✖▲❑❍❖④✖❍❑①❁▲❖◆ ☞⑤➏❁◆▼✾
εW
❍❖s➋➉✷✾✰❍❑❋■◆❿➀➂❆✖❇↔❋✓☞✈❆
❇❘◆▼✼✿s❘❆✿✾❁s▼✯✰❂❴❍❖❇❈s❈❋
f ∗ω(x, x; εW )
❍❑s✈❆❷➀✙❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘❍❑③✖◆⑨❆✖❇❈❀❁◆▼❇
(κλ)2
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❍❖✾
~
✯❃➠✴✾ ❂❴❍❑④❁✯❥➠ ➳➁✯
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εW =∞ ➇✿❆✖✾❁▲➅➜➁❋❘➏❁◆✹✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺❁✇ ❋❽✼✿❍❑▲ f ∗ω(x, x; εW )
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A∗(x˜, x˜)
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✟✼✻ ☎ ✁   ✠ ☎ ✏ ✟ ☛ ☛ ☎✞✝✍✑ ☛ ✑☞☛ ✌ ✟✡✏ ✒✎☎✞✏✞✠✒✑ ✠ ✁ ☎✡✝✍✑ ✝ ✌ ✏ ✑ ☎✡✌ ☛ ☛ ✄ ☛ ☎ ✑☞☛
❂✷❆✖❇↔❋■➏❁◆➃s❘✼ ✫✿◆✽❆✿➀✈s❘❍❖✇✽P❁▲❑❍❖❏▼❍➅❋✴➜✖➇ ☞❃◆✽s❈❋❘❍❖▲❑▲❴❏▼❆✿✾❁s❘❍❑❀❁◆▼❇→✼✫➭➋✾✰◆q✱●❄❃❆✿✇➄P✝❆✖✾❁◆❙✾✻❋→➦❧▲❖✼✿s❘✇➄✼➆❍❖✾➛❋■➏❁◆❿➀➂❆✖▲❑▲❖❆ ☞⑤❍❖✾✰④❁✯
✟✹➏❁◆→✇➄❆❉❀❁◆❙▲✣❆✿➀➩❋✓☞❃❆➄✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■✺❁✇✪❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆❙sr◆❙✇②①❹◆❙❀❁❀❁◆❙❀✫❍❑✾✫✼➃❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏▼✼✿▲❭➭❾❄❥➦★❍❖✾➆❋■➏✰◆❾③❉❍❑❏▼❍❖✾✰❍❑❋✴➜➄❆✿➀❧✼✿✾✟❍❖❀✰◆➈✼✿▲
❏▼❆✿✾❁❀❁✺❁❏q❋■❆✖❇➋❍❑s↔◆q➑➓P✝◆▼❏❙❋❘◆▼❀➎❋■❆➆✇✽❍❖✇✽❍❖❏❾❋■➏❁◆❿①✝◆▼➏✷✼➈③❉❍❖❆✿❇↔❆✿➀✉❏▼❆✖❇❈❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾❁s❊❍❖✾➐✼⑦➀➂✺❁▲❑▲❑➜✟✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺❁✇ ①❁✺✰❋❾❇■✼❚❋■➏❁◆❙❇
☞✈◆➈✼ ✫✻▲❑➜→❀❁◆❙④✖◆▼✾✰◆▼❇■✼❚❋■◆⑤➭❾❄❥➦❩➇ ☞⑤➏❁◆❙❇❘◆❃❋❘➏❁◆❃❀❁◆ ✂❃❇❘❆✖④✿▲❖❍❖◆ ☞❃✼➈③✖◆❙▲❖◆▼✾✰④✿❋■➏
λ
❍❖s➩◆▼✸✻✺✷✼✿▲✻❋■❆r❋■➏❁◆✈❆✖✾❁◆❃❆❷➀❁❋■➏❁◆✈◆q➑❉❋■◆❙❇❘✾✷✼❷▲
❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆▼s❃❍❖✾⑦❋❘➏❁◆↔✇✽❆➓❀❁◆❙▲❼✼❷✾❁❀⑦❋■➏✰◆➋➫❊◆▼①⑩➜✿◆→▲❑◆▼✾❁④❷❋■➏✒❍❑s
ξ = ξB
➇ ☞⑤❍❑❋❘➏
ξB
❀❁◆❙➉✷✾✰◆▼❀✟✼❷➀❡❋■◆❙❇➋➝➂➠✑✏②✯⑥➺ ✴✖➥q✯ ✟✹➏❁◆❊❋✓☞✈❆
❏▼❆✿✾❁❀❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾✰s
a≪ ξ ✼✿✾❁❀ λ≪ ξ ✺❁s❘◆❙❀②❋■❆r❆✖①✰❋❽✼❷❍❖✾➁◆➒➑➓P❁▲❖❍❑❏▼❍❑❋➩◆➒➑✰P✰❇❘◆▼s❈s❘❍❑❆✖✾❁s ☞⑤➏❁◆❙✾ εW =∞ ✼❷❇❘◆❃❏❙❆✖✇✽P✷✼❷❋■❍❑①❁▲❖◆
☞⑤❍❑❋❘➏✫❋❘➏❁◆➁▲❑❆ ☞❥✱ ❀❁◆▼④✿◆▼✾❁◆❙❇■✼✿❏q➜✫❏❙❆✖✾❁❀❁❍➅❋■❍❑❆✖✾
λ ≪ a ✯ ✟✹➏❁◆➁❍❑✾❁◆▼✸✻✺✷✼✿▲❑❍❑❋✴➜ a ≪ ξ ✼✿s❘s❈✺❁✇➄◆❙❀➲❍❖✾ ✁➓◆❙❏❙❋■❍❑❆✖✾➞➸➄❆✖✾❁▲➅➜
❍❖✇✽P❁▲❑❍❖◆▼s❧❋❘➏✷✼❷❋❥❋❘➏❁◆❾❄❃❆✖✺❁▲❑❆✖✇②①✒❏❙❆✖✺❁P❁▲❑❍❖✾❁④➁❍❖s ☞✈◆➈✼ ✫✝➇✷❍❑✾ ☞⑤➏❁❍❑❏❽➏➆❏➈✼✿s❈◆↔❋■➏❁◆↔❏❙❆✖✾❁❀❁❍➅❋■❍❑❆✖✾
λ≪ ξ ✺❁s❈◆▼❀➯❍❖✾ ✁➓◆▼❏❷✯♣➺
❍❖s✵s❘✺  ✽❏❙❍❖◆▼✾⑩❋②❋❘❆➞❆✖①➓❋❽✼✿❍❑✾➽✼✿✾➽◆➒➑➓P❁▲❖❍❑❏▼❍❑❋✵◆q➑➓P❁❇❈◆▼s❈s❘❍❖❆✿✾➽➀➂❆✖❇→❋❘➏❁◆✒P❁✺✰❇❘◆▼▲➅➜➎✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■✺❁✇ P✷✼✿❇●❋②❆✿➀✹❋❘➏❁◆
1/y3
❋❽✼✿❍❑▲➍✯
✄ ✄ ◆↔✾✰❆✿❋■❍❑❏▼◆r❋❘➏✷✼❷❋❥❋❘➏❁◆↔❏❙❆✖✾❁❀❁❍➅❋■❍❖❆✿✾
λ≪ ξ ❀❁❆❉◆▼s❃✾❁❆✿❋✹✾❁◆❙❏▼◆❙s❘s■✼❷❇❘❍❖▲➅➜⑦◆❙✾✰➀➂❆✖❇❈❏▼◆❊❋❘➏❁◆↔s❘◆❙✇➄❍❑❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏➈✼❷▲✝❏❙❆✖✾❁❀❁❍➅❋■❍❑❆✖✾
❍❖✾➛❋❘➏❁◆ ☞❃◆▼✼ ✫✖✱✴❏▼❆✿✺❁P❁▲❖❍❑✾❁④➯❇❘◆❙④✖❍❖✇✽◆✿➇
λ ≪ Γa ➝➌s❈◆▼◆ ✁➓◆❙❏✿✯✲➳↔➠ ✂✧❆✿➀ ✄➢❄❃❆✖❇✆✱ ➚ ✼ ✆❧➀➂❆✖❇➋✇➄❆✿❇❘◆②❀❁◆q❋❽✼✿❍❑▲❖s■➥q✯ ✆✉➭↔✾➎❋❘➏❁◆
0 λ 0.5/κ 1/κ
10-6
10-5
10-4
10-3
10-2
10-1
100
|f* (
x,x
;ε W
)
m
ax
cl
,W
D
x
κλ = 0.1
❂❴❍❑④✖✺❁❇❘◆✽➠✑✏②✯➢➡➓➊➩✶❊①❁s❈❆✖▲❖✺➓❋■◆⑦③❷✼✿▲❑✺❁◆▼s✵❆✿➀❥③❷✼✿❇❘❍❑❆✖✺❁s→❋■◆▼❇❈✇➄s✵❍❖✾➎❋■➏❁◆
~
✱✴◆q➑➓P✷✼❷✾❁s❘❍❑❆✖✾ ❆✿➀
f ∗
✯ ✟✹➏❁◆⑦s❘❆✖▲❑❍❖❀➎▲❖❍❖✾✰◆
❍❖s↔❋❘➏❁◆➃❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏➈✼❷▲❩❋■◆❙❇❘✇✟➇
fcl,DW
✯ ✟✹➏❁◆➃❀❁❆❷❋❘❋■◆❙❀✭▲❑❍❖✾❁◆➁❍❖s❊❋❘➏❁◆
~
❋❘◆▼❇❈✇✚④✖❍❑③✿◆▼✾➐①⑩➜ ➝➌➠✑✏➁✯
➚
✕✿➥q➇ ☞⑤➏❁❍❑❏❽➏➐❍❖s❾✼
P❁✺❁❇❈◆▼▲➅➜➛❀❁❍❑❸❹❇■✼❷❏❙❋■❍❑❆✖✾➲❋■◆❙❇❘✇✟✯ ✟✹➏❁◆✽❀✷✼✿s❈➏➓✱✴❀❁❆❷❋✵▲❑❍❖✾❁◆➁❍❖s➋❋■➏❁◆➃❏❙❆✖✾⑩❋■❇❘❍❑①❁✺✰❋❘❍❖❆✖✾➼➝➂➠✑✏②✯
➚✖➚
➥➋✼❷❋❾❆✖❇❈❀❁◆▼❇
~2
➀➂❇❘❆✖✇
❀❁❍➅❸❼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾❿◆q❸❼◆❙❏❙❋■s❙➇ ☞⑤➏❁❍❖▲❑◆❥❋■➏❁◆⑤❀✷✼✿s❈➏❁◆▼❀➄▲❖❍❑✾❁◆✹❏▼❆✖❇❈❇❘◆❙s❘P✝❆✖✾❁❀❁s❺❋■❆❾❋■➏❁◆⑤P❁✺✰❇❘◆▼▲➅➜❿✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺✰✇✥❋■◆▼❇❈✇ ➝➌➠✑✏➁✯✲✱✿➤⑩➥
✼❷❋✹❋❘➏❁◆❾s■✼✿✇✽◆❾❆✖❇❘❀❁◆❙❇▼✯
0.0 0.5 1.0 1.5
x
~
=x/λ
0.00
0.01
0.02
0.03
A*
(x~ ,
x~ )
❂❴❍❑④✖✺❁❇❘◆⑨➠✑✏②✯♣➸✰➊✞✗r✾❁❍➅③✖◆❙❇❘s■✼❷▲❹❏❙❆➓◆✁ ➄❏❙❍❖◆❙✾✻❋
A∗(x˜, x˜)
❍❑✾➄❋❘➏❁◆❊P❁✺✰❇❘◆▼▲➅➜✽✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■✺❁✇
1/y3
❋■✼✿❍❖▲❩➝➌➠✑✏➁✯✲✱✿➤⑩➥q✯➓➭↔✾❁▲❑➜
❋■➏✰❍❖s✹P✷✼✿❇●❋⑤❆✿➀❴❋❘➏❁◆➋❋❽✼✿❍❑▲❼s❈✺❁❇❈③❉❍❑③✿◆▼s⑨❍❖✾➆❋■➏✰◆→❏▼✼✿s❘◆❾❆✿➀❴✼✿✾✟❍❖❀❁◆▼✼✿▲❖▲➅➜✽❏▼❆✖✾❁❀✰✺❁❏❙❋❘❍❑③✖◆ ☞❃✼✿▲❖▲➨✯
 ✁  
❏▼❆✿✾✻❋❘❇■✼✿❇●➜✖➇❳❍❑✾ ❋■➏✰◆➆❏➈✼✿s❈◆➆❆✿➀r✼➲P❁▲➧✼✿❍❑✾ ❆✖❇➁❀❁❍❖◆❙▲❖◆▼❏q❋■❇❈❍❖❏ ☞❃✼✿▲❑▲➍➇❭❋■➏❁◆➆◆➒➑✰P✰▲❖❍❖❏❙❍❑❋✵◆q➑➓P❁❇❈◆▼s❘s❈❍❖❆✖✾✰s✽❆❷➀⑨❋❘➏❁◆
1/y3
❋■✼✿❍❖▲
❍❖✾ ✁❉◆▼❏✿✯⑥➺❁✯➢➡➆✼✿❇❘◆②❆✿①✰❋❽✼✿❍❑✾❁◆▼❀➛❆✿✾❁▲❑➜✫❍❖✾➲❋❘➏❁◆②❇❘◆❙④✖❍❖✇✽◆
a ≪ λi ≪ ξB ➇ ☞⑤➏❁❍❑❏❽➏➎❍❑s↔✾❁❆✿❋➋✼ ☞❃◆▼✼ ✫✻▲❑➜⑩✱✴❀❁◆❙④✖◆▼✾✰◆▼❇■✼❚❋■◆
s❘❍➅❋■✺✷✼❚❋■❍❖❆✿✾✣✯ ✁❉✺❁①❁s❘◆❙✸✻✺❁◆▼✾⑩❋■▲➅➜✖➇✷❍❑✾✒❋■➏❁◆↔➀➂❆✖▲❑▲❖❆ ☞⑤❍❖✾✰④❁➇ ☞❃◆✣☞⑤❍❑▲❖▲✝❇❘◆▼s●❋■❇❈❍❖❏❙❋❥❆✖✺❁❇❥s●❋■✺❁❀✰➜⑦❋■❆➃✼➃➭❾❄❥➦ ❍❑✾⑦❋■➏❁◆↔③❉❍❑❏▼❍❖✾✰❍❑❋✴➜
❆✿➀❴✼✿✾✟❍❖❀❁◆▼✼✿▲✣❏▼❆✿✾❁❀❁✺❁❏q❋■❆✖❇⑤❍❖✾✒❋❘➏❁◆✣☞❃◆▼✼ ✫✖✱✴❏❙❆✖✺❁P❁▲❑❍❖✾❁④✽✼✿✾❁❀✟▲❖❆ ☞❥✱ ❀❁◆▼④✖◆❙✾❁◆▼❇❘✼✿❏❙➜✒▲❖❍❖✇✽❍❑❋↔➝➌➠✑✏➁✯❑➵➈➸⑩➥q✯
✄↕➏❁◆▼✾✽◆q➑➓❏❽➏✷✼❷✾❁④✖◆⑨◆❙❸❹◆▼❏❙❋❘s✉✼✿❇❘◆✹✾❁◆❙④✖▲❖❍❑④✖❍❖①✰▲❖◆✿➇❚✼✿✾✰❀⑦✼✿❏❙❏▼❆✖❇❈❀❁❍❖✾✰④↔❋■❆➋❋■➏❁◆❥➀➂❆✿❇❘✇➄✼✿▲❖❍❑s❘✇ ❆✿➀ ✂⑨◆q➀➟✯ ✄♣❄❃❆✖❇✆✱
✁
❏ ✆➨➇✖❋■➏✰◆
✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺✰✇ ❋■❇❘✺✰✾❁❏➈✼❷❋❘◆▼❀➯❋✓☞❃❆❚✱✴①✝❆➓❀✰➜✒❀❁❍❖s●❋■❇❘❍❑①❁✺✰❋❘❍❖❆✖✾⑦➀➂✺✰✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾
ρ(2)T (r, r′) ≡
〈∑
i
δ(ri−r)
∑
j 6=i
δ(rj−r′)
〉
− ρ(r)ρ(r′), ➝➌➠✑✏➁✯✲✱✰➵❢➥
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆ 〈. . . 〉 ❀❁◆▼✾✰❆✿❋■◆❙s➯❋❘➏❁◆➛s❈❋■✼❷❋■❍❑s❈❋❘❍❖❏➈✼❷▲❊◆▼✾✰s❘◆▼✇➁①❁▲❖◆➐✼➈③✖◆❙❇■✼✿④✿◆✿➇✹✇➄✼❢➜✌①❹◆➛❆✿①✰❋❽✼✿❍❑✾❁◆▼❀★➀➂❇❈❆✖✇ ❋❘➏❁◆➛❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋✴➜
ρW (x, ξ)
✼✿✾❁❀✫❋❘➏❁◆ ✗⑨❇❘s❈◆▼▲❖▲✙➀➂✺❁✾✰❏❙❋■❍❑❆✖✾
hW (x, x
′,y; ξ, ξ′)
❍❖✾➞✼➄❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❖❏▼✼✿▲❭④⑩✼✿s⑨❆✿➀❧❏❙▲❖❆✖s❈◆▼❀➞➉✷▲❖✼✿✇✽◆▼✾⑩❋■s ☞⑤❍❑❋❘➏
❇■✼❷✾❁❀❁❆✖✇ ✂❃❇❘❆ ☞⑤✾❁❍❖✼✿✾✜s❘➏✷✼✿P✝◆▼s
λξ
✼✿✾❁❀ ☞⑤➏❁❍❑❏❽➏✜❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋❿③➓❍❖✼➞❋■➏❁◆✒❋✓☞✈❆❷✱ ①❹❆❉❀✰➜✬P✝❆✿❋■◆❙✾⑩❋■❍➧✼❷▲❃④✖❍➅③✖◆▼✾✜①⑩➜➽❋❘➏❁◆
❂✷◆❙➜❉✾❁✇➄✼✿✾➓✱  →✼❷❏↔➀➂❆✖❇❘✇②✺✰▲➧✼✰✯ ✟✹➏❁◆→❇❘◆▼▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾✒❇❈◆➈✼✿❀❁s ✄♣❄❃❆✖❇ ✱
✁
❏ ✆
ρ(2)T (r, r′) =
∫
D0W (ξ; x)
∫
D0W (ξ
′; x′)ρW (x, ξ)ρW (x′, ξ
′)hW (x, x′,y; ξ, ξ
′)
➝➌➠✑✏➁✯✲✱⑩➡✿➥
✶✹❏▼❏❙❆✖❇❘❀✰❍❖✾❁④➆❋■❆➯❍➅❋■s↔❀❁◆q➉✷✾❁❍➅❋■❍❖❆✿✾
ρW (x, ξ) ≡ 〈
∑
i δ(ri−r)δ(ξi−ξ)〉
➇❼❋❘➏❁◆❿❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋✴➜
ρW (x, ξ)
✾❁◆➈✼✿❇➋❋❘➏❁◆
☞❃✼✿▲❖▲✣❍❑s✹❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘◆▼❀➆❋■❆✽❍❑❋❘s✹①❁✺❁▲ ✫✽③❷✼✿▲❖✺❁◆
ρbulk(ξ)
❋❘➏❁❇❘❆✖✺✰④✖➏
ρW (x, ξ) = ρbulk(ξ)e
−β(Felect,W [q]−Felect,bulk[q]),
➝➌➠✑✏➁✯✲✱✖➸✖➥
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
Felect,W [q]
➝
Felect,bulk[q]
➥❭❍❖s❴❋❘➏❁◆❥❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❖❏▼✼✿▲❉❍❖✇✽✇➄◆❙❇❘s❘❍❑❆✖✾❾➀➂❇❘◆▼◆✹◆❙✾❁◆▼❇❈④✿➜✵❆✿➀❅❋■➏❁◆❃➉❁▲➧✼✿✇✽◆▼✾⑩❋❳❀✰◆❙➉✷✾❁◆❙❀➃①✻➜
✼➄➀➂❆✖❇❈✇②✺❁▲❖✼⑦✼✿✾✷✼❷▲❖❆✖④✖❆✿✺❁sr❋❘❆➐➝➌➠✑✏➁✯➢➸✰➵❢➥ ☞⑤➏❁◆▼❇❈◆ 〈· · · 〉U0
❍❑s❊❇❈◆▼P❁▲❖✼✿❏▼◆❙❀➛①✻➜➲✼ ✓➞✼❚➑✌☞✈◆▼▲❑▲➅✱❋✂✈❆✖▲❑❋✆☎▼✇➄✼✿✾❁✾➲✼➈③✿◆▼❇■✼❷④✖◆
➀➂❆✖❇❥❋❘➏❁◆❾④⑩✼✿s✹❆✿➀❩➉✷▲➧✼✿✇✽◆▼✾⑩❋❘s▼✯
➠✴✾ ❋■➏❁◆➛▲❑❆ ☞❥✱ ❀❁◆▼✾✰s❘❍❑❋✴➜ ❇❘◆❙④✖❍❖✇✽◆✬➝➂➠✑✏②✯➅➵❢➸⑩➥➒➇ ☞⑤➏❁◆❙❇❘◆➎✼ ☞❃◆▼✼ ✫✖✱✴❏❙❆✖✺❁P❁▲❑❍❖✾❁④✬❇❈◆▼s❈❋❘❇❘❍❑❏❙❋■❍❑❆✖✾★❍❑s➆✼✿❀❁❀❁◆❙❀ ❋■❆➽❋■➏✰◆
▲❖❆ ☞❥✱ ❀❁◆▼④✖◆❙✾❁◆▼❇❘✼✿❏❙➜✒❏▼❆✖✾❁❀✰❍❑❋■❍❑❆✖✾✣➇✰✼✿❏▼❏❙❆✖❇❘❀❁❍❑✾❁④❿❋■❆❿❋■➏✰◆✵✼❷✾✷✼✿▲❑➜❉s❈❍❖s✹❆✿➀ ✄➢❄❃❆✿❇ ✱
➚
✼ ✆➍➇
ρbulk(ξ) = ρ× [1 + ”O (ρ) ”] ➝➌➠✑✏➁✯✲✱❷➺✻➥
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
ρ
❍❖s❩❋■➏❁◆❥✸✻✺✷✼❷✾✻❋❘✺❁✇✥❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋✴➜➁❆❷➀❹①✰✺❁▲ ✫→P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙▲❖◆❙s❳✼✿✾❁❀
”O(ρ)”
❍❑s❳✼❊❋❘◆▼❇❘✇ ❆✿➀✝❆✖❇❈❀❁◆▼❇
ρ
☞⑤➏✰❍❖❏❽➏➃❏▼❆✖✇✽◆▼s
➀➂❇❘❆✿✇✚③✿✼❷❇❘❍❖❆✿✺❁s✵◆q❸❼◆❙❏❙❋❘s▼✯ ✓✟❆✖❇❘◆➄P❁❇❘◆❙❏▼❍❖s❈◆▼▲➅➜✖➇❭❋■➏❁◆❙s❘◆➆✼✿❇❈◆⑦❏❙❆✖✺❁P❁▲❑❍❖✾❁④✟❏▼❆✖❇❈❇❘◆❙❏❙❋■❍❑❆✖✾❁s✵❆✿➀✹❆✖❇❈❀❁◆▼❇
Γ3
➇❩❀❁❍➅❸❼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾
◆❙❸❹◆▼❏q❋■s✒❆❷➀❾❆✖❇❘❀❁◆❙❇
Γ(λ/a)2
✼❷✾❁❀★◆q➑➓❏❽➏✷✼❷✾❁④✖◆➲❏❙❆✖✾⑩❋■❇❘❍❑①❁✺✰❋❘❍❖❆✖✾❁s➄❆✿➀❾❆✖❇❈❀❁◆▼❇
(λ/a)3
✯✉✶❊▲❑▲⑨❋❘➏❁◆▼s❈◆➞❋■◆❙❇❘✇✽s✒✼✿❇❈◆
❍❖✾✰❀❁◆▼◆❙❀✒✾❁◆▼④✿▲❖❍❖④✿❍❖①❁▲❑◆ ☞⑤❍❑❋■➏➄❇❘◆❙s❘P✝◆▼❏❙❋❃❋■❆✒➵✖✯✰➭↔✾➄❋❘➏❁◆↔❆✿❋❘➏❁◆▼❇✈➏✷✼✿✾❁❀✣➇❉✺❁✾❁❀✰◆▼❇✈❋❘➏❁◆ ☞✈◆➈✼ ✫✖✱ ❏▼❆✖✺❁P✰▲❖❍❖✾✰④➁➏⑩➜❉P❹❆✿❋❘➏❁◆▼s❈❍❖s❙➇
❋■➏✰◆↔◆▼▲❑◆▼❏❙❋❘❇❘❆✖s●❋❽✼❷❋❘❍❖❏r❍❖✇✽✇➄◆❙❇❘s❘❍❑❆✖✾➃➀➂❇❘◆▼◆➋◆❙✾❁◆▼❇❈④✖❍❖◆❙s✹✼✿❇❈◆↔④✖❍❑③✿◆▼✾➆①⑩➜✽❋■➏❁◆❙❍❖❇✹➫❊◆❙①⑩➜✖◆→✼✿P❁P❁❇❈❆➈➑✰❍❑✇⑦✼❚❋■❍❖❆✿✾❁s ☞⑤➏✰❍❖❏❽➏➯✼✿❇❈◆
❆✿➀❧❆✿❇❘❀❁◆❙❇
Γ3/2/β
➇✝✼✿sr❍❖✾ ➝➌➠✑✏②✯
✁
➡✖➥➒✯❹✶r✾➞◆➒➑➓❋❘❇■✼⑦◆➒➑➓P✷✼✿✾❁s❈❍❖❆✖✾➲❏▼✼✿✾➲①✝◆✵P✝◆▼❇●➀➂❆✖❇❘✇✽◆▼❀✫①❹◆❙❏➈✼✿✺✰s❘◆➁❋❘➏❁◆✵❏❙❆✖✾❁❀❁❍➅❋■❍❑❆✖✾
λ≪ ξ = 1/κ ❍❖s❥➀➂✺✰▲❑➉✷▲❑▲❖◆▼❀✒✼✿❏▼❏❙❆✖❇❘❀❁❍❑✾❁④❿❋■❆✫➝➌➠✑✏➁✯❑➵➈➸⑩➥q✯ ✟✹➏✰◆▼✾
e−β(Felect,W [q]−Felect,bulk[q]) =
[
1 +O
(
Γ3/2f (κx)
)] [
1 +O
(
Γ3/2κλF (κx, ξ)
)]
➝➌➠✑✏➁✯✲✱ ✴✿➥
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
O
(
Γ3/2f (κx)
)
❏▼❆✖✇✽◆▼s⑤➀➂❇❘❆✿✇✪❏▼❆✖✺❁P✰▲❖❍❖✾✰④✽❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼❏q❋■❍❖❆✿✾❁sr❍❑✾✟❋❘➏❁◆➁❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❑❏➈✼✿▲✙◆➒➑✰P✰❇❘◆▼s❈s❘❍❑❆✖✾
Fcl,W (e) −
Fcl,bulk(e)
☞⑤➏❁❍❖▲❑◆
O
(
Γ3/2 (κλ)F (κx, ξ)
)
➇ ☞⑤➏❁❍❖❏❽➏✫❍❖s⑨❆✿➀❳❆✿❇❘❀❁◆❙❇
Γ2(λ/a)
➇❅❆✖❇❘❍❑④✖❍❖✾❁✼❷❋■◆❙s❥➀➂❇❘❆✖✇✪✸✻✺✷✼✿✾⑩❋❘✺❁✇
❏▼❆✿❇❘❇❘◆❙❏❙❋❘❍❖❆✖✾❁s②❋❘❆➛❋■➏❁◆➯P❁❇❈◆❙③❉❍❖❆✖✺✰s✽❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❑❏➈✼✿▲✈❏▼❆✖✺❁P✰▲❖❍❖✾✰④➲❋■◆▼❇❈✇➄s❙✯✉❄❃❆✖✇②①❁❍❑✾✷✼❷❋❘❍❖❆✖✾➽❆❷➀❿➝➂➠✑✏②✯✺✱✖➸⑩➥q➇✹➝➌➠✑✏②✯✺✱✿➺✻➥②✼❷✾❁❀
➝➌➠✑✏➁✯✲✱ ✴✖➥❃s❘➏❁❆ ☞⑤s⑤❋■➏✷✼❚❋➈➇❅✼❷❋⑤▲❑◆➈✼✿❀❁❍❑✾❁④❿❆✖❇❈❀❁◆▼❇⑤❍❖✾
Γ
➇
ρW (x, ξ) ∼
Γ≪1
ρ.
➝➌➠✑✏➁✯✲✱
✁
➥
➠✴✾ ❋❘➏❁◆➎❇❘◆▼④✿❍❖✇✽◆✜➝➌➠✑✏➁✯❑➵❢➸✖➥q➇⑤✼✜P❁➏❁◆▼✾✰❆✖✇➄◆❙✾❁❆✖▲❑❆✖④✖❍❖❏▼✼✿▲❊❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾
ρ(2)Tphen(x, x
′,y)
✇➄✼❢➜✌①❹◆➐①❁✺✰❍❖▲❑❋✟✼❷s
➀➂❆✖▲❑▲❖❆ ☞⑤s▼➊✝❆✖✾❁◆②❇❈◆▼P❁▲❖✼✿❏▼◆❙s❊❋■➏✰◆②▲➧✼✿❇❈④✖◆q✱ ❀❁❍❖s●❋❽✼✿✾✰❏▼◆➁①✝◆▼➏❁✼❢③❉❍❑❆✖❇❊❆✿➀
hW
❍❖✾➼➝➂➠✑✏②✯✺✱⑩➡✖➥⑤①✻➜ −β ❋❘❍❖✇✽◆▼sr❋❘➏❁◆②▲❑❍❖✇✽❍❑❋⑤❆✿➀
❋■➏✰◆❥◆❙❸❹◆▼❏q❋■❍❑③✿◆✹❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❑❆✖✾
Φext(x, x′, y; ξ, ξ′)
①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆❙✾✽❋✓☞✈❆➋◆q➑❉❋❘◆▼❇❘✾❁✼✿▲❁❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏▼✼✿▲➓➉✷▲❖✼✿✇✽◆▼✾⑩❋■s❩◆▼✇②①✝◆▼❀❁❀✰◆▼❀
❍❖✾✫✼➄❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❑❏➈✼✿▲❭P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼✰✯ ✟✹➏❁◆✵◆❙❸❹◆▼❏q❋■❍❑③✿◆➁❍❑✾✻❋❘◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾✟❍❖s⑨❀❁◆❙➉❁✾❁◆▼❀➲①⑩➜✫✼➄④✿◆▼✾❁◆❙❇■✼✿▲❑❍☞☎➈✼❚❋■❍❖❆✿✾➆❆✿➀⑨➝➌➠✑✏➁✯ ➡❷➤⑩➥⑨✼❷✾❁❀
❋■➏✰◆➁▲❖❍❑✇➄❍➅❋⑤❍❖s⑨❏➈✼✿▲❑❏▼✺❁▲❖✼❷❋■◆❙❀➞❍❑✾✫❋■➏✰◆➁❇❘◆❙④✖❍❖✇✽◆
λ ≪ a ≪ ξB ✼✿✾❁❀➞①✻➜✫❇❘◆❙P❁▲➧✼❷❏▼❍❖✾✰④ ξB ①⑩➜ ξ ✯ ✄ ◆✵❇❘◆▼❏▼✼✿▲❖▲✙❋❘➏✷✼❷❋➈➇
s❘❍❑✾❁❏▼◆ ☞❃◆②➏❁✼❢③✿◆②①✝◆▼◆▼✾➐✼❷①❁▲❖◆→❋■❆✒❏▼✼✿▲❖❏❙✺❁▲➧✼❷❋❘◆→❋❘➏❁◆➁◆➒➑➓P❁❇❘◆❙s❘s❘❍❑❆✖✾➐❍❖✾✟❋■➏❁❍❑s❊▲❖❍❑✇➄❍➅❋■❍❑✾❁④②❏➈✼❷s❘◆❿❆✖✾❁▲➅➜➆➀➂❆✖❇↔✼❷✾➲❍❖❀❁◆▼✼✿▲❖▲➅➜
❏▼❆✿✾❁❀❁✺❁❏q❋■❍❖✾✰④ ☞❥✼❷▲❖▲➍➇✎☞✈◆ ☞⑤❍❖▲❑▲✉❇❈◆▼s●❋■❇❘❍❑❏❙❋❿❆✿✺❁❇➁P❁➏✰◆▼✾❁❆✖✇✽◆▼✾✰❆✖▲❖❆✖④✿❍❖❏➈✼❷▲✉✇✽❆❉❀❁◆▼▲❧❋■❆
εW = ∞ ✯ ✟✹➏❁◆▼✾✬❋■➏✰◆ 1/y3
❋❽✼❷❍❖▲✉❆✖❇❘❍❑④✖❍❖✾✷✼❚❋■◆▼s✵❆✖✾❁▲➅➜✭➀➂❇❈❆✖✇ ❋❘➏❁◆➆P❁✺❁❇❈◆▼▲➅➜➽✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺✰✇ P✷✼✿❇●❋
ω
❍❖✾➽❋❘➏❁◆➆❍❖✇✽✇➄◆❙❇❘s❈❍❖❆✖✾➎➀➂❇❘◆▼◆➆◆❙✾❁◆▼❇❈④✿➜➽❆❷➀⑨❋✓☞✈❆
➉✷▲❖✼✿✇➄◆❙✾⑩❋■s ☞⑤❇❘❍➅❋❘❋❘◆▼✾➯❍❖✾➆❋■➏✰◆→▲❖✼✿s❈❋⑤▲❑❍❖✾❁◆❊❆✿➀✹➝➂➠✑✏②✯♣➸✖➸⑩➥➒✯✷✶✹❏▼❏▼❆✿❇❘❀❁❍❑✾❁④❿❋■❆✫➝➌➠✑✏➁✯✲✱⑩➡✿➥⑤✼❷✾❁❀✭➝➌➠✑✏②✯✺✱
✁
➥➒➇
ρ(2)Tphen(x, x
′,y) ∼
|y|→∞
−βρ2
∫
D0W (ξ; x)
∫
D0W (ξ
′; x′)ω(x, x′,y; ξ, ξ′).
➝➌➠✑✏➁✯✲✱ ✕✿➥
✟✹➏❁◆➃❀❁◆q➉✷✾❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾➼➝➂➠✑✏②✯✦✕ ✴✖➥❊❆✿➀
µ(1)
✼✿✾❁❀➛❋❘➏❁◆➃❇❘◆▼▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾✜➝➂➠✑✏②✯✦✕❷➺✻➥❊①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆▼✾
D0
W
✼✿✾✰❀➎❋❘➏❁◆❿❏▼❆✖❇❈❇❘◆❙s❘P✝❆✖✾❁❀❁❍❑✾❁④
✾❁❆✖❇❈✇⑦✼❷▲❖❍☞☎❙◆▼❀✒✇✽◆➈✼❷s❘✺❁❇❈◆
D
0
W
✼✿▲❑▲❖❆ ☞↕❋■❆ ☞⑤❇❘❍➅❋■◆↔❋❘➏❁◆
1/y3
❋■✼✿❍❖▲❹❆✿➀❥➝➌➠✑✏②✯✺✱ ✕✖➥✹✼✿s
ρ(2)Tphen(x, x
′,y) ∼
|y|→∞
ρ2 [1− e−2x2/λ2 ] [1− e−2x′2/λ2 ] f
∗
ω(x, x
′; εW =∞)
y3
.
➝➌➠✑✏➁✯✲✱
➚
➥
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
f ∗ω(x, x
′; εW =∞) ❍❖s✹④✿❍❑③✖◆❙✾✫❍❑✾✭➝➌➠✑✏②✯ ➚ ➤⑩➥➒✯
✶❊✾⑩➜ ☞❥✼➈➜✿➇❴◆❙③✿◆▼✾✭❍❖✾➐❋■➏❁◆➃▲❖❆ ☞❥✱ ❀❁◆▼✾❁s❈❍❑❋✴➜➛▲❑❍❖✇✽❍❑❋▼➇✝❋❘➏❁◆➃◆q➑✰✼✿❏❙❋➁✼✿✇✽P❁▲❖❍➅❋■✺❁❀✰◆
fqu(x, x
′, εW )
➀➂❆✖❇↔❋■➏✰◆➄✸✻✺✷✼✿✾❉✱
❋■✺✰✇✏✇➄✼✿✾⑩➜✻✱ ①❹❆❉❀✰➜➁P❁❇❘❆✖①✰▲❖◆▼✇ ▲❖❍ ✫✿◆▼▲➅➜→❍❖✾⑩③✖❆✖▲➅③✖◆❙s✉✾✰❆✿❋❺❆✖✾❁▲➅➜✵❋❘➏❁◆⑤❀❁❍❖❇❈◆▼❏❙❋❺❍❑✾⑩❋■◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾➁①❹◆q❋✓☞❃◆❙◆▼✾➄❋❘➏❁◆⑤✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺❁✇
P✷✼✿❇●❋■❍❑❏▼▲❖◆❙s❾✼❷❋
x
✼✿✾✰❀
x′
➇✙①❁✺✰❋✵✼✿▲❖s❈❆➯✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■✺❁✇✂❍❑✾✻❋❘◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾❁s➋❍❑✾⑩③✖❆✖▲➅③➓❍❑✾❁④➯❆✖✾❁◆➃❆✖❇↔❋✓☞✈❆➞❆✿❋❘➏❁◆▼❇❾❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆❙s✵❍❑✾
❋■➏✰◆➁P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼✰✯✰✁➓❍❖✾✰❏▼◆✵❋❘➏❁◆➁✇✽❆❉❀❁◆▼▲❭❆✿➀❧❋✓☞✈❆✒◆q➑❉❋❘◆▼❇❘✾❁✼✿▲❴✸✻✺✷✼✿✾⑩❋❘✺❁✇ ❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆❙s↔❍❖✾➞✼⑦①✷✼❷❋❘➏ ☞⑤➏❁◆❙❇❘◆❿✼✿▲❑▲❭P✷✼✿❇❈❋❘❍❖❏❙▲❖◆▼s
✼✿❇❈◆r❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❖❏▼✼✿▲✷❏➈✼❷✾❁✾❁❆✿❋✈❍❖✾❁❏❙❆✖❇❘P✝❆✖❇❘✼❷❋■◆❥❋❘➏❁◆r▲❖✼❷❋❘❋❘◆▼❇❺❏▼❆✿✺❁P❁▲❖❍❑✾❁④❾◆❙❸❹◆▼❏q❋■s❃❍❑✾⑩③✖❆✖▲➅③➓❍❑✾❁④→✇➄❆✖❇❈◆✹❋■➏✷✼✿✾➃❋✓☞✈❆②✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺❁✇
❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆▼s❙➇❴✼❷✾➽◆q➑✰✼✿❏q❋②✇➄✼✿✾⑩➜✻✱ ①❹❆❉❀✰➜➐❏▼✼✿▲❖❏❙✺❁▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾➐❍❑s→❇❈◆▼✸✻✺❁❍❑❇❘◆▼❀❼✯ ✟✹➏❁❍❑s➁❇❈◆▼✇➄✼✿❇✦✫➛❍❑s✵s❈✺❁P❁P✝❆✖❇❈❋❘◆▼❀➽①⑩➜✭✼✫❏❙❆✖✇➃✱
P✷✼✿❇❈❍❖s❈❆✖✾➎✼✿▲❖❇❈◆➈✼✿❀✰➜➲✇⑦✼✿❀✰◆②➀➂❆✖❇❾①❁✺❁▲ ✫➞❏▼❆✖❇❈❇❘◆▼▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s↔❀✰◆▼❇❘❍➅③✖◆❙❀ ◆▼❍➅❋■➏❁◆❙❇➋➀➂❇❘❆✖✇ ❋■➏❁◆✽s❘❆✖▲➅③❷✼✿①❁▲❖◆➁✇➄❆❉❀❁◆▼▲❧❆✿❇↔➀➂❇❘❆✖✇
✼✿✾➛◆➒➑❁✼❷❏❙❋→❏➈✼✿▲❑❏▼✺❁▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾✫➀➂❆✿❇❊❋■➏❁◆❿✇➄✼✿✾⑩➜⑩✱✴①✝❆➓❀➓➜✫P✰❇❘❆✖①❁▲❑◆▼✇ ❍❖✾➞❋❘➏❁◆❿▲❖❆ ☞❥✱✴❀✰◆▼✾❁s❈❍❑❋✴➜➲▲❑❍❖✇✽❍❑❋➁➝➌➠✑✏➁✯❑➵➈➸⑩➥ ✄♣❄❃❆✖❇ ✱
➚
① ✆➍✯
❂✷❆✖❇➋❍❖✾✰s❈❋❽✼❷✾❁❏▼◆❷➇❭✼❷❋➋❋■➏❁◆➃➉✷❇❈s❈❋→❆✖❇❘❀✰◆▼❇❾❍❖✾➐❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋✴➜✖➇✣❋■➏✰◆➄❏❙❆➓◆✁ ➄❏❙❍❖◆❙✾✻❋→❆✿➀✉❋■➏✰◆✽◆➒➑✰✼✿❏❙❋
1/r6
❋❽✼✿❍❑▲❳❍❖✾➛❋■➏✰◆✽①✰✺❁▲ ✫
❏▼❆✿✾✻❋■✼✿❍❖✾✰s→❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼❏q❋■❍❖❆✿✾❁s➋❋■❆➯❋■➏❁◆➃③❷✼✿▲❖✺❁◆❿P✰❇❘◆▼❀✰❍❖❏❙❋❘◆▼❀✭①✻➜➛❋❘➏❁◆✽s❘❆✖▲➅③✿✼❷①❁▲❖◆❿✇✽❆➓❀✰◆▼▲➍➊✝❋■➏❁◆✽◆❙❸❹◆▼❏q❋■❍➅③✖◆✽❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❖❆✿✾
❍❖s✵✾❁❆✿❋➁❆✖✾❁▲❑➜➎✼✫❀❁❍❖❇❈◆▼❏❙❋➁◆❙❸❹◆▼❏q❋❿①❁✺✰❋❿❍➅❋➁❍❑s✵P❁✼✿❇❈❋❘❍➧✼✿▲❑▲❑➜➛❏❙❆✖✾⑩③✖◆❙➜✿◆▼❀➼①⑩➜ ❆✖✾✰◆⑦❆✖❇→❋✓☞❃❆➛❍❑✾✻❋❘◆▼❇❈✇➄◆❙❀❁❍➧✼❷❋❘◆➄❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆❙s
☞⑤➏❁❍❑❏❽➏✫✼❷❇❘◆➋❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏▼✼✿▲❖▲➅➜➄s❈❏▼❇❈◆▼◆▼✾✰◆▼❀✫➀➂❇❈❆✖✇ ❆✿✾❁◆➋❆✿➀➩❋■➏❁◆➋P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼▲❑◆▼s✹✼❷❋
x
❆✖❇
x′
✯❭➝ ✧⑨❆ ☞✈◆❙③✿◆▼❇❙➇✝❋❘➏❁◆➋❇❘❆❉❆✿❋✹❆✿➀➩❋■➏✰◆
1/r6
❋■✼✿❍❖▲✙❍❑s⑨❋❘➏❁◆➁s❘✼✿✇✽◆✵❍❑✾➞①✝❆✿❋■➏✫❏➈✼✿▲❑❏▼✺❁▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s▼✯➢➥❃➠✴✾➞❋❘➏❁◆➁P❁❇❈◆▼s❈◆▼✾❁❏❙◆❿❆✿➀❧✼⑦✺✰✾❁❍❑➀➂❆✖❇❈✇ ✇➄✼✿④✖✾❁◆q❋■❍❖❏➋➉✷◆❙▲❖❀✣➇❅❋■➏✰◆
▲❖◆▼✼✿❀❁❍❑✾❁④
1/r5
❋❽✼❷❍❖▲❼❀✰◆▼❇❘❍➅③✖◆❙❀➯➀➂❇❈❆✖✇ ❋❘➏❁◆➋✇✽❆➓❀❁◆❙▲❼➏✷✼❷P❁P❹◆❙✾❁s✹❋■❆❿❏❙❆✖❍❖✾❁❏❙❍❖❀❁◆ ☞⑤❍❑❋■➏✒❋❘➏❁◆➋◆q➑✰✼✿❏q❋⑨❇❘◆▼s❈✺❁▲❑❋▼➇✰①❁✺➓❋✹❋■➏❁❍❑s
❏▼❆✿❍❖✾❁❏❙❍❖❀❁◆❙✾❁❏▼◆r❆✖❇❘❍❑④✖❍❖✾✷✼❚❋■◆▼s❧➀➂❇❈❆✖✇ ❏▼❆✖✇✽P✝◆▼✾❁s❘✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s✉❍❖✾⑩③✖❆✖▲➅③❉❍❖✾❁④→❍❖✾❁❀✰❍❖❇❘◆❙❏❙❋✈❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❑❆✖✾❁s✈✼✿✾❁❀✒s❈◆▼◆▼✇✽s✈❋❘❆②✼✿❇❈❍❖s❈◆
➀➂❇❘❆✿✇ ❋■➏✰◆→P✰✺❁❇❘◆❙▲❑➜➆✸✻✺✷✼✿✾⑩❋❘✺❁✇➃✱ s❈❋■✼❷❋■❍❑s❈❋■❍❑❏➈✼✿▲❹❆✖❇❘❍❑④✖❍❖✾⑦❆✿➀❴✇➄✼✿④✖✾✰◆❙❋■❍❑❏➋◆❙❸❹◆▼❏q❋■s▼✯
✟✼✻ ☎✁    ✠✒✑ ✌ ✎✍✌ ☛✞✏✒✠✒✑
✟✹➏❁◆→✇➄❆❉❀❁◆▼▲✙◆➒➑➓➏❁❍❖①❁❍➅❋■s❥❋❘➏❁◆→➀➂❆✿▲❖▲❖❆ ☞⑤❍❑✾❁④②❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾➆①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆❙✾➞❋■➏✰◆✵▲❖✼✿❇❘④✖◆➒✱✴❀❁❍❑s❈❋■✼✿✾❁❏▼◆❊①❹◆❙➏✷✼➈③➓❍❑❆✖❇❘s⑨❆✿➀❩❏▼❆✖❇❈❇❘◆➒✱
▲➧✼❚❋■❍❖❆✿✾❁s⑤✼✿✾❁❀➯❋■➏❁◆→s❈❋❘❇❘✺❁❏q❋■✺❁❇❈◆✵❆❷➀❳P✝❆✖▲➧✼✿❇❈❍☞☎▼✼❷❋■❍❑❆✖✾✒❏▼▲❑❆✖✺❁❀❁s❙✯✷✶❥❋❊❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❑❏➈✼✿▲✣❋❘➏❁◆▼❇❈✇⑦✼✿▲❼◆▼✸✻✺❁❍❖▲❑❍❖①❁❇❈❍❖✺❁✇✟➇➓❋❘➏❁◆❾s❈❋■✼❷❋■❍❑❏
✙✘✏✫✡✂✁❾❀❁❍❖s●❋■❇❈❍❖①❁✺✰❋❘❍❖❆✖✾➯➀➂✺❁✾❁❏q❋■❍❑❆✖✾❁s❿➝ ☞⑤❍❑❋❘➏➞s❘❆✿✇➄◆→P❁❇❘❆✿P❹◆❙❇r❋■❇❈✺❁✾❁❏▼✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s❽➥✹❀❁◆❙❏▼❇❘◆▼✼✿s❘◆②➀➌✼❷s❈❋■◆❙❇r❋❘➏✷✼✿✾➲✼❷✾✻➜✫❍❖✾⑩③✿◆▼❇❘s❈◆
   
P✝❆ ☞✈◆▼❇✽❆✿➀⑨❋■➏❁◆✟❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘❍❑③✿◆➆❀❁❍❖s●❋❽✼✿✾❁❏❙◆▼s ☞⑤➏❁◆▼✾➼❋■➏❁◆➯▲❖✼❷❋❘❋❘◆▼❇❿①✝◆▼❏▼❆✿✇➄◆➯▲➧✼❷❇❘④✖◆ ✄ ✂❥❂
➚
➤ ✆➍✯ ✟✹➏✰◆✫s❈❆❷✱✴❏▼✼✿▲❖▲❑◆▼❀ ✝✁ ❇✑✕✔  
✟ ✝✠✟✕✚✣✜✣✗✙✡ ✬✠✡ ✏ ✌✠✚✸✝ ✛P✜ ✟ ✣➃✇✽◆➈✼❷✾❁s↔❋■➏✷✼❚❋➋❋■➏❁◆✽✼➈③✖◆❙❇■✼✿④✖◆➃❏❙❆✖✾✰➉✷④✖✺✰❇■✼❷❋❘❍❖❆✖✾❁s➋❆❷➀✈❋❘➏❁◆➃P✷✼✿❇❈❋❘❍❖❏❙▲❖◆▼s➋❍❑✾➲❋■➏❁◆➃P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼➆✼✿❇❈◆
s❘✺✰❏❽➏➲❋■➏✷✼❷❋↔✼✿▲❖▲✙❋❘➏❁◆➁✇②✺✰▲❑❋■❍❑P❹❆✿▲❖◆▼s⑤❆✿➀❧✼⑦s❘◆q❋↔❆✿➀❺P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼▲❑◆▼s⑨P❁▲❖✺❁sr❍❑❋❘srs❈✺❁❇❘❇❈❆✖✺❁✾❁❀❁❍❑✾❁④✒P✝❆✖▲➧✼❷❇❘❍☞☎▼✼❷❋■❍❑❆✖✾➆❏▼▲❑❆✖✺❁❀➞③❷✼❚✱
✾❁❍❑s❘➏ ✄ ✓➞✼✿❇
➚✖➚
➇ ☎→♥ ✓
➚
➤ ✆➍✯ ✧r❆ ☞✈◆❙③✿◆▼❇▼➇✿✜ ✟ ✚ ✂✕✝✙✡✖✜✛✬✠✜ ✟✕✜ ✚ ✏✧✔ ✟ ✗ ✄✩✗✙✡ ✡ ➇✻❋■➏❁❍❑s   P❹◆❙❇❈➀➂◆❙❏❙❋ ✁⑨s❈❏▼❇❈◆▼◆▼✾✰❍❖✾❁④❿❍❑s❃P✷✼✿❇●❋■❍❖✼✿▲❖▲➅➜
❏➈✼❷✾❁❏▼◆❙▲❖◆▼❀⑦①✻➜⑦✼✿✾ ✝✠✡☞✝✍✬✠✚ ✛ ✔✖✌✠✚◆✗✙✚✣✜✛✬   ✣✫✝✍✔✭✦✧✝✠✚ ✛✠✜✛✬❳◆❙❸❹◆▼❏q❋➈➊➓❋❘➏❁◆❊❀✰◆❙➀➂❆✖❇❈✇⑦✼❷❋❘❍❖❆✖✾✽❆✿➀✙❋❘➏❁◆❊P✝❆✖▲➧✼❷❇❘❍☞☎▼✼❷❋■❍❑❆✖✾❿❏▼▲❑❆✖✺❁❀✣✯ ✟✹➏❁❍❑s
❀❁◆q➀➂❆✖❇❘✇➄✼❷❋■❍❑❆✖✾ ☞⑤❍❑❋❘➏✭❇❈◆▼s❘P✝◆▼❏q❋②❋■❆➯❋■➏✰◆   P❹◆❙❇❈➀➂◆❙❏❙❋ ✁➃✼✿❇❘❇❘✼✿✾❁④✖◆❙✇➄◆❙✾✻❋✵④✖◆❙✾❁◆▼❇❘✼❷❋■◆❙s②✼✫✾✰❆✖✾⑩③✿✼❷✾❁❍❖s❈➏❁❍❖✾❁④✟✇✽◆➈✼✿✾➎❀❁❍➅✱
P✝❆✖▲❖◆⑨①❹◆q❋✓☞❃◆❙◆▼✾✟✼➁P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼▲❑◆❊✼✿✾✰❀✒❍❑❋❘s❃P✝❆✖▲➧✼✿❇❈❍☞☎▼✼❷❋■❍❑❆✖✾❿❏▼▲❑❆✖✺❁❀✒❍❑✾➄❋■➏✰◆↔❀❁❍❖❇❈◆▼❏q❋■❍❖❆✿✾⑦P✝◆▼❇❘P✝◆▼✾✰❀❁❍❖❏❙✺❁▲➧✼✿❇❺❋■❆✵❋■➏❁◆ ☞❥✼✿▲❑▲➍➇
❋■➏✰❆✖✺❁④✖➏✬❋■➏✰◆➆❏▼❆✖❇❈❇❘◆▼s❈P❹❆✿✾❁❀❁❍❖✾✰④➲❋■❆✿❋■✼✿▲❃✇✽◆➈✼✿✾✬❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆➆s●❋■❍❑▲❖▲❺③✿✼❷✾❁❍❖s❈➏❁◆▼s❙✯ ✄↕➏❁◆▼✾✬❋■➏✰◆ ☞❥✼✿▲❑▲❃❍❑s❿✼➲P❁▲➧✼❷❍❖✾ ☞❃✼✿▲❖▲
❋■➏✰◆↔◆❙❸❹◆▼❏q❋❥❍❖s✈P❁✺❁❇❈◆▼▲❑➜✽④✖◆❙❆✖✇✽◆❙❋■❇❈❍❖❏❷➇ ☞⑤➏✰◆▼❇❘◆▼✼✿s✹s❘❆✿✇➄◆rs❘✺❁❇●➀➌✼✿❏▼◆↔P✝❆✖▲❖✼✿❇❘❍ ☎➈✼❷❋❘❍❖❆✖✾❿❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆➋✼❷P❁P❹◆▼✼✿❇❘s✈❍❖✾❁s❈❍❖❀❁◆ ☞❥✼❷▲❖▲❖s
☞⑤❍❑❋❘➏➯◆▼▲❖◆❙❏❙❋❘❇❘❍❖❏▼✼✿▲❼P✰❇❘❆✖P✝◆▼❇●❋■❍❖◆❙s▼✯ ✟✹➏✰◆→❇❈◆▼s❈✺❁▲❑❋❘❍❖✾❁④❿◆q❸❼◆❙❏❙❋■❍➅③✖◆❾❀❁❍❑P❹❆✖▲❑◆q✱ ❀❁❍❖P✝❆✖▲❖◆⑤❍❑✾✻❋❘◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾➆❍❑s✹❇❘◆❙t❁◆▼❏❙❋❘◆▼❀✟❍❖✾➆❋■➏✰◆
✼✿▲❑④✖◆▼①❁❇❘✼✿❍❖❏
1/y3
➀➌✼✿▲❖▲ ✱✴❆✿❸✒❆✿➀✣❋■➏✰◆❊P✝❆✖s❘❍➅❋■❍❖❆✿✾➓✱✴P✝❆✖s❘❍➅❋■❍❑❆✖✾②❏▼❆✿❇❘❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾✽❍❖✾✽❋■➏❁◆r❀❁❍❖❇❈◆▼❏q❋■❍❖❆✿✾➄P✷✼❷❇■✼✿▲❑▲❖◆▼▲❁❋❘❆✵❋❘➏❁◆ ☞❃✼✿▲❖▲
☞⑤➏❁◆❙✾ ❋■➏❁◆➄▲➧✼❷❋❈❋■◆❙❇→❍❑s→✼✫P❁▲❖✼✿❍❖✾ ☞❃✼✿▲❖▲❺❆✖❇✵✼✫❀❁❍❑◆▼▲❑◆▼❏❙❋❘❇❘❍❑❏❿❆✖✾❁◆ ✄♣✮✖✼✿✾
➚
➡✿✼ ✆➨✯✗✧r❆ ☞❃◆q③✖◆❙❇▼➇❳❍❑✾➎❋❘➏❁◆✽③❉❍❑❏▼❍❖✾✰❍❑❋✴➜➛❆✿➀✹✼✿✾
❍❖❀✰◆➈✼✿▲❑▲❑➜➛❏❙❆✖✾❁❀❁✺❁❏q❋■❍➅③✖◆✒①✝❆✖✺❁✾❁❀❁✼✿❇❈➜✿➇➩❋❘➏❁◆⑦❏❙▲❖❆✖✺❁❀✭④✖◆▼✾✰◆▼❇■✼❚❋■◆▼❀✬①⑩➜➐❋■➏✰◆✒❍❖✾✰t❁✺❁◆▼✾❁❏❙◆⑦P❁➏✰◆▼✾❁❆✖✇✽◆▼✾✰❆✖✾➽❍❖✾✰s❘❍❖❀✰◆➄❋■➏✰◆
❏▼❆✿✾❁❀❁✺❁❏q❋■❍❑③✿◆ ☞❥✼❷▲❖▲❩➉✰❋■s ☞⑤❍➅❋■➏➲❋■➏✰◆❿P❹❆✖▲❖✼✿❇❘❍ ☎➈✼❷❋❘❍❖❆✖✾➯❏❙▲❖❆✖✺❁❀➛❏❙❇❘◆▼✼❷❋■◆❙❀➎①⑩➜✫❋■➏❁◆②P✰▲➧✼✿s❈✇⑦✼⑦❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆❙s➋s❘❆➆P✝◆▼❇●➀➂◆▼❏❙❋❘▲❑➜
❋■➏❁✼❷❋✹❋■➏❁◆➋◆q❸❼◆❙❏❙❋❘❍❑③✖◆❾❍❑✾✻❋❘◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾➆①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆❙✾✫❋■➏✰◆➋P❁▲➧✼✿s❈✇⑦✼②P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼▲❑◆▼s❥❀✰◆▼❏▼❇❈◆➈✼✿s❈◆▼s⑤➀➌✼✿s❈❋❘◆▼❇❥❋❘➏✷✼✿✾✟✼✿✾⑩➜➆❍❖✾⑩③✿◆▼❇❘s❈◆
P✝❆ ☞✈◆▼❇➟✱✴▲❖✼ ☞ ➝➨✼✿s✹❍❑✾➆❋■➏❁◆❾①❁✺❁▲ ✫➓➥q✯
❄❃❆✖✾⑩❋■❇❘✼✿❇❘❍❑▲❑➜✖➇✷❍❑✾✫✸✻✺✷✼❷✾✻❋❘✺❁✇ ❇❘◆❙④✖❍❖✇✽◆▼s❙➇✝s❈❏▼❇❈◆▼◆▼✾✰❍❖✾❁④➄❍❖sr✼✿▲ ☞❃✼➈➜➓s ✗✙✡ ✣✫✝ ✙ ✛✾✗✙✜✛✬q➇✷◆❙③✿◆▼✾➲❍❑✾✟❋❘➏❁◆➁①❁✺✰▲ ✫❅➇❅①❹◆❙❏➈✼✿✺❁s❈◆
❍❖✾⑩❋❘❇❘❍❖✾✰s❘❍❖❏❊✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■✺❁✇ P✝❆✖s❘❍➅❋■❍❖❆✿✾✒t✷✺❁❏❙❋❘✺✷✼❷❋❘❍❖❆✖✾❁s⑤❀❁◆❙s❈❋❘❇❘❆❢➜➆❋■➏❁◆❾P✝◆▼❇●➀➂◆▼❏❙❋❊✼✿❇❈❇■✼✿✾❁④✿◆▼✇✽◆▼✾⑩❋⑤❆✿➀❳❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❑❏➈✼✿▲✙✼➈③✿◆▼❇■✼❷④✖◆
❏▼❆✿✾✰➉✷④✖✺❁❇❘✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s❙✯✙➠✴✾➎❋❘➏❁◆➄①✰✺❁▲ ✫❅➇✙❇❘❆❷❋❽✼❷❋❘❍❖❆✖✾✷✼❷▲❴❍❖✾⑩③❷✼✿❇❈❍➧✼✿✾❁❏❙◆➃✼✿✾❁❀➐❋■➏❁◆➃➏✷✼❷❇❘✇✽❆✖✾❁❍❖❏❙❍❑❋✴➜➞❆✿➀✈❋❘➏❁◆⑦❄❃❆✖✺❁▲❖❆✿✇②①➐P❹❆❷✱
❋■◆❙✾⑩❋■❍➧✼❷▲❴s❘P✝◆▼❏❙❍❑➉✷❏✵❋■❆✒❋■➏✰◆❿❀❁◆❙➉✷✾✰❍❑❋■❍❑❆✖✾✜➝➂➠✑✏②✯➅➵♠➥r◆▼✾➓➀➂❆✖❇❘❏❙◆➃✼
1/r6
❋❽✼✿❍❑▲❥➝➂❍❖✾➛s❈❆✖✇➄◆➁s❘◆▼✾✰s❘◆✿➇✙❆✿✾❁▲❑➜➯❋■➏✰◆❿s❘✸✻✺✷✼✿❇❈◆▼❀
t✷✺❁❏q❋■✺✷✼❚❋■❍❖❆✿✾❁s➋❆✿➀✉❀❁❍❖P✝❆✖▲❑◆q✱✴❀✰❍❖P✝❆✖▲❖◆→❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❑❆✖✾❁s↔s❈✺❁❇❈③❉❍❑③✿◆❢➥ ✄♣❄❃❆✖❇ ✱
✁
①✣➇❭❄❃❆✖❇✆✱ ✕❷① ✆➨✯❭➭↔✾➛❋■➏❁◆❿❆✿❋❘➏❁◆▼❇➋➏❁✼✿✾❁❀✣➇✙❍❑✾
❋■➏✰◆✫③❉❍❖❏❙❍❖✾❁❍➅❋✴➜✬❆✿➀❾✼ ☞❃✼✿▲❑▲⑤❋❘➏❁◆➞P✰❇❘◆❙③❉❍❑❆✖✺❁s⑦④✿◆▼❆✖✇✽◆❙❋❘❇❘❍❖❏▼✼✿▲✹◆❙❸❹◆▼❏q❋➆✼✿❇❈❍❖s❈◆▼s➄✼✿④⑩✼✿❍❑✾★✼✿✾❁❀ ➝➌✾❁❆✿✾❁s❘✸✻✺✷✼✿❇❈◆▼❀❅➥
1/y3
❀❁❍❑P❹❆✖▲❖✼✿❇❾❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❑❆✖✾❁s➁s❈✺❁❇❈③❉❍➅③✖◆➯✼❷➀❡❋❘◆▼❇②✼➈③✿◆▼❇■✼❷④✖❍❖✾❁④➛❆❢③✿◆▼❇②✇✽❍❖❏❙❇❘❆✖s❈❏▼❆✖P❁❍❑❏➄❏❙❆✖✾✰➉✷④✿✺❁❇■✼❷❋❘❍❖❆✖✾✰s ☞⑤❍❑❋❘➏➽✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺❁✇
t✷✺❁❏q❋■✺✷✼❚❋■❍❖❆✿✾❁s▼➇✷◆q③✖◆▼✾✫❍❖✾➆❋■➏✰◆❾③❉❍❑❏▼❍❖✾✰❍❑❋✴➜➄❆✿➀❳✼❷✾✫❍❑❀❁◆➈✼✿▲❑▲❑➜✽❏▼❆✿✾❁❀❁✺❁❏q❋■❍❖✾✰④ ☞❃✼✿▲❖▲➨✯
✟✼✻ ☎✁  ✂ ✒ ✒ ✑☞✑ ☛ ✏ ☎ ✂
➠✴✾✽❋❘➏❁❍❖s✉✼✿P✰P❹◆❙✾❁❀❁❍➅➑ ☞❃◆⑤❀❁◆❙❇❘❍❑③✿◆⑨❋❘➏❁◆⑤◆q➑➓P❁❇❈◆▼s❘s❈❍❖❆✖✾✰s↔➝➂➠✑✏②✯✵✴✿➸⑩➥✴✱➒➝➌➠✑✏➁✯ ✴❷➺⑩➥❳✼✿✾❁❀➞➝➌➠✑✏②✯✵✴ ✴✖➥❩➀➂❆✿❇❳❋■➏❁◆⑨❍❖✇✽✇➄◆❙❇❘s❈❍❖❆✖✾
➀➂❇❘◆❙◆❃◆❙✾❁◆▼❇❈④✖❍❖◆❙s❴❍❖✾→❋■➏❁◆✈❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏➈✼❷▲ ☞✈◆➈✼ ✫⑩✱ ❏▼❆✖✺✰P❁▲❖❍❑✾❁④❊▲❑❍❖✇✽❍❑❋➈✯ ✟✹➏❁◆▼s❈◆❃③❷✼✿▲❖✺❁◆❙s❳✼✿❇❈◆✈❀✰◆▼❇❘❍➅③✖◆❙❀②➀➂❇❘❆✖✇ ❋❘➏❁◆❥◆q➑➓P✷✼❷✾❁s❘❍❑❆✖✾
❆✿➀➓❋■➏❁◆✈❀❁◆❙➉✷✾✰❍❑❋■❍❑❆✖✾❁s✈➝➌➠✑✏➁✯➢➸➓➵♠➥➩✼❷✾❁❀➆➝➂➠✑✏②✯♣➸✿➺✻➥ ☞⑤❍❑❋❘➏➁❇❘◆❙s❘P✝◆▼❏q❋❴❋■❆
βqi
✺❁P✵❋❘❆❊s❈◆▼❏▼❆✿✾❁❀②❆✖❇❈❀❁◆▼❇❙✯ ✟✹➏✰◆❃◆q➑➓P✷✼❷✾❁s❘❍❑❆✖✾➁❍❑s
❏▼❆✿✇②①❁❍❖✾✰◆▼❀ ☞⑤❍❑❋❘➏⑦✼➋s❘◆❙▲❑➀➧✱ ❏▼❆✖✾❁s❈❍❖s●❋■◆▼✾⑩❋✉✇✽◆➈✼✿✾➓✱➍➉✷◆▼▲❑❀✽✼✿P❁P❁❇❈❆❢➑➓❍❑✇⑦✼❷❋❘❍❖❆✖✾✵➀➂❆✖❇❳❋■➏❁◆⑤❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼▲➧✼❚❋■❍❖❆✿✾❁s❳❍❖✾❿❋❘➏❁◆r❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❑❏➈✼✿▲
P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼②❍❖✾➆❋■➏✰◆✵✼❷①❁s❘◆❙✾❁❏▼◆→❆✿➀➩❋■➏❁◆❾◆q➑❉❋❘◆▼❇❘✾❁✼✿▲❭❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆→❀✰❍❖s❈❋❘❇❘❍❑①❁✺✰❋■❍❑❆✖✾❁s
qi(r)
✯
❂✷❆✖❇❺✼✿✾⑩➜❿P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍➧✼✿▲
v(r, r′)
❋❘➏❁◆⑤▲❖❍❖✾✰◆➈✼✿❇❴✼✿✾❁❀✽✸❉✺❁✼✿❀❁❇■✼❚❋■❍❖❏❥❋❘◆▼❇❈✇➄s❧❍❑✾➃❋❘➏❁◆✹◆q➑➓P✷✼❷✾❁s❘❍❑❆✖✾➄❆❷➀
F
(1)
elect[qi]
☞⑤❍❑❋❘➏
❇❘◆❙s❘P✝◆▼❏q❋r❋❘❆
qi(r)
❇❈◆➈✼✿❀
F
(1)
elect[qi] =
∫
dr
∫
dr′qi(r)v(r, r′)〈Q(r′)〉U0 +
1
2
∫
dr
∫
dr′qi(r)v(r, r′)Qind(r′; qi).
➝➌➠✑✏➁✯✲✱ ✱✖➥
➠✴✾✬➝➂➠✑✏②✯✺✱ ✱⑩➥❃❋■➏✰◆✵◆➒➑✰P✰❇❘◆▼s❈s❘❍❑❆✖✾➲❆✿➀❩❋■➏❁◆→❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆✵❀✰◆▼✾❁s❈❍❑❋✴➜
Qind(r′; qi)
❍❑✾❁❀❁✺❁❏❙◆▼❀✫①✻➜
qi(r)
❍❑s⑤❋❘➏✷✼❷❋⑨④✖❍➅③✖◆▼✾✫①⑩➜
❋■➏✰◆→▲❑❍❖✾❁◆▼✼✿❇❥❇❈◆▼s❘P✝❆✖✾❁s❈◆→❋❘➏❁◆▼❆✿❇❈➜✖➇
Qind(r′; qi) = −β〈[Q(r′)V [qi]〉U0 − 〈Q(r′)〉]U0〈V [qi])〉U0
= −β
∫
dr⋆
∫
dr′′ [〈Q(r′)Q(r⋆)〉U0 − 〈Q(r′)〉U0〈Q(r⋆)〉U0]
× v(r⋆, r′′)qi(r′′). ➝➌➠✑✏②✯➅➵❢➤✖➤✖➥
✶ s❘❍❑✇➄❍❑▲➧✼✿❇✉s❘❏❽➏❁◆❙✇➄◆→▲❖◆▼✼✿❀❁s❥❋❘❆
Φelect[q1, q2] +
∫
dr
∫
dr′q1(r)v(r, r′)q2(r′)
=
1
2
∫
dr
∫
dr′
[
q1(r)Q
ind(r′; q2) + q2(r′)Qind(r; q1)
]
v(r, r′).
➝➌➠✑✏②✯➅➵❢➤✰➵❢➥
➠✴✾②❋■➏❁◆❃s❘◆▼▲➅➀➧✱✴❏❙❆✖✾❁s❘❍❑s❈❋❘◆▼✾⑩❋❧✇✽◆➈✼✿✾✰➉❁◆▼▲❖❀②✼✿P❁P❁❇❈❆❢➑➓❍❑✇⑦✼❷❋❘❍❖❆✖✾❼➇➈❋■➏❁◆❥①❁✼✿s❘❍❑❏❥✼✿s❈s❘✺❁✇✽P✰❋■❍❑❆✖✾②➏✷✼❷s❳①❹◆❙◆▼✾②➀➂❆✖❇❈✇②✺❁▲❖✼❷❋■◆❙❀
❍❖✾✫✁➓◆❙❏✿✯♣➸✰✯➅➵➁❍❖✾➆❋❘◆▼❇❘✇✽s⑤❆✿➀❴❋❘➏❁◆➋❋■❆✿❋■✼✿▲✙P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍➧✼✿▲
φW
❏❙❇❘◆▼✼❷❋■◆❙❀✫①⑩➜✟✼➃❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆➁✼✿✾✰❀✫❍➅❋■s⑤P❹❆✿▲➧✼✿❇❈❍☞☎➈✼❚❋■❍❖❆✿✾⑦❏▼▲❑❆✖✺❁❀✣✯
➝➌➠ ❋⑦❍❖s➄◆▼✸✻✺❁❍❑③❷✼✿▲❑◆▼✾⑩❋⑦❋❘❆➽✼✿P✰P❁❇❘❆➈➑➓❍❖✇➄✼❷❋■◆➯❋■➏✰◆➲◆q➑✰✼✿❏q❋➆❀❁❍❖❇❈◆▼❏q❋✒❏▼❆✿❇❘❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾✜➀➂✺❁✾❁❏q❋■❍❑❆✖✾★①⑩➜ −βe2v(r, r′) ➇❃✼❷s
✇✽◆▼✾⑩❋■❍❑❆✖✾❁◆▼❀❾❍❑✾ ✂⑨◆q➀➟✯ ✄♣✮✖✼✿✾
➚
➡❷✼ ✆➨✯ ➥
φMFW
❍❑s❼❋■➏❁◆❺s❈❆✖▲❖✺✰❋❘❍❖❆✖✾❊❆✿➀➓❋❘➏❁◆❧❍❖✾⑩❋❘◆▼④✖❇❘✼✿▲✖◆▼✸✻✺✷✼❚❋■❍❖❆✿✾✽➝➌➠✑✏②✯✵✴✿➤⑩➥➒✯♠❄❃❆✖✇✽P✷✼✿❇❈❍❖s❘❆✿✾
❆✿➀❥➝➌➠✑✏➁✯❑➵❢➤✿➤⑩➥ ☞⑤❍❑❋❘➏ ➝➂➠✑✏②✯⑥➺ ✕✖➥➒➇➩➝➌➠✑✏②✯⑥➺✓✱⑩➥➒➇✷✼✿✾❁❀ ➝➌➠✑✏➁✯ ✴❷➤⑩➥❃s❘➏❁❆ ☞⑤s⑤❋■➏✷✼❚❋
QindMF (r
′) = −βe2ρ(x′)
∫
dr′′φMFW (r′, r′′)qi(r′′).
➝➌➠✑✏②✯➅➵❢➤⑩➡✿➥
➠✴✾ ❋■➏✰◆⑦❏➈✼❷s❘◆⑦❆❷➀❃❋■➏✰◆➆❄❃❆✖✺❁▲❑❆✖✇②①➎P❹❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍➧✼✿▲➨➇✣❋■➏❁◆✽s❘◆❙❏▼❆✖✾❁❀➽❋❘◆▼❇❈✇ ❍❑✾★➝➂➠✑✏②✯✺✱ ✱⑩➥➋❏➈✼✿✾ ①❹◆✽s❘❍❑✇➄P❁▲❑❍❑➉✷◆❙❀➐①✻➜
❍❖✾✰s❘◆▼❇●❋■❍❑❆✖✾➲❆✿➀❺❋■➏✰◆❿✇➄◆▼✼✿✾✰➉✷◆❙▲❖❀➛◆q➑➓P❁❇❈◆▼s❈s❘❍❖❆✿✾★➝➂➠✑✏②✯➅➵❢➤⑩➡✖➥⑨✼✿✾❁❀➐✺❁s❘◆❿❆❷➀❃✼✒s●➜❉✇➄✇✽◆❙❋❘❇❈➜➲P✰❇❘❆✖P✝◆▼❇●❋✴➜✖✯✣➠✴✾❁❀✰◆▼◆▼❀❼➇✙①✻➜
❀❁◆q➉✷✾❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾
φMFW (r, r
′)
❍❑s✹❇❘◆▼✼✿▲ ☞⑤➏❁❍❑▲❖◆✿➇❁✼✿❏▼❏❙❆✖❇❘❀❁❍❑✾❁④❿❋■❆❿❋■➏✰◆→◆❙✸✻✺✷✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s✵➝➌➠✑✏➁✯ ✴❉➵♠➥❥✼✿✾❁❀
εW∆r′φMFW (r, r
′) = −4πδ(r− r′) ➀➂❆✖❇ x′ < 0 ➝➌➠✑✏➁✯❑➵❢➤✿➸⑩➥
❋■❆✿④✖◆❙❋❘➏❁◆▼❇✛☞⑤❍❑❋■➏→❋■➏❁◆✈①❹❆✿✺❁✾❁❀✷✼✿❇●➜→❏▼❆✖✾❁❀✰❍❑❋■❍❑❆✖✾❁s❙➇
φMFW (r, r
′)
❍❑s❴✼❷▲❖s❘❆⑨❋■➏❁◆ ☎❾❇❈◆▼◆❙✾➁➀➂✺❁✾❁❏q❋■❍❖❆✿✾➁❆✿➀❅✼⑨s❘◆❙▲❑➀➧✱➟✼❷❀❚➔❈❆✖❍❖✾⑩❋
❆✖P✝◆▼❇❘✼❷❋■❆✖❇⑤✼❷❏❙❋■❍❑✾❁④✽❆✖✾
r′
✯ ✟✹➏❉✺✰s
φMFW (r, r
′)
❍❖s⑤✼➃s❈➜❉✇✽✇➄◆q❋■❇❈❍❖❏➋➀➂✺❁✾❁❏q❋■❍❖❆✿✾✟❆❷➀❳❍❑❋❘s⑨✼✿❇❘④✖✺✰✇➄◆❙✾✻❋❘s▼➇❅✼✿s ☞✈◆▼▲❑▲❩✼❷s
vc(r, r
′)
➇
φMFW (r, r
′) = φMFW (r
′, r).
➝➌➠✑✏➁✯❑➵❢➤❷➺✻➥
✟✹➏❁◆❙❇❘◆❙➀➂❆✿❇❘◆
∫
dr′ρ(x′)vCW (r, r′)φMFW (r′, r′′) =
∫
dr′ρ(x′)φMFW (r′′, r′)vCW (r′, r),
➝➌➠✑✏➁✯❑➵❢➤ ✴✖➥
✼✿✾❁❀✟①⑩➜➆✺❁s❈❍❖✾❁④✽✼✿④⑩✼❷❍❖✾➎➝➌➠✑✏➁✯ ✴❷➤⑩➥❃❋■❆✖④✖◆q❋■➏❁◆❙❇ ☞⑤❍❑❋❘➏ ➝➂➠✑✏②✯➅➵❢➤⑩➡✖➥➒➇ ☞❃◆❾❆✖①➓❋❽✼✿❍❑✾
∫
dr
∫
dr′qi(r)v(r, r′)QindMF (r
′; qi) =
∫
dr
∫
dr′′qi(r)[φMFW (r, r′′)− vCW (r, r′′)]qi(r′′).
➝➌➠✑✏②✯➅➵❢➤
✁
➥
✁➓❍❑✇➄❍❑▲➧✼✿❇❈▲❑➜✖➇♠❋■➏✰◆r❏❙❆✖✇②①❁❍❑✾✷✼❷❋■❍❑❆✖✾❿❆✿➀✣❋❘➏❁◆⑨▲➧✼❷❋❈❋■◆▼❇❺◆❙✸❉✺❁✼❷❋■❍❑❆✖✾ ☞⑤❍➅❋■➏➞➝➌➠✑✏➁✯❑➵❢➤➓➵♠➥❺▲❑◆➈✼✿❀✰s❺❋❘❆✵❋❘➏❁◆⑨③❷✼✿▲❑✺❁◆✵➝➌➠✑✏➁✯ ✴ ✴✿➥❧➀➂❆✖❇
❋■➏✰◆→◆q❸❼◆❙❏❙❋❘❍❑③✖◆→◆▼▲❑◆▼❏q❋■❇❘❆✿s❈❋❽✼❚❋■❍❖❏❊❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❖❆✿✾✟①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆❙✾✫❋✓☞✈❆➄❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆→❀❁❍❑s❈❋■❇❈❍❖①❁✺➓❋■❍❖❆✿✾❁s▼✯
   
✟✼✻ ☎✁  ✂ ✒ ✒ ✑☞✑ ☛ ✏ ☎✄✂
➠✴✾➼❋❘➏❁❍❖s✽✼✿P✰P❹◆❙✾❁❀❁❍➅➑❹➇✙☞✈◆✟❏➈✼✿▲❑❏▼✺❁▲❖✼❷❋■◆✒❋❘➏❁◆➆➉✷❇❘s●❋⑦✼❷✾❁❀ s❈◆▼❏❙❆✖✾❁❀✌✇✽❆✖✇✽◆▼✾⑩❋■s❿❆❷➀↔✼ ✂❃❇❈❆ ☞⑤✾✰❍➧✼✿✾➼①❁❇❘❍❑❀❁④✖◆➆❍❑✾
❋■➏✰◆✵③❉❍❖❏❙❍❖✾❁❍➅❋✴➜➯❆✿➀❺✼ ☞❃✼✿▲❑▲➍✯❅➠✴✾➞➀➌✼✿❏q❋r❋❘➏❁◆✵③❷✼✿▲❑✺❁◆✵❆❷➀
µ(1)(x˜)
❏▼✼✿✾➲①✝◆➁❀❁❍❑❇❘◆▼❏q❋■▲➅➜➯❍❖✾✰➀➂◆❙❇❘❇❘◆❙❀✫➀➂❇❈❆✖✇ ❻❺✸❅✯❖➝➍➡➓✯➅➵✧✴✖➥✹❆✿➀
✂⑤◆❙➀➟✯ ✄➢✮✖✼✿✾
➚
➤ ✆➨✯ ✟✛☞✈❆⑦P✰❇❘❆✖P✝◆▼❇●❋■❍❖◆❙s⑤✼✿❇❘◆❾✺❁s❈◆▼❀✣✯
❂❴❍❖❇❈s❈❋▼➇❉❋❘➏❁◆❊▲❑❍❖✾ ✫❿①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆❙✾➯❋❘➏❁◆↔P✷✼❚❋■➏✒❍❑✾✻❋❘◆▼④✖❇❘✼✿▲❹✼✿✾❁❀⑦❋❘➏❁◆✤✧r◆❙❍❖s❈◆▼✾✻①❹◆❙❇❘④②❇❈◆▼P❁❇❈◆▼s❈◆▼✾⑩❋❽✼❷❋❘❍❖❆✖✾➆❍❑✾✒❍❖✇➄✼✿④✖❍❑✾✷✼✿❇●➜
❋■❍❑✇➄◆❊❇❘◆➈✼❷❀❁s
1
(2πλ2)1/2
∫
D0
W
([ξ]x ; x1)λ[ξ(s)]x ≡ 〈x1|e−β[☎h0+UW ( ☎x)][x̂(s)− x1]|x1〉,
➝➌➠✑✏②✯➅➵❢➤ ✕✿➥
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
ĥ0
❍❖s✹❀✰◆❙➉✷✾❁◆❙❀➞❍❑✾ ➝➂➠✑✏②✯➢➡
✁
➥➒✯❁➠✴✾➽➝➂➠✑✏②✯➅➵❢➤ ✕✖➥
x̂(s)
❍❖s⑤✼✿✾➯❆✖P✝◆▼❇❘✼❷❋■❆✖❇✹❍❑✾ ✧r◆▼❍❑s❘◆❙✾❉①✝◆▼❇❈④➄❇❈◆▼P❁❇❈◆▼s❈◆▼✾⑩❋❽✼❷❋❘❍❖❆✖✾
x̂(s) ≡ eβs[☎h0+UW ( ☎x)]x̂e−βs[☎h0+UW ( ☎x)]. ➝➌➠✑✏②✯➅➵❢➤ ➚ ➥
✂✈➜➆❍❑✾❁s❘◆❙❇❈❋❘❍❖✾❁④❿❋■➏✰◆➋❏▼▲❖❆✿s❘✺❁❇❈◆→❇❈◆▼▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾✣➇ ☞✈◆❾④✖◆❙❋
〈x1|e−β[☎h0+UW ( ☎x)][x̂(s)− x1]|x1〉
= −x1g0,W (x1, x1, 1) +
∫ +∞
0
dx′g0,W (x1, x′, 1− s)x′g0,W (x′, x1, s). ➝➌➠✑✏➁✯❑➵❢➤✙✱⑩➥
✁➓◆▼❏❙❆✖✾❁❀✣➇
g0,W (x
′, x1, s)
❍❖s⑨✇➄◆❙❇❘◆▼▲➅➜➯④✖❍❑③✿◆▼✾✫①✻➜➯❋❘➏❁◆✵❍❑✇⑦✼❷④✖◆❾✇➄◆q❋■➏❁❆❉❀ ✄♣✮✖✼✿✾
➚
➤ ✆➍✯❅➠✴✾❁❀✰◆▼◆▼❀❼➇ ☞✈◆➁▲❖❆❉❆ ✫⑦➀➂❆✿❇
✼➄➀➂✺❁✾✰❏❙❋■❍❑❆✖✾➲❋■➏❁✼❷❋↔❆✖①✝◆❙➜❉s↔❋❘➏❁◆②s■✼❷✇➄◆②◆❙✸✻✺✷✼❷❋■❍❑❆✖✾➛✼✿sr❋■➏❁◆②①✰✺❁▲ ✫✟s❘❆✖▲❑✺✰❋■❍❑❆✖✾ ☞⑤❍➅❋■➏➞❋❘➏❁◆❿❆✖✾❁▲➅➜✟❀❁❍❑❸❹◆▼❇❈◆▼✾❁❏❙◆➁❋■➏✷✼❚❋
❍❑❋✹③❷✼✿✾✰❍❖s❘➏✰◆▼s⑤❆✖✾➯❋■➏❁◆✣☞❃✼✿▲❖▲❭✼✿✾✰❀✫❍➅❋✹❍❖s⑤s❘◆q❋⑨◆▼✸✻✺✷✼✿▲✙❋■❆ ☎❙◆▼❇❘❆➄❍❖✾❁s❈❍❖❀❁◆↔❋❘➏❁◆✣☞❥✼❷▲❖▲❭✼✿s⑤s❘❆❉❆✖✾✟✼✿s
x
❆✖❇
x′
①✝◆▼❏▼❆✿✇➄◆❙s
✾❁◆❙④⑩✼❷❋■❍➅③✖◆❷✯ ✟✹➏❁◆➋➀➂✺❁✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾ ☞⑤➏❁❍❑❏❽➏✫❆✿①❹◆q➜➓s⑤❋■➏✰◆→▲❖✼✿s❈❋❥P❁❇❘❆✖P✝◆▼❇●❋✴➜✟✼✿✾❁❀ ☞⑤➏❁❍❑❏❽➏✫❇❈◆➈✼✿❀❁s
g0,W (x, x
′; s) = g0,bulk(x− x′; s)− g0,bulk(x+ x′; s) ➝➌➠✑✏➁✯❑➵✖➵➈➤⑩➥
➀➂❆✖❇
x > 0
✼✿✾❁❀
x′ > 0
❏▼▲❖◆▼✼✿❇❘▲➅➜⑦s❘✼❷❋■❍❑s❈➉✷◆❙s❊✼❷▲❖▲❼❇❈◆▼✸✻✺❁❍❑❇❘◆▼✇✽◆▼✾⑩❋❘s▼✯✷➠✴✾ ➝➌➠✑✏②✯➅➵✖➵❢➤✖➥q➇✰❋❘➏❁◆❾①❁✺❁▲ ✫⑦s❘❆✖▲❑✺✰❋■❍❑❆✖✾➆❇❘◆▼✼✿❀❁s
g0,bulk(x− x′; s) = 1
(2πλ2)1/2
exp[−|x− x′|2/(2λ2s)]√
s
.
➝➌➠✑✏②✯➅➵✖➵✖➵❢➥
✂✈➜➎❏▼❆✖✇➁①❁❍❖✾✷✼❚❋■❍❖❆✿✾✭❆✿➀❾➝➌➠✑✏②✯➅➵❢➤ ✕✿➥→✼✿✾✰❀↕➝➌➠✑✏➁✯❑➵❢➤✙✱⑩➥✣☞⑤❍➅❋■➏★➝➌➠✑✏②✯➅➵✖➵❢➤✖➥→✼✿✾✰❀➽①⑩➜ ✺❁s❈❍❖✾❁④✟❋■➏❁◆➄❀❁◆❙➉❁✾❁❍❑❋❘❍❖❆✖✾➎❆✿➀
❋■➏✰◆→❏❙❆✖✇✽P❁▲❖◆❙✇➄◆❙✾✻❋■✼✿❇❈➜⑦◆▼❇❈❇❘❆✖❇❥➀➂✺❁✾✰❏❙❋■❍❑❆✖✾➯❇❘◆❙❏➈✼✿▲❑▲❖◆▼❀➯❍❑✾➎➝➌➠✑✏②✯✦✕✙✱⑩➥➒➇ ☞❃◆❾④✖◆q❋
∫
D0
W
([ξ]x ; x1)[ξ(s)]x = x˜1
[
2se−2  x
2
1 − Erfc
(
1√
2s(1− s) x˜1
)
+(1− 2s)e−2  x21Erfc
(
1− 2s√
2s(1− s) x˜1
)]
.
➝➌➠✑✏②✯➅➵✖➵♠➡✿➥
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
x˜ ≡ x/λ ✯ ✟✹➏❁◆⑤❍❖✾⑩❋❘◆▼④✖❇❘✼✿▲❖s❧❆❢③✖◆❙❇ s ❍❖✾⑩③✿❆✖▲❑③✿◆▼❀✽❍❖✾②❋■➏✰◆⑨❀✰◆❙➉✷✾❁❍➅❋■❍❑❆✖✾❁s❧❆✿➀ µ(1) ✼✿✾✰❀ µ(2) ✼✿❇❈◆⑤P❹◆❙❇❈➀➂❆✖❇❈✇➄◆❙❀
①⑩➜✬✇✽◆➈✼✿✾❁s➁❆✿➀r✼✿✾✜❍❖✾⑩❋■◆❙④✖❇■✼❷❋❘❍❖❆✖✾ ①✻➜ P✷✼✿❇●❋■s✟➝➌❍❑✾✬❆✖❇❘❀✰◆▼❇②❋■❆➛◆❙▲❖❍❑✇➄❍❑✾✷✼❷❋■◆➃❋■➏✰◆✒➀➂✺❁✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾✰s
Erfc
➥➒✯ ✟✹➏❁◆❙✾➼❋❘➏❁◆
❏❽➏✷✼✿✾✰④✖◆▼sr❆✿➀❴③❷✼✿❇❈❍➧✼✿①❁▲❑◆▼s
u = 1/
√
2s(1− s) ➀➂❆✿❇ 0 ≤ s ≤ 1/2 ✼✿✾❁❀✫✾❁◆q➑❉❋ v2 = u2 − 2 ✼✿❇❘◆❾✺❁s❈◆▼❀✣✯ ✟✹➏❁◆
➉✷✾✷✼❷▲✙❇❘◆▼s❈✺❁▲❑❋⑤❍❑s✹❆✖①✰❋■✼✿❍❖✾❁◆❙❀➆➀➂❇❘❆✖✇ ❋■➏❁◆❾❇❘◆❙P❁❇❘◆❙s❘◆❙✾✻❋■✼❷❋■❍❑❆✖✾
Erfc(xy) =
2x
π
e−x
2y2
∫ ∞
0
dt
e−t
2y2
t2 + x2
,
➝➌➠✑✏②✯➅➵✖➵❢➸✖➥
☞⑤➏❁❍❑❏❽➏➎❍❑s❊③❷✼✿▲❖❍❑❀ ☞⑤➏❁◆❙✾➎❋❘➏❁◆❿❇❘◆▼✼✿▲❴P❁✼✿❇❈❋➋❆❷➀
y2
❍❖s❊s❈❋■❇❈❍❖❏q❋■▲❑➜✫P✝❆✖s❘❍➅❋■❍❑③✿◆✿✯❼❻❧③✿◆▼✾⑩❋■✺❁✼✿▲❖▲➅➜✖➇❼❋❘➏❁◆➁③❷✼✿▲❖✺✰◆➯➝➌➠✑✏➁✯✥✕✖✕✿➥r❆✿➀
µ(1)(x˜)
❍❖s✹❀❁◆❙❇❘❍➅③✖◆▼❀➯➀➂❇❘❆✿✇☎➝➌➠✑✏➁✯❑➵✖➵❢➡✖➥❥✼✿✾❁❀➆❋■➏✰◆→✾✰❆✖❇❘✇➄✼✿▲❖❍ ☎➈✼❷❋❘❍❖❆✖✾➄④✖❍❑③✿◆▼✾➯❍❖✾✭➝➂➠✑✏②✯✦✕❷➺✻➥q✯
✟✹➏❁◆⑦s❘✼✿✇✽◆✽s❈❏❽➏❁◆▼✇✽◆✽❍❖s❾✺❁s❘◆❙❀✭➀➂❆✖❇❾❏▼✼✿▲❖❏❙✺❁▲➧✼❷❋❘❍❖✾❁④
∫
D0W ([ξ]x ; x1)[ξ(s)]
2
x
✯ ✟✹➏✰◆➄▲❖✼❷❋❘❋❘◆▼❇❾✇➄❆✿✇➄◆❙✾✻❋→✼❷✾❁❀
❋■➏✰◆❾➉❁❇❘s❈❋⑨❆✖✾✰◆✵✼❷P❁P❹◆▼✼✿❇✹❍❖✾➆❋❘➏❁◆❾P✷✼❷❋■➏➯❍❑✾✻❋❘◆▼④✖❇❘✼✿▲✣❇❈◆▼P❁❇❈◆▼s❘◆❙✾⑩❋❽✼❷❋❘❍❖❆✖✾✫❆✿➀❩❋❘➏❁◆❾✇⑦✼❚❋■❇❘❍ ➑✒◆❙▲❖◆❙✇➄◆❙✾✻❋
√
2π
λ
〈x1|e−β[☎h0+UW ( ☎x)] [x̂(s)]2 |x1〉. ➝➌➠✑✏②✯➅➵✖➵➈➺⑩➥
✶✹❏▼❏❙❆✖❇❘❀✰❍❖✾❁④✒❋❘❆⑦❋■➏❁◆②③❷✼✿▲❑✺❁◆➆➝➂➠✑✏②✯➅➵✖➵❢➤⑩➥⑨❆✿➀❧❋■➏❁◆✵➀➂❇❘◆▼◆❿P✰❇❘❆✖P✷✼❷④⑩✼❷❋■❆✿❇▼➇❅❋■➏❁◆②✇➄✼❷❋❘❇❘❍➅➑✟◆❙▲❖◆❙✇➄◆❙✾✻❋↔❍❖s❊❇❈◆➈✼✿❀✰❍❖▲❑➜✟❏❙❆✖✇➃✱
P❁✺✰❋❘◆▼❀ ☞⑤❍❑❋❘➏➯❋❘➏❁◆❾❇❘◆❙s❘✺❁▲➅❋
x˜21[1− e−2  x
2
1(2s− 1)2] + s(1− s)(1− e−2  x21). ➝➌➠✑✏②✯➅➵✖➵✧✴✿➥
✟✹➏❁◆➋③❷✼✿▲❖✺✰◆✽➝➌➠✑✏②✯✦✕
➚
➥❥❆✿➀
µ(2)(x˜)
❍❖s✹❀❁◆❙❇❘❍➅③✖◆▼❀➯➀➂❇❘❆✿✇✂➝➌➠✑✏➁✯❑➵✿➵✧✴✖➥❃❍❖✾✟✼❿s❈❋❘❇■✼✿❍❑④✖➏⑩❋❘➀➂❆✖❇ ☞❥✼❷❇❘❀ ☞❥✼➈➜✿✯
✟✼✻ ☎✁  ✂☎✄✆✄✞✝✠✟☛✡☛☞
✗r✾❁◆➯◆❙❇❘❇❘◆❙✺❁❇✽s❘✺❁❇➃▲➍♦⑥❆✖❇❈❀❁❇❘◆➆❀❁◆➯④✖❇❘✼✿✾❁❀❁◆❙✺❁❇➃❀✣♦⑥✺❁✾❁◆➯❏▼❆✖✾⑩❋❘❇❘❍❖①✰✺✰❋■❍❑❆✖✾✜⑧➎▲➨♦♣◗❙✾❁◆▼❇❈④✖❍❖◆⑦▲❖❍❖①✰❇❘◆➆❀❁◆➯P❁▲❑❆✖✾❁④✖◆❙✇➄◆❙✾✻❋
❀✣♦⑥✺❁✾❁◆✽❀❁❍❖s●❋■❇❈❍❖①❁✺✰❋❘❍❖❆✖✾➛❀✰◆➄❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆✽◆q➑❉❋■◗❙❇❘❍❑◆▼✺❁❇❈◆
qi(r)
➇✙❀✷✼✿✾❁s→✺❁✾✭P❁▲➧✼✿s❈✇⑦✼✒❏❙❆✖✺❁▲❑❆✖✇②①❁❍❑◆▼✾➐❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖✸✻✺❁◆➃✾❁❆✖✺❁s✵✼
❏▼❆✿✾❁❀❁✺❁❍➅❋❾⑧➆❇❘◆▼s●❋■❇❈◆▼❍❖✾✰❀❁❇❘◆➃✼✿①✰✺❁s❘❍➅③✖◆▼✇✽◆▼✾⑩❋→▲❖◆➁❀❁❆✖✇➄✼✿❍❖✾❁◆➁❀❁◆②③❷✼✿▲❖❍❑❀❁❍❑❋❘◗✵❀❁◆❿✾✰❆✖s❾❇❘◗▼s❈✺❁▲❑❋■✼❷❋■s❙➇✣P✷✼✿❇↔✼✿❍❖▲❑▲❖◆▼✺✰❇❘s❊✾✰❆✖✾
◆▼❇❈❇❘❆✖✾✰◗▼s▼✯✝➦❧▲❖✺✰s⑨P✰❇❘◗▼❏❙❍❖s❈◗▼✇✽◆▼✾⑩❋➈➇✷s❈❍
qi
◆▼s❈❋r❀❁✺✟✇➄➾❙✇➄◆➋❆✿❇❘❀❁❇❈◆→❀✰◆→④✿❇■✼✿✾❁❀✰◆▼✺❁❇⑤✸✻✺❁◆→▲➧✼❿❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆➋❋✴➜➓P✰❍❖✸✻✺❁◆→❀✣♦♣✺✰✾❁◆
◆▼s❈P❹❶❙❏▼◆✫❀✷✼✿✾❁s✽▲❖◆➆P❁▲❖✼✿s❘✇➄✼✰➇
e
➇❧▲❑◆➆❋■◆▼❇❈✇➄◆➯❀✣♦⑥❍❖✾⑩❋❘◆▼❇■✼❷❏❙❋■❍❑❆✖✾✜◆▼✾⑩❋■❇❈◆
qi(r)
◆q❋⑦▲❑◆➆P❹❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍❖◆▼▲✹◗❙▲❖◆❙❏❙❋■❇❈❆✖s❈❋■✼❷❋■❍❑✸✻✺❁◆
❏▼❇❈◗▼◗✵P✷✼✿❇❊▲❖✼✽❀✰❆✖✺❁①❁▲❑◆➁❏▼❆✿✺❁❏❽➏❁◆➁◗❙▲❖◆❙❏❙❋■❇❈❍❖✸✻✺❁◆❷➇
Φ(r) =
∫
dr′ vCW (r, r′)e [ρ(x′)− ρ] ➇✝◆▼s●❋↔❀❁✺➲✇✽➾▼✇✽◆→❆✖❇❘❀❁❇❈◆
❀❁◆❾④✖❇❘✼✿✾❁❀❁◆❙✺❁❇▼➇❅⑧❿s■✼➈③✿❆✖❍❖❇
Γ3/2/β
➇❁✸✻✺❁◆→▲❖◆↔❋❘◆▼❇❈✇➄◆➋❀✣♦⑥◗▼✾✰◆▼❇❘④✿❍❖◆❾P❁❇❘❆✿P❁❇❘◆❾❏➈✼❷▲❖❏▼✺✰▲❖◗↔❀✷✼❷✾❁s⑤✺❁✾❁◆→✼✿P❁P❁❇❈❆➈➑✰❍❑✇⑦✼❚❋■❍❖❆✿✾
❀❁◆➄❏❽➏✷✼✿✇✽P➽✇➄❆❢➜✿◆▼✾➽◆q❋❿❀❁◗❙➉❁✾❁❍✈❀❁✼✿✾❁s➯➝➂➠✑✏②✯✵✴❷➺✻➥❽✯❴➦❩✼✿❇➁❏❙❆✖✾❁s❘◗❙✸✻✺❁◆▼✾⑩❋➈➇❧❍❑▲❧➀➌✼✿✺✰❋➁✼♠➔❈❆✖✺✰❋❘◆▼❇➁❀❁✼✿✾❁s➁▲❖✼✫❀❁◗q➉✷✾❁❍➅❋■❍❖❆✿✾
➝➌➠✑✏➁✯ ✴❚➺✻➥➁❀❁◆➆▲➍♦⑥◗▼✾✰◆▼❇❘④✿❍❖◆✒▲❑❍❖①❁❇❈◆✒❀❁◆➆P❁▲❑❆✖✾❁④✖◆❙✇➄◆❙✾✻❋✽⑧➲▲➨♦➢✼❷P❁P❁❇❘❆➈➑➓❍❖✇➄✼❷❋❘❍❖❆✖✾✭❀❁✺✜❏❽➏✷✼✿✇✽P➼✇✽❆❢➜✖◆❙✾
F
(1)
elect,MFW
▲❖✼
❏▼❆✿✾✻❋❘❇❘❍❑①❁✺✰❋■❍❑❆✖✾
∫
dr qi(r)Φ(r)
✯⑩➫r◆⑨✇✽➾▼✇✽◆ 〈Qind
D
(r)〉U0 = qi×O(ρΓ3/2)
◆q❋❺✾❁❆✖✾➃P✷✼✿s
qiO(ρΓ) ❏▼❆✿✇➄✇✽◆
❍❖✾✰❀❁❍❖✸✻✺❁◗➃✼➈③❷✼✿✾⑩❋➄➝➌➠✑✏➁✯ ✴✖✕✿➥q✯✣✶r❍❖✾❁s❈❍➍➇❼❀❁✼✿✾❁s➄➝➌➠✑✏➁✯ ✴✖✕✿➥➒➇✣▲❖✼✒❏▼❆✖❇❈❇❘◆❙❏❙❋■❍❑❆✖✾➐❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘❍❑③✖◆②⑧➯▲➨♦♣◗❙✾❁◆▼❇❈④✖❍❖◆➁▲❖❍❖①✰❇❘◆②❀❁◆✽➫❊◆❙①⑩➜✖◆
F
(1)
elect,DW [qi]
➝➌❏❙❆✖❇❘❇❈❍❖④✖◗❙◆❊◆▼✾➆❍❑✾❁❏▼▲❑✺✷✼✿✾⑩❋❥▲❑◆r❋❘◆▼❇❘✇✽◆❊◆❙✾
Φ
➥✈◆▼s●❋✹s❘◆❙✺❁▲❖◆❙✇➄◆❙✾⑩❋✹❀✣♦⑥❆✖❇❘❀❁❇❈◆
Γ3/2
➝➌◆❙❋❃✾❁❆✖✾➆P✷✼❷s
Γ1/2
➥
◆❙❋❧❋❘❆✖✺✰❋❘◆▼s❧▲❖◆❙s❧❏▼❆✖❇❈❇❘◆❙❏❙❋■❍❑❆✖✾❁s O(Γ1/2) ❀✷✼❷✾❁s❧▲➧✼❊s❈✺❁❍❑❋❘◆✹❀❁◆✹▲➍♦♣✼✿❇●❋■❍❖❏❙▲❖◆✉s❘❆✖✾⑩❋❺◆❙✾✽➀➌✼✿❍➅❋❳❀❁◆❙s❧❏▼❆✖❇❈❇❘◆❙❏❙❋■❍❑❆✖✾❁s O(Γ3/2) ✯
➦❴✼❷❇❊❏▼❆✿✾❁s❘◗❙✸❉✺✰◆▼✾⑩❋→▲❖◆→❇❘◗▼④✿❍❖✇✽◆✵P❁▲❑✺❁s❊❇❈◆▼s●❋■❇❘◆❙❍❖✾⑩❋➋❀❁◆✵▲➧✼✽s❘◆▼❏q❋■❍❑❆✖✾➛➠✑✏②✯⑥➺❁➇✝❆✖➻➲▲❖◆❙s❊❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼❏❙❋❘❍❖❆✖✾✰s❊❀✣♦⑥❆✖❇❘❀✰❇❘◆
(κλi)
2
s❘❆✿✾✻❋➩P❁▲❑✺❁s❭❍❖✇✽P❹❆✿❇❈❋❽✼❷✾✻❋❘◆▼s✣✸✻✺❁◆❺▲❑◆▼s❭❏▼❆✖❇❈❇❘◆❙❏❙❋■❍❑❆✖✾❁s❭⑧⑤▲➍♦⑥◗▼✾❁◆❙❇❘④✖❍❑◆❳▲❖❍❑①❁❇❘◆❴❀❁◆❺P❁▲❖❆✖✾✰④✖◆▼✇✽◆▼✾⑩❋❭❀❁◆✉➫❊◆❙①✻➜✿◆✿➇❚❏▼❆✖❇❈❇❘◆❙s❘P✝❆✖✾❁❀
◆▼✾➲➀➌✼❷❍❑❋rs❘◆▼✺✰▲❖◆▼✇✽◆▼✾⑩❋❾⑧
(κλi)
2 ≫ Γ3/2 ➝➌◆q❋↔✾❁❆✿✾➛P✷✼✿s (κλi)2 ≫ Γ1/2 ➥→➊❳➝➌➠✑✏②✯ ➚ ➺✻➥⑤❀❁❆✖❍➅❋❊➾q❋■❇❘◆➁❇❘◆▼✇✽P❁▲❖✼✿❏▼◗❙◆
P✷✼✿❇➋➊
a
ξD
≪
(
λi
a
)2
➝➌➠✑✏②✯➅➵✖➵
✁
➥
❄❃◆❙❋❈❋■◆➯✾❁❆✖✺➓③✖◆▼▲❑▲❖◆➆❏❙❆✖✾❁❀❁❍➅❋■❍❖❆✿✾✬✾✣♦♣❍❑✇➄P✰▲❖❍❖✸✻✺❁◆➄P✷✼✿s➃✸✻✺❁◆
a
s❈❆✖❍❑❋❿✾✰◗▼④✖▲❑❍❖④✖◆▼✼✿①❁▲❖◆➄❀❁◆❙③❷✼✿✾⑩❋
λi
✯❺➦❴✼✿❇❿❏❙❆✖✾❁s❈◗▼✸✻✺❁◆▼✾⑩❋
▲❖◆❙s❿◆q➑➓P❁❇❈◆▼s❘s❈❍❖❆✖✾✰s✽❆✿①✰❋■◆❙✾❉✺✰◆▼s✽❀✷✼✿✾❁s❿▲❖✼➲s❘◆▼❏q❋■❍❑❆✖✾✜➠✑✏②✯⑥➺❁✯ ➡➛✼✿✺✰❇■✼✿❍❑◆▼✾⑩❋❿P❁✺✜s❘◆❙❇❈③❉❍❖❇➃⑧➛❏❙❆✖✾❁s❈❋❘❇❘✺❁❍❑❇❘◆➆✺❁✾✜✇✽❆➓❀✰❶▼▲❖◆
P❁➏❁◗❙✾❁❆✖✇✽◗▼✾❁❆✿▲❖❆✖④✖❍❑✸✻✺❁◆➄P✝❆✖✺❁❇→✺❁✾➽P✰▲➧✼✿s❈✇⑦✼➯➀➌✼✿❍❖①❁▲❑◆▼✇✽◆▼✾⑩❋→❀❁◗▼④✿◗▼✾❁◗❙❇❘◗➐➝
λ ≪ a ➥→✼✿✺✭③✿❆✖❍❖s❈❍❖✾✷✼✿④✿◆➄❀✣♦⑥✺❁✾❁◆⑦P✷✼✿❇❘❆✿❍
❀❁❍❑◗▼▲❖◆❙❏❙❋❘❇❘❍❖✸✻✺❁◆➁❏▼❆✖✇✽✇➄◆❿❏❙◆▼▲❖✼➆✼➯◗q❋■◗❿➀➌✼✿❍➅❋↔❀✷✼✿✾✰s→▲❖✼✒s❘◆❙❏❙❋■❍❑❆✖✾➐➠✑✏②✯✵✴➓➇✣✇➄✼✿❍❖s❊s❘◆▼✺✰▲❖◆▼✇✽◆▼✾⑩❋✵✼✿✺➛③✖❆✿❍❖s❘❍❑✾✷✼✿④✖◆➁❀✣♦♣✺✰✾❁◆
P✷✼✿❇❈❆✖❍✣❏❙❆✖✾❁❀❁✺❁❏q❋■❇❈❍❖❏▼◆❷✯
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❏▼❆✿✇➄P✝❆✖✾❁◆❙✾✻❋⑦❆✿➀➋❋■➏✰◆➲◆▼▲❑◆▼❏❙❋❘❇❘❍❑❏➞❀❁❍❑s❘P❁▲❖✼✿❏▼◆❙✇➄◆❙✾✻❋✒✼✿❇❘◆✫❏▼❆✖✾⑩❋❘❍❖✾✻✺❁❆✖✺❁s➯✼❚❋⑦❋■➏✰◆ ☞❥✼❷▲❖▲➍➇☛☞⑤➏❁❍❑▲❖◆➯❋■➏❁◆➞❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❖❆✿✾
③❷✼✿✾❁❍❑s❘➏❁◆❙s❾➀➌✼❷❇❾✼ ☞❃✼➈➜➛➀➂❇❘❆✖✇ ❋■➏❁◆➃❍❖✾⑩❋❘◆▼❇❈➀➌✼❷❏▼◆➃①❹◆q❋✓☞❃◆❙◆▼✾➎❋■➏❁◆✽P❁▲➧✼❷s❘✇➄✼➆✼✿✾❁❀➐❋■➏❁◆ ☞❃✼✿▲❖▲➨✯ ✄↕➏✷✼❷❋❘◆❙③✿◆▼❇❾③✿✼❷▲❖✺❁◆
ǫw
➵
✁
✱
  
❋❽✼ ✫✿◆▼s❙➇
v(ri, rj) =
1
|ri − rj| +
1− ǫw
1 + ǫw
1
|ri − r⋆j |
.
➝ ✏➁✯❑➵❢➥
➠ ❋⑤❍❖s✈❋■➏❁◆➋s❈✺❁✇ ❆✿➀➩❋■➏❁◆↔③❷✼✿❏❙✺❁✺❁✇ P❹❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❖✼✿▲➍➇➓P❁▲❖✺✰s✹✼❿❏▼❆✖✾⑩❋■❇❈❍❖①❁✺➓❋■❍❖❆✿✾✒◆▼✾⑩❋■❍❑❇❘◆❙▲❑➜✒❀✰◆❙❋■◆❙❇❘✇✽❍❖✾❁◆❙❀➆①⑩➜✒❋■➏❁◆➋①✝❆✖✺❁✾❉✱
❀✷✼✿❇●➜✒❏❙❆✖✾❁❀❁❍➅❋■❍❖❆✿✾❁s✹✼❷❋❥❋❘➏❁◆➋❍❖✾⑩❋❘◆▼❇❈➀➌✼❷❏▼◆❾✼✿✾❁❀ ☞⑤➏✰❍❖❏❽➏✟❀❁❍❖s❘✼✿P❁P✝◆➈✼✿❇❈s❥❆✖✾❁▲➅➜⑦❍❑✾✒❋■➏❁◆➋❏▼✼✿s❘◆❾❆✿➀❩✼❿P❁▲➧✼❷❍❖✾ ☞❃✼✿▲❑▲ ☞⑤➏❁◆▼❇❈◆
❋■➏✰◆▼❇❘◆⑦❍❖s➁✾✰❆➛❍❖✾✰t✷✺✰◆▼✾❁❏❙◆✒P❁➏❁◆❙✾❁❆✖✇✽◆▼✾❁❆✖✾❼✯ ✟✹➏❁❍❑s②❇❘◆❙s❘P✝❆✖✾❁s❘◆✒❋❘◆▼❇❈✇✘✇➄✼➈➜✭①✝◆✒❍❑✾✻❋❘◆▼❇❈P❁❇❘◆q❋■◆▼❀✜✼❷s➁❋■➏❁◆➄③✿✼❷❏▼✺❁✺❁✇
❄❃❆✖✺❁▲❑❆✖✇②①➲P✝❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❖✼✿▲❭❏▼❇❘◆▼✼❷❋■◆❙❀➐①✻➜➞✼✿✾
 
❍❖✇➄✼✿④✖◆ ✁➋❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆②◆▼✸✻✺✷✼✿▲❩❋■❆
(1 − ǫw)/(1 + ǫw) ✼✿✾✰❀➛▲❖❆❉❏➈✼❷❋❘◆▼❀➲✼❚❋
❋■➏✰◆②P❹❆✿❍❖✾⑩❋
r⋆j
s❈➜❉✇✽✇➄◆q❋■❇❈❍❖❏❾❋■❆
rj
☞⑤❍➅❋■➏➲❇❈◆▼s❈P❹◆❙❏❙❋➋❋■❆➄❋■➏❁◆②P✰▲➧✼✿✾❁◆✵❍❖✾⑩❋■◆❙❇❈➀➌✼✿❏❙◆✿✯ ✟✹➏❁◆❿✇⑦✼❷❍❖✾✟✸❉✺✰◆▼s❈❋❘❍❖❆✖✾ ☞⑤➏✰❍❖❏❽➏
☞✈◆❿✼✿❀❁❀❁❇❈◆▼s❈s↔❍❖✾✟❋■➏❁◆②P✰❇❘◆▼s❈◆▼✾⑩❋➋P✷✼❷P❹◆❙❇❊❍❖s⑨❋■➏❁◆✵❍❖✾✰t❁✺❁◆▼✾❁❏❙◆②❆✿➀❧✸✻✺✷✼❷✾✻❋❘✺❁✇ P✝❆✖s❈❍❑❋■❍❑❆✖✾➯t✷✺❁❏❙❋❘✺✷✼❷❋❘❍❖❆✖✾❁sr✺❁P✝❆✖✾➞❋■➏✰◆
s❘❏❙❇❘◆❙◆▼✾❁❍❑✾❁④➄P✰❇❘❆✖P✝◆▼❇●❋■❍❖◆❙s⑤❆✿➀❴❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s✹✼✿▲❑❆✖✾❁④②❋❘➏❁◆✣☞❥✼✿▲❑▲➍✯
✻✆☎✁  ✂✠✑ ✠ ☎ ✑ ✟ ✑☞☛✞✌✍✎ ☎✡☛✍✏☛✡ ✠ ✌ ☎✍✌ ✎ ✏✒☛ ☛✞✏ ✌ ✏✳✎ ✒ ✎ ✏✒☛ ☛ ✏✒☛
✽ ✔   ✔✙✖   ✤✧✬ ✂ ✱✗✢ ☛ ✢✥✛☎✄ ★ ✮ ✄
✄↕➏❁◆▼✾↕P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼▲❑◆▼s✽❆✖①❹◆q➜✌❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❑❏➈✼✿▲⑨❀✰➜❉✾✷✼✿✇✽❍❖❏❙s▼➇✈✼➽➏✷✼✿❇❘❀❉✱✴❏▼❆✿❇❘◆➞P✝❆✿❋❘◆▼✾⑩❋■❍❖✼✿▲r✇➁✺❁s❈❋⑦①❹◆➲❍❑✾⑩❋■❇❘❆❉❀❁✺❁❏❙◆▼❀ ❍❑✾
❆✖❇❈❀❁◆▼❇②❋❘❆➛P❁❇❘◆q③✖◆▼✾⑩❋✽❋■➏❁◆➆❏❙❆✖▲❖▲❖✼✿P❁s❈◆✒①❹◆q❋✓☞❃◆❙◆▼✾ ❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆▼s ☞⑤❍❑❋❘➏➼❆✿P❁P❹❆✿s❘❍❑❋❘◆✒s❘❍❑④✖✾❁s❙➇✙☞⑤➏❁◆❙❋❘➏❁◆▼❇❿❋❘➏❁◆▼s❈◆✟❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆❙s
✼✿❇❈◆✭❇❈◆➈✼✿▲➋P✷✼❷❇❈❋■❍❑❏▼▲❑◆▼s➯❆✖❇➯◆▼▲❑◆▼❏❙❋❘❇❘❍❑❏✭❍❑✇⑦✼✿④✿◆▼s➆❍❖✾✰s❘❍❖❀✰◆➐❋❘➏❁◆ ☞❥✼✿▲❑▲➍✯ ✟✹➏✰◆✭❋✓☞✈❆✌❍❖✾✰❀❁◆▼P✝◆▼✾❁❀✰◆▼✾⑩❋➲❀❁❍❑✇➄◆❙✾❁s❘❍❑❆✖✾❁▲❑◆▼s❘s
P✷✼✿❇❘✼✿✇✽◆❙❋■◆❙❇❘sr✼✿❇❘◆➋❋❘➏❁◆✵P❁✼✿❏✬✫✻❍❖✾❁④✽➀➂❇■✼✿❏q❋■❍❖❆✿✾
(σ/a)3
✼✿✾❁❀➯❋■➏❁◆→❏▼❆✖✺✰P❁▲❖❍❑✾❁④➄P❁✼✿❇■✼✿✇✽◆❙❋❘◆▼❇
(a/ξD)
2 ➇ ☞⑤➏❁◆❙❇❘◆ σ
❍❑s
❋■➏✰◆✽P❁✼✿❇❈❋❘❍❖❏▼▲❑◆②❀❁❍❖✼✿✇➄◆q❋■◆❙❇➋✼✿✾❁❀
a
❀✰◆▼✾❁❆✿❋❘◆▼s❾❋■➏❁◆✽✼➈③✖◆❙❇■✼✿④✿◆▼❀ ❍❑✾⑩❋■◆▼❇❈P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙▲❖◆✵❀❁❍❖s●❋❽✼✿✾❁❏❙◆✿✯ ✟✹➏❁◆➄➫❊◆❙①✻➜✿◆⑦▲❑◆▼✾❁④✿❋❘➏
ξD
❍❖s✹❋■➏✰◆✵s❈❏▼❇❘◆❙◆▼✾❁❍❑✾❁④✽s❘❏➈✼❷▲❖◆✵✼✿❇❘❍❑s❘❍❖✾✰④②➀➂❇❘❆✖✇ ❄❃❆✿✺❁▲❖❆✖✇➁①✟❏❙❆✖▲❖▲❑◆▼❏q❋■❍❑③✿◆➋◆❙❸❹◆▼❏q❋■s✁ ❹✼❷❋⑤❋■➏✰◆✵❍❑✾✻③✿◆▼❇❈s❘◆❾❋■◆▼✇✽P✝◆▼❇■✼❚❋■✺❁❇❈◆
β = 1/kBT
➇ ☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
kB
❍❖s✎✂❃❆✖▲➅❋ ☎❙✇⑦✼✿✾✰✾✫❏❙❆✖✾❁s❈❋■✼✿✾⑩❋➈➇
ξD = 1/
√
4πβ
∑
α
ραe2α
➇ ☞⑤➏✰◆▼❇❘◆
ρα
❀❁◆❙✾❁❆✿❋■◆❙s❊❋■➏✰◆
①❁✺❁▲ ✫⑦❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋✴➜➯❆✿➀❩s❘P✝◆▼❏▼❍❑◆▼s
α
✯
➠✴✾⑦❋■➏✰◆❊❏➈✼❷s❘◆❊❆❷➀❭✼➁❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏▼✼✿▲❅❍❖❀❁◆▼✼✿▲✷④⑩✼✿s❙➇❉❋❘➏❁◆❊❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋✴➜✽P❁❇❘❆✿➉❁▲❖◆⑨❍❖s✉✺❁✾❁❍❑➀➂❆✿❇❘✇ ◆❙③✿◆▼❇●➜✌☞⑤➏✰◆▼❇❘◆❷✯✷➠✴✾⑩❋■◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾✰s
①❁❇❈◆➈✼ ✫✜❋■➏❁❍❑s➄✺✰✾❁❍❑➀➂❆✖❇❈✇➄❍➅❋✴➜✬❍❖✾ ❋■➏❁◆✟③➓❍❑❏▼❍❑✾❁❍❑❋✴➜✜❆✿➀➋❋❘➏❁◆ ☞❃✼✿▲❑▲❊✼✿✾✰❀✌❋■➏❁◆✫❀❁◆▼✾✰s❘❍❑❋✴➜➼❋■◆❙✾❁❀❁s⑦❋❘❆➽❍❑❋❘s⑦①❁✺✰▲ ✫✬③❷✼✿▲❖✺❁◆
❆✖✾❁▲➅➜✫✼❷❋❾✼⑦❀❁❍❑s❈❋■✼✿✾❁❏▼◆②➀➂❇❈❆✖✇✪❋■➏❁◆ ☞❥✼✿▲❑▲❴◆❙✸❉✺❁✼✿▲❴❋■❆✒✼⑦➀➂◆ ☞
ξD
♦⑥s ✄ ✂❁✂ ✂
➚
✴➓➇ ✟❩❆❷❋
➚
➵ ✆➍✯❹➠✴✾➲❋■➏❁◆ ☞✈◆➈✼ ✫✖✱ ❏▼❆✖✺❁P✰▲❖❍❖✾✰④
▲❖❍❑✇➄❍➅❋➁➝✖☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
a ≪ ξD ➥q➇❼❋❘➏❁◆➃❀❁◆▼✾✰s❘❍❑❋✴➜➲P❁❇❘❆✿➉❁▲❖◆②✇➄✼➈➜➲①✝◆❿❏➈✼✿▲❑❏▼✺❁▲❖✼❷❋■◆❙❀➛◆q➑✰✼✿❏❙❋❘▲❑➜ ✄♣✮✖✼✿✾ ➚ ➡❷① ✆➨✯ ✟✹➏❁◆➃❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘❍❑③✖◆
❀❁❍➅❸❼◆❙❇❘◆▼✾✰❏▼◆❊①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆❙✾✒❋■➏❁◆r❀❁◆▼✾✰s❘❍❑❋✴➜✽✾❁◆▼✼✿❇❺❋■➏❁◆ ☞❥✼✿▲❑▲❩➝➨✼❷❋
x = σ
➥✉✼❷✾❁❀⑦❍➅❋■s✉①❁✺❁▲ ✫②③❷✼✿▲❑✺❁◆⑨❍❖s❺❆✿➀✙❆✖❇❈❀❁◆▼❇
(a/ξD)
3
☞⑤➏❁◆❙✾
ǫw = 1
✯
✽ ✔   ✔✁  ✟ ✱✒✠ ✄ ✄ ★ ✍✏✠ ✱ ✍ ✬ ✤✧✤ ✢✥✱ ✠ ✮✧★✩✬✂✛ ✄
➠✴✾➄❋❘➏❁◆r①✰✺❁▲ ✫❅➇⑩①✝◆▼❏➈✼❷✺❁s❘◆r❆✿➀✣❇❈❆✿❋❽✼❷❋❘❍❖❆✖✾❁✼✿▲✰❍❑✾✻③❷✼✿❇❈❍➧✼✿✾✰❏▼◆✿➇✖❋❘➏❁◆⑨✼➈③✖◆▼❇❘✼✿④✖◆❙❀✒❀❁❍❖P✝❆✖▲❑◆✹❏➈✼✿❇❈❇❘❍❖◆❙❀➄①⑩➜✽✼❾❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆❊✼❷✾❁❀
❍❑❋❘s❥s❘❏❙❇❘◆❙◆▼✾❁❍❑✾❁④➃❏▼▲❖❆✿✺❁❀✒③❷✼✿✾❁❍❖s❈➏❁◆▼s✹s❈❆❿❋■➏✷✼❷❋❃❋■➏❁◆❙❇❘◆➋❍❖s❃✾❁❆➃❀❁❍❖P✝❆✖▲❖◆➒✱✴❀❁❍❑P❹❆✿▲❖◆✹◆❙❸❹◆▼❏q❋■❍➅③✖◆❾❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❑❆✖✾✣✯✡✓✫❆✖❇❘◆❙❆❢③✖◆▼❇❙➇
➦❩❆✿❍❖s❘s❈❆✖✾➞◆❙✸✻✺✷✼❷❋■❍❑❆✖✾➞◆❙✾✰➀➂❆✖❇❈❏▼◆▼sr❋■➏✷✼❷❋r◆❙③✿◆▼✾➞❋❘➏❁◆✵t❁✺❁❏❙❋❘✺✷✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s⑨❆✿➀❧❍❑✾❁s❈❋■✼✿✾⑩❋❽✼✿✾❁◆❙❆✖✺❁s⑨❀❁❍❖P✝❆✖▲❑◆q✱✴❀✰❍❖P✝❆✖▲❖◆↔❍❑✾⑩❋■◆▼❇❘✼✿❏q✱
❋■❍❑❆✖✾❁s↔❀✰❆➆✾❁❆✿❋➋s❈✺❁❇❈③❉❍❑③✿◆✽✼❷➀❡❋■◆❙❇↔s❈❋■✼❷❋■❍❑s❈❋■❍❑❏➈✼✿▲❩✼➈③✖◆❙❇■✼✿④✖❍❑✾❁④➯✼✿✾❁❀➛❋❘➏❁◆❿◆❙❸❹◆▼❏q❋■❍❑③✿◆❿①❁✺❁▲ ✫➞❏▼❆✿❇❘❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾✰s❊◆q➑➓➏❁❍❑①❁❍❑❋↔✼
❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏▼✼✿▲✣◆q➑➓P✝❆✖✾❁◆❙✾✻❋❘❍➧✼✿▲✙❏❙▲❖✺❁s●❋■◆❙❇❘❍❖✾✰④ ✄ ✂❥❂
➚
➤ ✆➨✯
➠✴✾✭❋❘➏❁◆➄③❉❍❖❏❙❍❖✾❁❍➅❋✴➜➲❆✿➀✹✼ ☞❃✼✿▲❖▲➨➇✙❇❘❆✿❋■✼❷❋■❍❑❆✖✾✷✼✿▲❴❍❖✾⑩③❷✼✿❇❘❍❖✼✿✾❁❏▼◆❿❍❑s✵①✰❇❘❆ ✫❷◆▼✾✣✯➩➠ ➀❥❋■➏✰◆ ☞❃✼✿▲❖▲❧❍❑s✵✇➄✼✿❀❁◆➃❆✿➀❥✼✫P❁▲❖✼✿❍❖✾
✇➄✼❷❋■◆❙❇❘❍➧✼❷▲➍➇⑩❋■➏❁◆➋❆✿✾❁▲❑➜➄◆❙❸❹◆▼❏q❋r❍❑s❃❋■➏✰◆➋④✖◆▼❆✖✇✽◆❙❋❘❇❘❍❑❏↔❀❁◆❙➀➂❆✿❇❘✇➄✼❷❋■❍❑❆✖✾⑦❆✿➀❩s❘❏❙❇❘◆❙◆▼✾❁❍❑✾❁④➃❏▼▲❖❆✿✺❁❀❁s✹①⑩➜⑦❋❘➏❁◆❾P❁❇❘◆❙s❘◆▼✾✰❏▼◆❾❆✿➀
❋■➏✰◆❃❍❖✾⑩❋❘◆▼❇❈➀➌✼❷❏▼◆✿✯ ✟✹➏❁◆✈s❘◆❙❋❳✇⑦✼✿❀✰◆✈①⑩➜✵✼❊❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆❃P✰▲❖✺❁s➩❍❑❋❘s❴s❘❏❙❇❘◆❙◆▼✾❁❍❑✾❁④↔❏▼▲❑❆✖✺❁❀✵❍❖s➩✾❁◆▼✺✰❋❘❇■✼✿▲❉①❁✺✰❋❴❍❑❋❩❏➈✼✿❇❈❇❘❍❑◆▼s❩✼r✾❁❆✖✾❉✱
③❷✼✿✾❁❍❑s❘➏❁❍❑✾❁④➯✼➈③✖◆▼❇❘✼✿④✖◆❙❀ ❀❁❍❑P❹❆✖▲❑◆✿✯❼❄❃❆✖✾❁s❈◆▼✸✻✺❁◆▼✾⑩❋❘▲❑➜✖➇❭❋■➏✰◆✽❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼▲❖✼❷❋■❍❑❆✖✾➲①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆▼✾➎❋✓☞❃❆✟P✝❆✖❍❖✾⑩❋■s❙➇❭✼❷❋❾❇❘◆❙s❘P✝◆▼❏q❋■❍❑③✿◆
❀❁❍❑s❈❋❽✼❷✾❁❏▼◆❙s
x1
✼✿✾❁❀
x2
➀➂❇❈❆✖✇✂❋■➏❁◆ ☞❥✼✿▲❑▲❃✼❷✾❁❀➽s❘◆❙P✷✼✿❇❘✼❷❋■◆❙❀✬①✻➜
y
P✷✼✿❇❘✼✿▲❖▲❑◆▼▲❧❋■❆✫❋■➏❁◆ ☞❥✼✿▲❑▲➍➇❭❍❖s✵❇❘✺❁▲❑◆▼❀➽①⑩➜ ✼✿✾
◆❙❸❹◆▼❏q❋■❍➅③✖◆
1/y3
❀✰❍❖P✝❆✖▲❖◆➒✱✴❀❁❍❑P❹❆✖▲❑◆r❍❑✾⑩❋■◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾ ☞⑤➏❁◆❙✾
y →∞ ✯ ✄↕➏❁◆❙✾✫❋❘➏❁◆✣☞❥✼✿▲❑▲✙➏✷✼✿s⑤❀❁❍❑◆▼▲❖◆❙❏❙❋❘❇❘❍❖❏➋❇❈◆▼s❈P❹❆✖✾✰s❘◆
P❁❇❈❆✖P❹◆❙❇❈❋❘❍❖◆▼s
(ǫw 6= 1) ❋■➏✰◆✽s❈◆❙❋→✇➄✼✿❀❁◆➃①⑩➜➐✼✟❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆➃P❁▲❑✺❁s❾❍❑❋❘s➋s❘❏▼❇❈◆▼◆❙✾❁❍❖✾❁④✫❏▼▲❑❆✖✺❁❀➐❏➈✼✿❇❈❇❘❍❑◆▼s→✼➆✾❁◆❙❋→❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆
☞⑤➏❁❍❑❏❽➏ ❍❖s➆❆✿P❁P❹❆✿s❘❍❑❋❘◆➛❋■❆✬❋■➏❁◆➎④✖▲❑❆✖①✷✼✿▲↔❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆➐❆✿➀✵❋■➏❁◆➐❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼s❘P✝❆✖✾❁❀✰❍❖✾❁④➼❍❖✾❁❀✰✺❁❏▼◆❙❀ ✇✽❍❖❏▼❇❈❆✖s❘❏❙❆✖P❁❍❑❏➲❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆
❀❁❍❑s❈❋■❇❈❍❖①❁✺➓❋■❍❖❆✿✾✫❍❑✾❁s❘❍❑❀❁◆✵❋❘➏❁◆ ☞❃✼✿▲❖▲➩❆✖✾❁▲➅➜ ☞⑤➏❁◆▼✾
ǫw = +∞ ✯❅➠ ➀ ǫw ❍❑sr➉✷✾✰❍❑❋■◆❷➇❹❍❑✾➞s❈P❁❍❑❋❘◆➁❆✿➀❧❋❘➏❁◆②◆▼▲❑◆▼❏q❋■❇❘❆✿s❈❋❽✼❚❋■❍❖❏
   
❇❘◆❙s❘P✝❆✖✾❁s❈◆➆❆✿➀⑤❋■➏❁◆➆❀❁❍❑◆▼▲❑◆▼❏❙❋❘❇❘❍❑❏ ☞❃✼✿▲❖▲➨➇❩❀✰❍❖P✝❆✖▲❖◆➒✱✴❀❁❍❑P❹❆✖▲❑◆➃❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❖❆✿✾❁s②✼✿▲❑❆✖✾❁④➞❋❘➏❁◆ ☞❃✼✿▲❖▲❃✼✿❇❘◆⑦❆✖✾❁▲❑➜✭P✷✼✿❇●❋■❍❖✼✿▲❖▲➅➜
s❘❏❙❇❘◆❙◆▼✾❁◆❙❀✣✯❹➠✴✾➯❋■➏✰◆ ☞❃◆▼✼ ✫➆❏▼❆✖✺✰P❁▲❖❍❑✾❁④❿▲❖❍❑✇➄❍➅❋➈➇⑩❋■➏❁◆❾❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❖❏▼✼✿▲❼❋✓☞✈❆❷✱✴①✝❆❉❀✰➜✒❋■❇❈✺❁✾❁❏▼✼❷❋■◆❙❀✫❀❁❍❑s❈❋❘❇❘❍❖①✰✺✰❋■❍❑❆✖✾✒➀➂✺❁✾❁❏q❋■❍❖❆✿✾
①✝◆▼➏✷✼➈③✖◆❙s↔✼✿s
ρT (2)cl
α1α2
(x1, x2,y) ∼
y→∞
ρα1ρα2h
cl,as
α1α2
(x1, x2,y)
[
1 +O
(
(a/ξD)
3
)]
➝ ✏➁✯ ➡✿➥
❂✷❆✖❇
0 < ǫw <∞ ➇
hcl,asα1α2(x1, x2,y; ǫw) = −2βeα1eα2ǫwξ2D exp[−(x1 + x2)/ξD] / y3
➝ ✏➁✯➢➸✖➥
✟✹➏❁◆✽◆▼▲❑◆▼❏❙❋❘❇❘❆✖s●❋❽✼❷❋❘❍❖❏❿❇❈◆▼s❘P✝❆✖✾❁s❈◆⑦❆✿➀❃✼➯❀❁❍❖◆❙▲❖◆▼❏q❋■❇❈❍❖❏ ☞❃✼✿▲❖▲❳❆✿✾❁▲❑➜➛❇❈◆▼✾❁❆✿❇❘✇➄✼✿▲❖❍ ☎▼◆▼sr❋■➏❁◆➄✼✿✇✽P❁▲❖❍➅❋■✺❁❀❁◆➁❆✿➀✈❋❘➏❁◆
1/y3
❋❽✼❷❍❖▲❳❏▼✼✿▲❖❏❙✺❁▲➧✼❷❋❘◆▼❀➛➀➂❆✖❇❾✼➆P❁▲❖✼✿❍❖✾ ☞❃✼✿▲❖▲➨✯✣❂✷❇❘❆✖✇ ✼➯❋❘◆▼❏❽➏❁✾✰❍❖❏➈✼❷▲❧P❹❆✖❍❑✾⑩❋❾❆✿➀❃③❉❍❖◆✑☞❾➇✣❋■➏❁❍❑s↔❋❽✼✿❍❑▲❳s❘➏✰❆ ☞⑤s→✺❁P✭①❹◆❙❏➈✼✿✺❁s❈◆
❏▼❆✿✾✻❋❘❍❖✾✻✺❁❍➅❋✴➜②①✝❆✖✺❁✾❁❀✷✼❷❇❈➜②❏❙❆✖✾❁❀❁❍➅❋■❍❑❆✖✾❁s❳④✖❍➅③✖◆❥❇❈❍❖s❈◆❥❋■❆❾✼➋✾❁❆✖✾➓✱✴✼✿✾✷✼✿▲➅➜✻❋■❍❖❏✉❋■◆❙❇❘✇✥✼❚❋❳❋■➏❁◆✹➉✷❇❈s❈❋❺❆✖❇❈❀❁◆▼❇❧❍❑✾②❋■➏❁◆✹✾✰❆✖❇❘✇
❆✿➀➩❋■➏❁◆✣☞❃✼➈③✖◆❾③✖◆▼❏q❋■❆✖❇⑨❍❖✾➆❋❘➏❁◆→❂❅❆✿✺❁❇❘❍❑◆▼❇❃❋❘❇■✼✿✾❁s●➀➂❆✖❇❘✇ ❆✿➀
hcl,asα1α2
P✷✼✿❇❘✼✿▲❖▲❑◆▼▲✝❋■❆❿❋■➏❁◆✣☞❃✼✿▲❖▲➨✯
➭↔✾➄❋■➏✰◆❊❏▼❆✿✾✻❋❘❇■✼✿❇●➜✖➇✻❍❖✾➃❋■➏✰◆r❏▼✼✿s❘◆r❆✿➀❭✼❾❏▼❆✖✾❁❀✰✺❁❏❙❋❘❆✖❇▼➇✻❋■➏❁◆⑨④✖◆❙❆✖✇➄◆q❋■❇❈❍❖❏➈✼❷▲✷❀❁◆❙➀➂❆✖❇❈✇⑦✼❚❋■❍❖❆✿✾✽❆❷➀❼❋■➏✰◆rs❈❏▼❇❘◆❙◆▼✾❁❍❑✾❁④
❏▼▲❑❆✖✺❁❀✬❍❑s❿◆q➑✰✼✿❏❙❋❘▲❑➜ ❏▼❆✖✇✽P❹◆❙✾❁s■✼❚❋■◆▼❀✜①⑩➜➽❋❘➏❁◆➆P❁❇❘◆❙s❘◆❙✾❁❏▼◆✟❆✿➀⑤❋■➏❁◆➆❍❑✾✰t✷✺❁◆❙✾❁❏▼◆➯s❈✺❁❇❈➀➌✼✿❏❙◆➯❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆➆❍❖✾➽❋■➏✰◆ ☞❥✼✿▲❑▲➍✯
✂❃❆✖✺✰✾❁❀✷✼✿❇●➜➁❏❙❆✖✾❁❀❁❍➅❋■❍❖❆✿✾❁s❴➏✷✼➈③✿◆❥❋■➏❁◆✹s❘✼✿✇➄◆✈◆❙❸❹◆▼❏q❋✉✼✿s❳❇❘❆❷❋❽✼❷❋❘❍❖❆✖✾✷✼❷▲❉❍❑✾⑩③✿✼❷❇❘❍➧✼❷✾❁❏▼◆✈❍❖✾➁❋❘➏❁◆❥①❁✺❁▲ ✫➁✼❷✾❁❀②❋■➏❁◆❃P❹◆❙❇❈➀➂◆▼❏q❋
❄❃❆✖✺❁▲❑❆✖✇②①➆s❈❏▼❇❘◆❙◆▼✾❁❍❑✾❁④➃❍❖s✹❇❈◆▼s❈❋❘❆✖❇❘◆❙❀✣➊✷❏▼❆✿❇❘❇❘◆❙▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾✰s❃❀❁◆❙❏➈✼➈➜✒➀➌✼✿s●❋■◆▼❇❥❋❘➏✷✼✿✾✟✼✿✾⑩➜➆❍❑✾✻③✿◆▼❇❈s❘◆❾P❹❆ ☞✈◆▼❇⑤▲➧✼ ☞ ❆✿➀
y
✯✰➠✴✾
❋■➏✰◆ ☞✈◆➈✼ ✫➆❏▼❆✖✺❁P✰▲❖❍❖✾✰④❿▲❖❍❖✇✽❍❑❋▼➇✻❍❑❋✹①✝◆▼➏✷✼➈③✿◆▼s↔✼❷s
hcl,asα1α2(x1, x2,y; ǫw =∞) = −2βeα1eα2x1x2 exp[−y/ξD]/(ξDy2)
➝ ✏➁✯♣➺⑩➥
✻✆☎✠✟   ✌ ✏✒✑ ☎✞✌ ☛ ✒ ✟ ✠✕✒ ✑ ✟✞☎✞✏✒✑☞☛
✽ ✔✁  ✔✙✖   ✤✧✬ ✂ ✱✗✢
✄↕➏❁◆▼✾✫P✷✼✿❇●❋■❍❖❏❙▲❖◆❙s✹❆✖①❹◆q➜➆✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺✰✇✪❀✰➜❉✾✷✼✿✇✽❍❖❏▼s⑨✼✿✾✰❀ ☞⑤➏❁◆❙✾➲✼❷❋⑤▲❑◆➈✼✿s●❋r✼✿▲❖▲✣❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆❙s ☞⑤❍❑❋■➏✫✼➃④✖❍❑③✿◆▼✾➯s❘❍❑④✖✾
✼✿❇❈◆⑤➀➂◆❙❇❘✇✽❍❖❆✖✾✰s▼➇✿❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❑❏➈✼✿▲❁❏❙❆✖▲❖▲❖✼✿P❁s❈◆✹❍❖s❺✼➈③✖❆✖❍❑❀❁◆▼❀ ✄⑥➫↔♥
✁
✕➓➇⑩➫↔♥
✁✖➚
✆➍✯ ✟✹➏❁◆❙❇❘◆⑨❍❖s❧✾❁❆→▲❖❆✿✾❁④✖◆▼❇❴✾❁◆▼◆❙❀➄❋■❆❾❍❑✾✻❋❘❇❘❆❉❀❁✺❁❏❙◆
✼✿✾⑩➜✭s❘➏❁❆✖❇●❋❈✱ ❀❁❍❖s●❋❽✼✿✾❁❏❙◆✒❏▼✺➓❋❈✱✴❆❷❸❴➇➩①❁✺✰❋②❋❘➏❁◆▼❇❈◆➯✼✿P❁P✝◆➈✼✿❇❈s❿✼✿✾❁❆❷❋■➏❁◆❙❇✵➀➂✺❁✾❁❀❁✼✿✇➄◆❙✾⑩❋❽✼✿▲✈▲❖◆▼✾✰④✿❋■➏✣➇❭❋■➏✰◆⑦❋■➏❁◆❙❇❘✇➄✼✿▲✉❀❁◆
✂❃❇❈❆✖④✖▲❖❍❑◆ ☞❃✼❢③✿◆▼▲❑◆▼✾❁④✿❋❘➏
λα ≡
√
(β~2)/mα
➇ ☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
~
❍❑s❺➦❺▲❖✼✿✾❁❏✬✫②❏❙❆✖✾❁s●❋❽✼✿✾⑩❋➈✯ ✁➓❍❑✾❁❏▼◆ ☞❃✼➈③✖◆⑨➀➂✺❁✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾✰s✉➏❁✼❢③✿◆
❋■❆✵③✿✼❷✾❁❍❖s❈➏✒✼❷❋✈❋■➏❁◆ ☞❃✼✿▲❑▲➍➇✖❋■➏✰◆↔❀❁◆▼✾✰s❘❍❑❋✴➜⑦✼✿▲❑s❘❆➁④✿❆➓◆❙s✈❋■❆ ☎▼◆▼❇❈❆❿✼❷❋✈❋■➏❁◆r❆✖❇❘❍❑④✖❍❖✾➄✼✿✾❁❀⑦❋❘➏❁◆➋✼✿s❈s❘❆❉❏▼❍❖✼❷❋■◆❙❀✒✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺❁✇
◆❙❸❹◆▼❏q❋⑨❍❖s✹▲❖❆❉❏➈✼❷▲❖❍☞☎❙◆▼❀➆❆❢③✖◆❙❇⑨✼✽❀❁❍❑s❈❋■✼✿✾❁❏▼◆
λα
➀➂❇❘❆✖✇ ❋■➏❁◆✣☞❃✼✿▲❖▲➨✯
✽ ✔✁  ✔✁  ✟ ✬✂✤✧✤✧✢✥✱✒✠ ✮✧★✗✬✂✛☎✄
✄↕➏❁◆▼✾➼t✷✺❁❏q❋■✺✷✼❷❋❘❍❖❆✖✾✰s❿❆✖①❹◆q➜✬✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺✰✇ ❀✰➜❉✾✷✼✿✇✽❍❖❏▼s❿❋❘➏❁◆▼❇❈◆✟❍❑s❿✾❁❆➐✇➄❆✿❇❘◆➆◆q➑➓P✝❆✖✾❁◆❙✾✻❋❘❍➧✼✿▲✹s❈❏▼❇❈◆▼◆▼✾✰❍❖✾❁④➎❆✿➀
◆❙❸❹◆▼❏q❋■❍➅③✖◆➎s❘✸✻✺✷✼✿❇❈◆▼❀ ❍❑✾⑩❋■◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾✰s➆①❹◆q❋✓☞❃◆❙◆▼✾ ❋❘➏❁◆➐❍❖✾❁s●❋❽✼✿✾⑩❋❽✼❷✾❁◆▼❆✖✺✰s✫❀❁❍❑P❹❆✿▲❖◆▼s⑦❏➈✼✿❇❈❇❘❍❖◆❙❀ ①⑩➜↕◆q③✖◆▼❇●➜↕❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆
✼✿✾❁❀✭❍❑❋❘s✵s❈❏▼❇❘◆❙◆▼✾❁❍❑✾❁④➲❏❙▲❖❆✖✺❁❀❼✯➩➠✴✾✰❀❁◆▼◆❙❀✣➇❩❋❘➏❁◆⑦✺❁✾✰❏▼◆▼❇●❋❽✼✿❍❑✾⑩❋✴➜✭P✰❇❘❍❖✾✰❏▼❍❖P✰▲❖◆➃P❁❇❘◆q③✖◆❙✾✻❋❘s②❋■➏❁◆➄❏▼❆✖✇✽P❁▲❑◆❙❋■◆➃s❈❏▼❇❘◆❙◆▼✾❁❍❑✾❁④
s❘P✝◆▼❏❙❍❑➉✷❏⑨❋■❆❾❋■➏❁◆rP❹❆❷❋■◆▼✾⑩❋❘❍➧✼✿▲ ☞⑤➏❁❍❑❏❽➏⑦❆✖①✝◆❙➜❉s❃➦❩❆✖❍❑s❘s❘❆✿✾⑦◆▼✸✻✺✷✼❚❋■❍❖❆✿✾⑦❍❖✾➃❋■➏✰◆r③❷✼✿❏▼✺✰✺❁✇ ✼✿✾❁❀
1/r6
①❁✺❁▲ ✫❿◆❙❸❹◆▼❏q❋■❍❑③✿◆
❍❖✾⑩❋❘◆▼❇■✼❷❏❙❋■❍❑❆✖✾❁s✉s❘✺❁❇●③❉❍❑③✖◆❾✼❚➀❡❋■◆▼❇✉s❈❋■✼❷❋■❍❑s❈❋❘❍❖❏➈✼❷▲❹✼➈③✿◆▼❇■✼❷④✖❍❖✾❁④ ✄⑥✶✔✓
➚
✱✰➇✰❄ ✓ ✱✰➵⑩➇✰❄❃❆✖❇ ✱
✁
① ✆➨✯✰➠✴✾⑦❋❘➏❁◆ ☞✈◆➈✼ ✫✖✱ ❏▼❆✖✺❁P✰▲❖❍❖✾✰④
▲❖❍❑✇➄❍➅❋➈➇▼❋❘➏❁◆✈❋■✼✿❍❖▲✻❍❑✾②✼❊s●➜➓✇✽✇✽◆❙❋■❇❈❍❖❏❺❋✓☞❃❆❚✱✴❏▼❆✿✇➄P✝❆✖✾❁◆❙✾✻❋❴P❁▲➧✼❷s❘✇➄✼②➝✖☞⑤➏✰◆▼❇❘◆ |eα1| = |eα2 | ≡ e)
❇❘◆➈✼❷❀❁s ✄♣❄❃❆✖❇ ✱
✁
✼ ✆➨➊
hbulk,as
α1α2
(r1, r2) =
1
960
β4~4e4
[
1
m+
+
1
m−
]2
1
|r1 − r2|6
➝ ✏➁✯ ✴✿➥
➠✴✾ ➝ ✏②✯✵✴✖➥
m+
➝
m−
➥❥❀❁◆❙✾❁❆✿❋❘◆▼s⑤❋■➏❁◆➋✇➄✼✿s❘s⑤❆✿➀❩P✝❆✖s❘❍➅❋■❍❑③✿◆✽➝➌✾❁◆❙④⑩✼❷❋❘❍❑③✖◆➈➥❃❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆▼s❙✯
  
✻✆☎     ✠ ✟ ☛ ✏✳✎✍✏✍☛ ☛
✶ ➀➂❆✖❇❈✇⑦✼❷▲❖❍❖s❈✇✏◆❙s❘P✝◆▼❏▼❍❖✼✿▲❖▲➅➜✽✼✿❀❁◆❙✸❉✺❁✼❷❋■◆❊➀➂❆✿❇✈◆➒➑✰➏✰❍❖①❁❍➅❋■❍❖✾✰④→❋❘➏❁◆↔❇❘❆✿▲❖◆⑨P❁▲➧✼➈➜✖◆❙❀✒①⑩➜⑦✸✻✺✷✼❷✾✻❋❘✺❁✇ P❹❆✖s❈❍❑❋❘❍❖❆✖✾➃t✷✺❁❏➒✱
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ξ1
✼❷✾❁❀
ξ2
☞⑤❍❑❋❘➏
ξi(s= 0) =ξi(s= 1) =0
❆✿➀❃❋❘➏❁◆➃◆q➑➓P❹❆✿✾❁◆▼✾⑩❋■❍❖✼✿▲❳❆✿➀❥✼✒➀➂✺❁✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾❁✼✿▲❳❍❖✾⑩❋❘◆▼❇■✼❷❏❙❋■❍❑❆✖✾ −βV (ξ1, ξ2) =
−βeα1eα2
∫ 1
0
ds v
(
ri + λiξi(s), rj + λjξj(s)
)
➇ ☞⑤➏✰◆▼❇❘◆
s
❍❑s❾✼✟❀✰❍❖✇✽◆▼✾❁s❈❍❖❆✖✾❁▲❑◆▼s❈s↔P✷✼✿❇❘✼✿✇➄◆q❋■◆❙❇▼✯ V ❍❖s➋❋❘➏❁◆
❄❃❆✖✺❁▲❑❆✖✇②①➛❍❑✾✻❋❘◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾➛①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆❙✾ ▲❖❍❑✾❁◆②◆❙▲❖◆▼✇✽◆▼✾⑩❋❘s ☞⑤❍➅❋■➏➛❋■➏✰◆❿s■✼✿✇✽◆➃✼✿①❁s❈❏▼❍❖s❈s■✼
s
✯ ✟✹➏❁◆➃❇❘◆❙P❁✺❁▲❖s❈❍❖❆✖✾➐❆✿➀✉❋■➏✰◆
☞❃✼✿▲❖▲✈❍❖s➁◆❙✾⑩❋■❍❖❇❈◆▼▲➅➜✭❋■✼ ✫✿◆❙✾➼❍❑✾⑩❋■❆➛✼✿❏❙❏▼❆✖✺✰✾✻❋②❍❖✾➽❋■➏✰◆✒P✷✼❷❋❘➏✬✇➄◆▼✼✿s❘✺❁❇❈◆
Dwall[ξ; x]
✯❴➠✴✾➽❋❘➏❁◆➆①❁✺❁▲ ✫❅➇❩❋■➏✰❍❖s➁✇✽◆➈✼♠✱
s❘✺✰❇❘◆⑦❍❑s❾✺❁✾❁❍❑➀➂❆✿❇❘✇✂✼✿✾✰❀✣➇❭①✻➜➛③❉❍❑❇❈❋■✺✰◆➄❆✿➀❃❇❘❆✿❋■✼❷❋■❍❑❆✖✾✷✼✿▲❴❍❖✾⑩③❷✼✿❇❘❍❖✼✿✾❁❏▼◆❷➇
∫
Dbulk[ξ]ξ =0
✯➩✳r◆▼✼✿❇❾❋■➏❁◆ ☞❥✼❷▲❖▲➍➇✣❋❘➏❁◆
✼✿▲❑▲❖❆ ☞❃◆❙❀✬❏▼▲❑❆✖s❘◆❙❀➼P❁✼❷❋■➏❁s➃✼❷❇❘◆➆④✖◆❙❆✖✇➄◆q❋■❇❈❍❖❏➈✼❷▲❖▲❑➜➐❏❙❆✖✾❁s●❋■❇■✼❷❍❖✾❁◆❙❀➼①⑩➜➽❋❘➏❁◆➯P❁❇❘◆❙s❘◆❙✾❁❏▼◆➯❆✿➀⑨❋■➏❁◆ ☞❃✼✿▲❑▲➍✯ ✟✹➏✰◆✟❍❑✾⑩❋■◆q✱
④✖❇❘✼❷❋■◆❙❀ ✇✽◆➈✼✿s❈✺❁❇❘◆➆③❷✼✿✾❁❍❑s❘➏❁◆❙s➃❆✖✾➼❋❘➏❁◆ ☞❥✼❷▲❖▲✹①✝◆▼❏➈✼❷✺❁s❘◆
∫
Dwall[ξ; x] = 1 − exp[−2x2/λ2α]
➇ ☞⑤➏❁❍❑▲❖◆✒❋■➏✰◆
✼➈③✖◆❙❇■✼✿④✖◆❙❀★❏▼❆✿✇➄P✝❆✖✾❁◆❙✾✻❋⑦❆✿➀❊❋❘➏❁◆ ✂✈❇❘❆ ☞⑤✾❁❍➧✼❷✾✌P✷✼❷❋❘➏ ☞⑤➏❁❍❑❏❽➏★❍❖s✽✾❁❆✖❇❈✇⑦✼❷▲❥❋■❆✭❋❘➏❁◆ ☞❃✼✿▲❑▲✹❀❁❆➓◆❙s⑦✾❁❆❷❋➄③❷✼✿✾❁❍❑s❘➏✣➇∫
Dwall[ξ; x][ξ]x 6= 0 ✯
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✁
❏ ✆➍✯
✟✹➏❁❇❈◆▼◆ ✫✻❍❖✾✰❀❁s➁❆✿➀⑤❇❈◆▼s❈✺❁✇➄✇✽◆▼❀ ①❹❆✖✾✰❀❁s②✼✿❇❈◆⑦❍❑✾✻❋❘❇❘❆❉❀❁✺❁❏❙◆▼❀ ➀➂❆✖❇❾❋■➏✰◆⑦P❁❇❈◆▼s❘◆❙✾⑩❋➃s❈➜❉s❈❋❘◆▼✇ ✼❷✾❁❀➽❏▼❆✿❇❘❇❘◆❙s❘P✝❆✖✾❁❀ ❋❘❆
❋■➏✰❇❘◆▼◆→✼✿s❈P❹◆❙❏❙❋❘sr❆✿➀➩❋■➏✰◆→◆q❸❼◆❙❏❙❋❘❍❑③✖◆→▲➧✼❷❇❘④✖◆➒✱✴❀❁❍❑s❈❋❽✼❷✾❁❏▼◆↔❍❑✾⑩❋■◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾✰s▼✯
✱r❂❴❍❖❇❈s❈❋▼➇❹❋■➏✰◆   ❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆➒✱✴❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆✓✁❿❇❘◆❙s❘✺❁✇✽✇✽◆▼❀➛❍❖✾⑩❋❘◆▼❇■✼❷❏❙❋■❍❑❆✖✾
eαieαjφ(ri, rj)
①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆❙✾✭❋❘➏❁◆②❋■❆✿❋■✼✿▲❴▲❑❆➓❆✿P
❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆▼s⑨❍❖s❥❋❘➏❁◆❾s❘❆✖▲❑✺✰❋■❍❑❆✖✾➆❆✿➀❴✼✿✾✟❍❖✾⑩❋■◆❙④✖❇■✼✿▲❼◆▼✸✻✺✷✼❷❋❘❍❖❆✖✾✟s❘❍❑✇➄❍❑▲➧✼✿❇❺❋■❆❿❋■➏❁✼❷❋⑨❆✖①❹◆q➜✖◆❙❀➞①⑩➜✒❋■➏✰◆→❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❑❏➈✼✿▲❭➫❊◆❙①⑩➜✖◆
P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍➧✼✿▲   ☞⑤➏❁❍❑❏❽➏✟✇➄✼➈➜⑦①✝◆❊③❉❍❖◆✑☞❃◆❙❀✟✼✿s⑤✼➁✇✽◆➈✼✿✾➓✱➍➉✷◆▼▲❑❀✒◆❙❸❹◆▼❏q❋■❍➅③✖◆❾❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❑❆✖✾✒①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆▼✾✟P✝❆✖❍❖✾⑩❋❥❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆❙s
  ☞⑤❍➅❋■➏⑦❋❘➏❁◆❊❆✖✾✰▲❑➜✽❀❁❍❑❸❹◆▼❇❈◆▼✾❁❏❙◆❊❋■➏❁✼❷❋❃❋❘➏❁◆❊✺❁✾✰❍❑➀➂❆✖❇❈✇ ➫r◆▼①⑩➜✖◆ ☞✈◆▼❍❑④✖➏⑩❋
κD
❍❖s❃❇❈◆▼P❁▲❖✼✿❏▼◆❙❀✒①⑩➜➆✼❾➀➂✺❁✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾
κD(x)
☞⑤➏❁❍❑❏❽➏✟❋❘◆▼✾❁❀❁s⑤❋■❆
κD
☞⑤➏✰◆▼✾
x
◆▼✾⑩❋■◆❙❇❘s⑤❋■➏❁◆❾①❁✺✰▲ ✫⑦❇❈◆▼④✖❍❑❆✖✾✣➊
[
∆ri − κ2D(xi)
]
φ(ri, rj) = −4πδ(ri − rj), ➝ ✏➁✯ ✁ ➥
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
κD(x) ≡
√
4πβ
∑
α
ρα(x)e2α
✯✉❄❃❆✖✾❁s❈◆▼✸✻✺❁◆▼✾⑩❋❘▲❑➜✖➇❺❋■➏✰❆✖✺❁④✖➏
φ
❍❖✾⑩③✖❆✿▲❑③✖◆❙s❿❋✓☞❃❆➎s❘❏▼✼✿▲❖◆❙s▼➇
ξD
✼✿✾❁❀
λ
➇
❍❑❋↔➏✷✼✿s↔❋■➏✰◆✽s❘✼✿✇✽◆②❀❁◆▼❏▼✼➈➜➐P❁❇❘❆✖P✝◆▼❇●❋■❍❑◆▼s➋✼✿s➋❋❘➏❁◆❿❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏➈✼❷▲❖▲❑➜✟s❈❏▼❇❘◆❙◆▼✾❁◆❙❀ ✗⑨❇❘s❘◆❙▲❖▲❴➀➂✺✰✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾
hcl
α1α2
(x1, x2, y)
✯
✄↕➏❁◆❙✾➯❋❘➏❁◆ ☞❃✼✿▲❖▲✝❍❖s❥✼➁❏▼❆✖✾✰❀❁✺❁❏❙❋❘❆✖❇▼➇
φ
❀❁◆❙❏➈✼➈➜❉s⑨◆➒➑➓P❹❆✖✾✰◆▼✾⑩❋■❍❖✼✿▲❖▲➅➜✽➀➌✼❷s❈❋❥❍❑✾➯✼✿▲❖▲✝✼✿▲❑▲❖❆ ☞✈◆▼❀✒❀❁❍❑❇❘◆❙❏❙❋■❍❑❆✖✾❁s❙➇✰❍❖✾⑦P✷✼✿❇❈❋❘❍➅✱
❏▼✺✰▲➧✼✿❇⑤✼✿▲❑❆✖✾❁④②❋❘➏❁◆❾s❘✺❁❇●➀➌✼✿❏▼◆❷✯✷➠ ➀
ǫw
❍❑s❥➉✷✾❁❍➅❋■◆✿➇
φ
➀➌✼✿▲❖▲❑s❥❆✿❸➐✼✿s
1/y3
✼✿▲❑❆✖✾❁④②❋■➏✰◆ ☞❃✼✿▲❑▲➍✯
✱ ✁➓◆❙❏▼❆✖✾❁❀❼➇✖❋■➏❁◆
 
❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆q✱ ✇②✺❁▲➅❋■❍❖P✝❆✖▲❑◆ ✁❺❇❈◆▼s❘✺✰✇➄✇✽◆▼❀❿❍❑✾✻❋❘◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾❿①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆❙✾✽❋❘➏❁◆❥❋■❆✿❋■✼✿▲✰❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆✹❆❷➀❼✼↔▲❑❆➓❆✿P
✼✿✾❁❀✫❋■➏❁◆②✇➁✺❁▲❑❋❘❍❖P✝❆✖▲❖◆❙s✹❆✿➀✉✼✿✾❁❆✿❋❘➏❁◆▼❇r▲❖❆❉❆✖P✟❍❖sr❋❘➏❁◆➁✇✽❆✖✾❁❆✿P❹❆✖▲❑◆q✱ ✇②✺❁▲❑❋❘❍❖P✝❆✖▲❖◆r❏▼❆✖✇✽P✝❆✖✾❁◆▼✾⑩❋❊❆✿➀
eαieαjφ
✯ ✄↕➏✰◆▼✾
◆q➑➓❏❽➏✷✼❷✾❁④✖◆➁◆q❸❼◆❙❏❙❋❘s↔✼✿❇❈◆→✾✰◆▼④✖▲❑❍❖④✖❍❑①❁▲❖◆❷➇✰❍❑❋⑤❇❈◆➈✼✿❀✰s
eαieαj
∫ 1
0
ds[φ(ri + λiξi(s), rj)− φ(ri, rj)] ✯✷➠ ❋r➏✷✼✿s⑤❋■➏✰◆
s■✼❷✇➄◆➋❀❁◆❙❏➈✼➈➜➯P✝❆ ☞✈◆▼❇❈▲➧✼ ☞✧✼❷s⑤❋❘➏❁◆❾❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆q✱ ❏❽➏✷✼✿❇❘④✿◆→❇❈◆▼s❈✺❁✇➄✇✽◆▼❀✟❍❖✾⑩❋❘◆▼❇■✼❷❏❙❋■❍❑❆✖✾
φ
✯
✱⑨✶❊▲❑▲❳❆✿❋■➏✰◆▼❇➋◆❙❸❹◆▼❏q❋■s→▲❖❍❑◆➁❍❖✾➛❋❘➏❁◆②❋■➏❁❍❑❇❘❀➐①✝❆✖✾❁❀✣✯✣➠ ❋❘s❾❀❁◆▼❏▼✼❢➜➎✼❚❋❾▲➧✼✿❇❈④✖◆②❀❁❍❑s❈❋❽✼❷✾❁❏▼◆❙s→❍❑s➋④✖❆❢③✖◆❙❇❘✾❁◆❙❀✭①⑩➜➛❋■➏✰◆
❇❘◆❙s❘✺❁✇✽✇✽◆▼❀✽✇②✺❁▲❑❋❘❍❖P✝❆✖▲❖◆➒✱✴✇②✺✰▲❑❋■❍❑P❹❆✿▲❖◆❧❏▼❆✿✇➄P✝❆✖✾❁◆❙✾✻❋✈❆✿➀❹❋■➏❁◆⑨❍❖✾⑩❋■◆❙❇■✼✿❏q❋■❍❑❆✖✾❁s❧①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆▼✾➆▲❑❆➓❆✿P❁s▼✯⑩➠ ➀
ǫw
❍❖s❺❍❖✾➓➉✷✾❁❍❑❋❘◆✿➇
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✁❋■➏✰◆✒①✷✼✿❇❈◆⑦P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍➧✼✿▲✈✼✿✾❁❀➽❋❘➏❁◆⑦◆❙▲❖◆❙❏❙❋■❇❈❆✖s❈❋■✼❷❋■❍❑❏⑦P✝❆✿❋■◆❙✾⑩❋■❍➧✼❷▲✈①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆❙✾✜❋✓☞✈❆➛▲❖❆❉❆✖P❁s❙➇✛☞⑤➏✰❍❖❏❽➏✬❀❁◆❙❏➈✼➈➜❉s➃✼✿s➁❋■➏✰◆
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❆✿➀➩❋■➏❁◆❾s❈❏▼❇❘◆❙◆▼✾❁◆❙❀➲P✝❆✿❋■◆❙✾✻❋❘❍➧✼✿▲
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φ
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✻✆☎✂✁  ✄✏✒✏✒✎✍☛ ✠ ✁✆✝ ✌ ✏✒✑ ☎✞✌ ☛ ✌✰✠ ✟✡✟ ✑✏✎ ✏ ☎✞✏✒✠ ✑ ☛
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A(x1, x2)/y
3
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
A(x1, x2)
❍❖s ☞⑤❇❘❍➅❋❘❋❘◆▼✾✒✼❷s
A(x1, x2) = α(x1, x2; ǫw)+~
2γ(x1, x2)
➇ ☞⑤❍❑❋❘➏
α(x1, x2; ǫw=∞)=
0
✯
α(x1, x2; ǫw)
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A(x1, x2)
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ǫw = 1
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(a/ξD)
2≪λ/a≪(a/ξD)1/2 ➇ ☞✈◆❾❏➈✼✿✾ ☞⑤❇❘❍➅❋■◆
ρ(2) Tα1α2(x1, x2, y) ∼y→∞ρ
⋆
α1
(x1)ρ
⋆
α2
(x2)h
⋆,as
α1α2
(x1, x2, y)
[
1 +O
((
λ
a
)3
,
(
a
ξD
)3)]
➝ ✏➁✯✥✕✿➥
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
h⋆,as
α1α2
(x1, x2, y)
✼✿✾❁❀
ρ⋆
α
(x)
✇➄✼❢➜➁①❹◆⑤❏▼✼✿▲❖❏❙✺❁▲➧✼❷❋❘◆▼❀❿✺❁P➃❋■❆❾❋■➏✰◆❥➉✷❇❘s●❋✈❆✿❇❘❀❁◆❙❇
(a/ξD).(λ/a) = λ/ξD
✯
✄✭◆❾➉❁✾❁❀
ρ⋆α(x) = ρα
[
1− e−2(x/λα)2
] [
1 + β~eαBe
−x/ξD
]
➝ ✏➁✯
➚
➥
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
ρα ≡ limx→∞ ρα(x) ✼✿✾❁❀ B = (π/
√
2) (
∑
γ ργeγ/
√
mγ)/
√∑
α ραe
2
α
✯
β~eαB
❍❖s✒✼ ❀❁❍➅✱
✇✽◆▼✾❁s❈❍❖❆✖✾❁▲❑◆▼s❈s➁❏▼❆✿✾❁s❈❋■✼✿✾⑩❋➃❆✿➀⑨❆✖❇❘❀❁◆❙❇
λ/ξD
✯ ✟✹➏❁◆➆❀❁◆❙✾❁s❘❍➅❋✴➜ ➀➂✺❁✾❁❏q❋■❍❑❆✖✾❁s➯➝ ✏②✯
➚
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∫∞
0
dx
∑
α eαρα(x) = 0
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h⋆,asα1α2(x1, x2,y; ǫw) = h
cl,as
α1α2
(x1, x2,y)
1 + β~
√
4π
∑
γ
ργe2γ
[
a+ b
(
e−x1/ξD + e−x2/ξD − 4)
−
(
µ(x1/λ1)√
mα1
+
µ(x2/λ2)√
mα2
)] ➝ ✏➁✯✲✱✖➥
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a =
√
π/2
(∑
α ραe
2
α
/
√
mα
)
/(
∑
γ ργe
2
γ
)
➇
b = (
√
π/6
√
2)
∑
α ραe
3
α
∑
δ(ρδeδ/
√
mδ)/(
∑
γ ργe
2
γ
)2
✼✿✾❁❀
µ(u) =
√
π/2u2Erfc(
√
2u)/[1− e−2u2 ] ➇ ☞⑤➏❁◆❙❇❘◆ Erfc(u) ❍❑s✉❋❘➏❁◆❊❏❙❆✖✇➄P✰▲❖◆▼✇✽◆▼✾⑩❋■✼✿❇❈➜➃◆❙❇❘❇❘❆✿❇✉➀➂✺❁✾✰❏q✱
❋■❍❑❆✖✾✣➇
Erfc(u) = 1− (2/√π) ∫ u
0
dt exp(−t2) ✯
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❀❁❍❑P❹❆✖▲❑◆q✱ ❀❁❍❖P✝❆✖▲❖◆➃❍❑✾✻❋❘◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾❁s✵①❹◆q❋✓☞❃◆❙◆▼✾ ❀❁◆❙➀➂❆✖❇❈✇➄◆❙❀✬s❘❏❙❇❘◆▼◆❙✾❁❍❖✾✰④➎❏❙▲❖❆✖✺✰❀❁s❽➥➒➇❳P❁▲❖✺✰s❿✼➛✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■✺❁✇✘❏▼❆✖❇❈❇❘◆▼❏q❋■❍❑❆✖✾
P❁❇❈❆✖P❹❆✿❇❈❋■❍❑❆✖✾✷✼✿▲⑤❋■❆
~
✼❷✾❁❀ ❆✿➀→❆✖❇❘❀✰◆▼❇
ρ1/2
✯ ✟✹➏✰❍❖s➆❏▼❆✿❇❘❇❘◆❙❏❙❋❘❍❖❆✖✾ ❍❑s⑦❋■➏❁◆➞s❘✺❁✇ ❆❷➀➋❋✓☞❃❆✜◆❙❸❹◆▼❏q❋■s❙✯ ✟✹➏❁◆➲➉✷❇❘s●❋
❆✖✾❁◆❷➇ ☞⑤➏✰❍❖❏❽➏➲③❷✼✿❇❘❍❑◆▼s⑨❆❢③✖◆▼❇r❋■➏❁◆②s❈❏➈✼✿▲❑◆
ξD
➇❼✼✿❇❈❍❖s❈◆▼sr➀➂❇❈❆✖✇ ❋■➏✰◆②❍❖✾✰t❁✺❁◆▼✾❁❏❙◆➁❆✿➀✈❄❃❆✿✺❁▲❖❆✖✇➁①➞❍❖✾⑩❋❘◆▼❇■✼❷❏❙❋■❍❑❆✖✾❁s⑨✺❁P✝❆✖✾
❋■➏✰◆✭✸✻✺✷✼✿✾⑩❋❘✺❁✇ ❀❁◆▼✾❁s❈❍❑❋✴➜↕P❁❇❈❆✿➉✷▲❑◆▼s▼✯⑤➠✴✾❁❀✰◆▼◆▼❀❼➇rs❈❍❖✾❁❏❙◆➎✸✻✺✷✼❷✾✻❋❘✺❁✇ ☞❥✼➈③✿◆✭➀➂✺❁✾❁❏q❋■❍❑❆✖✾❁s➯③✿✼❷✾❁❍❖s❈➏ ❆✖✾↕❋■➏✰◆ ☞❃✼✿▲❖▲
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆➈✼❷s❴❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏▼✼✿▲⑩❀❁◆▼✾✰s❘❍❑❋❘❍❖◆❙s➩❀✰❆❊✾❁❆✿❋▼➇➈❋■➏❁◆✈✼✿✇✽P❁▲❖❍➅❋■✺❁❀✰◆❳❆✿➀✰❋❘➏❁◆
1/y3
❋■✼✿❍❖▲✖❆❷➀✰❋■➏✰◆✈s❈❏▼❇❘◆❙◆▼✾❁◆❙❀②❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆q✱ ❏❽➏✷✼✿❇❈④✖◆
❍❖✾⑩❋❘◆▼❇■✼❷❏❙❋■❍❑❆✖✾
φ⋆
➇❧❏▼✼✿▲❖❏❙✺❁▲➧✼❚❋■◆▼❀ ☞⑤❍➅❋■➏
ρ⋆
α
(x)
➇❧❍❖s➃✾❁❆✿❋✽◆❙✸❉✺❁✼✿▲❥❋■❆➐❋■➏❁◆✟✼✿✇✽P❁▲❑❍❑❋■✺✰❀❁◆✒❆✿➀r❋■➏❁◆➯❏▼❆✿❇❘❇❘◆❙s❘P✝❆✖✾❁❀❁❍❑✾❁④
❏▼▲❖✼✿s❘s❈❍❖❏▼✼✿▲❖▲➅➜➆s❘❏❙❇❘◆▼◆❙✾❁◆▼❀➛❏❽➏❁✼✿❇❘④✖◆➒✱✴❏❽➏✷✼❷❇❘④✖◆②❍❑✾⑩❋■◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾❼➇ ☞⑤➏✰❍❖❏❽➏➲❍❑sr❏▼✼✿▲❖❏❙✺❁▲➧✼❷❋❘◆▼❀✣➇✝✼❷❋⑨❋■➏✰◆➁s■✼❷✇➄◆✵❆✖❇❘❀❁◆❙❇❊❍❑✾✫❋■➏✰◆
❏▼❆✿✺❁P❁▲❖❍❑✾❁④➃P✷✼✿❇❘✼✿✇➄◆q❋■◆❙❇▼➇ ☞⑤❍❑❋❘➏➞✺❁✾✰❍❑➀➂❆✖❇❈✇ ❀❁◆▼✾✰s❘❍❑❋❘❍❖◆❙s▼✯ ✟✹➏❁◆✵s❘◆▼❏❙❆✖✾❁❀➲◆q❸❼◆❙❏❙❋r✇⑦✼➈➜➯①✝◆✵❏▼✼✿▲❖▲❑◆▼❀✟✼
 
❀❁❍➅❸❼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾ ✁
P❁➏❁◆❙✾❁❆✖✇✽◆▼✾❁❆✿✾➼❍❑✾➽❋■➏❁◆⑦s❘◆▼✾✰s❘◆➯❋■➏✷✼❷❋②❍❑❋②❍❑s❿✼➛✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺❁✇✘❀✰➜❉✾✷✼✿✇✽❍❖❏▼✼✿▲❃❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼❏❙❋❘❍❖❆✖✾➽❋❘❆➲❋■➏❁◆➆❏❙▲➧✼✿s❈s❘❍❑❏➈✼✿▲
1/y3
❋❽✼❷❍❖▲➍✯ ✟✹➏❁◆⑤❀❁❍➅❸❼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾②❏❙❆✖❇❘❇❈◆▼❏q❋■❍❖❆✿✾✽❇❈◆▼s❈✺❁▲❑❋❘s❺➀➂❇❈❆✖✇ ❋■➏❁◆⑤❀❁❍❑P❹❆✖▲❑◆q✱ ❀❁❍❖P✝❆✖▲❖◆❺❍❑✾✻❋❘◆▼❇❘✼✿❏❙❋❘❍❖❆✖✾❿①✝◆❙❋✓☞✈◆▼◆❙✾✒✼✿✾➃❍❖✾⑩❋❘❇❘❍❖✾✰s❘❍❖❏
✸✻✺✷✼✿✾⑩❋■✺✰✇✥P❹❆✿s❘❍❑❋❘❍❖❆✖✾✵t✷✺❁❏❙❋❘✺✷✼❷❋❘❍❖❆✖✾➃✼✿✾✰❀➃✼❾❀✰◆❙➀➂❆✖❇❈✇➄◆❙❀❿❏▼▲➧✼❷s❘s❘❍❑❏➈✼✿▲➓s❘❏❙❇❘◆▼◆❙✾❁❍❖✾✰④✵❏❙▲❖❆✖✺❁❀❼✯✿➠ ❋❧❍❑s❧④✖◆▼✾❁◆❙❇■✼❷❋❘◆▼❀➃①⑩➜②❋■➏✰◆
✾❁❆✖✾❉✱ ③❷✼✿✾❁❍❑s❘➏❁❍❑✾❁④➋③✿✼❷▲❖✺❁◆✹❆✿➀❹❋■➏❁◆⑨❍❖✾⑩❋❘❇❘❍❖✾✰s❘❍❖❏✹✸✻✺✷✼❷✾✻❋❘✺❁✇ P✝❆✖s❘❍➅❋■❍❖❆✿✾②t✷✺❁❏❙❋❘✺✷✼❷❋❘❍❖❆✖✾✽▲❖❍❑✾ ✫✿◆❙❀✽❋❘❆→❋❘➏❁◆r①✰❇❘◆➈✼ ✫❉❀✰❆ ☞⑤✾➄❆✿➀
❇❘❆❷❋❽✼❷❋❘❍❖❆✖✾✷✼❷▲❁❍❖✾⑩③❷✼✿❇❘❍❖✼✿✾❁❏❙◆⑨❍❑✾✽❋❘➏❁◆r③❉❍❑❏▼❍❖✾✰❍❑❋✴➜❿❆✿➀❹❋■➏❁◆ ☞❥✼❷▲❖▲➍✯⑩✶r▲❖▲
µ
➀➂✺❁✾❁❏❙❋❘❍❖❆✖✾✰s❃✼✿❇❈◆r❏❙❆✖✾❁❏❙◆▼✾⑩❋■❇❘✼❷❋■◆❙❀✒❆❢③✖◆▼❇❃✼✵s❈❏➈✼✿▲❑◆
λ
➀➂❇❘❆✖✇ ❋❘➏❁◆ ☞❃✼✿▲❑▲➍➇✷s❘❍❑✾❁❏▼◆❾❋■➏✰◆❙➜➞✼✿❇❘❍❑s❘◆➋➀➂❇❘❆✖✇ ❋❘➏❁◆➁❏❙❆✖✾✰➉✷✾✰◆▼✇✽◆▼✾⑩❋↔❆✿➀❳✸❉✺❁✼✿✾⑩❋■✺❁✇ P✝❆✖s❘❍➅❋■❍❖❆✿✾✟t✷✺✰❏❙❋■✺❁✼❷❋■❍❑❆✖✾❁s⑨①✻➜
❋■➏✰◆ ☞❃✼✿▲❑▲➍✯
➠✴✾➲❋■➏❁◆➁✼✿①✝❆♠③✿◆②◆q➑✰✼✿❏q❋➋❏➈✼❷▲❖❏▼✺✰▲➧✼❷❋❘❍❖❆✖✾➯➀➂❆✖❇⑤❋■➏❁◆②❏▼✼✿s❘◆
ǫw = 1
➇✝❏▼❆✖✾⑩❋■❇❈❍❖①❁✺➓❋■❍❖❆✿✾❁s⑨➀➂❇❈❆✖✇✪❋■➏❁◆➁❀❁❍❖P✝❆✖▲❖◆➒✱✴❀❁❍❑P❹❆✿▲❖◆
❍❖✾⑩❋❘◆▼❇■✼❷❏❙❋■❍❑❆✖✾❁s→①❹◆q❋✓☞❃◆❙◆▼✾✬✸✻✺✷✼✿✾⑩❋❘✺❁✇✘P✝❆✖s❈❍❑❋■❍❑❆✖✾➐t✷✺❁❏❙❋❘✺✷✼❷❋❘❍❖❆✖✾❁s➁✼✿P❁P✝◆➈✼✿❇✵✼❷❋✵▲➧✼✿❇❈④✖◆▼❇→❆✖❇❈❀❁◆▼❇❈s➁❍❖✾✭s❘✇➄✼✿▲❖▲❧P❁✼✿❇■✼❚✱
✇✽◆❙❋■◆❙❇❘s❙✯ ✧r❆ ☞✈◆❙③✖◆❙❇▼➇✷❍❑✾✒❋■➏❁◆➋❏▼✼✿s❘◆➋❆✿➀❩✼②❏❙❆✖✾❁❀❁✺❁❏q❋■❆✖❇➋➝
ǫw =∞ ➥q➇❉❋■➏❁◆➋▲❖✼❷❋❘❋❘◆▼❇❃❏❙❆✖✾⑩❋■❇❈❍❖①❁✺✰❋❘❍❖❆✖✾⑦❍❖s❃❋❘➏❁◆➋▲❖◆▼✼✿❀❁❍❖✾✰④
◆❙❸❹◆▼❏q❋r✼✿✾❁❀✟❍❖s✹❆✿➀➩❋■➏❁◆➋➀➂❆✖❇❈✇
h⋆,as
α1α2
(x1, x2, y; ǫw =∞) = −2β2~2 eα1√
mα1
eα2√
mα2
A˜
(
x1
λα1
,
x2
λα2
)
× 1
y3
➝ ✏➁✯❑➵❢➤✖➥
☞⑤➏❁◆❙❇❘◆
A˜(x1/λα1 , x2/λα2)
❍❖s✹✾❁❆✿✾ ☎❙◆▼❇❈❆➄❆✖✾✰▲❑➜✒❍❑✾➆❋■➏❁◆➋③❉❍❖❏❙❍❖✾❁❍➅❋✴➜✒❆✿➀➩❋■➏❁◆❾❏❙❆✖✾❁❀❁✺❁❏q❋■❍❑✾❁④ ☞❥✼✿▲❑▲➍✯
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ρ(2) T (La,Lb) = ρ(La)ρ(Lb)h(La,Lb)
❂P➤❞♠✫❘✮➥▲❑
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✬❅✚✥✲✣✭✢✱✍❏✣✭✦✚✥✔✗✧✮✤❳✴★✚■✜✗❆◗❩✍✚✛✴★✱✍✬✗✬❅✚✥❊●✚✥✔✽✭✢✚✥✔➝✜✗✚✛✔✗✖✦✧❬✭❁❆❇✜✗✚❇✴✻✒q❍P✱✍✔✗✘◗✭❁✧✮✱✍✔❦✜✗✚❣➞❉✤✶✖✦✚✥✴✮✴✳❂❄✘◗❍⑧❘✏➨↕❚▼✱✕✤❁➩✍➫✕✘✛➭➯❑❞➢
h(La,Lb) =
∑
G
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[dLnρ(Ln)]
[∏
f
]
G
❂P➤❞♠✫❘➲↔✕❑
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✜✗✚✛✖❭✜✗✚✛✲❈◆➳✬✷✱✕✧★✔✽✭❁✖✺✤❁✒✰✘✥✧★✔✣✚✥✖
La
✯
Lb
❘✙✑❞✚❜✬✗✴✮✲✗✖✥✯✩✴✮✚✥✖➃④✍✤✦✒✕✬✗✪✗✚✛✖
G
✔✣✚☎✜✗✱✕✧✮❩✍✚✛✔✽✭❨✬✿✒✰✖❭✘✛✱✍✔✽✭❁✚✥✔✣✧★✤✺✜✗✚➝✬✷✱✍✧✮✔✽✭
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✴★✚❉✬✗✤✦✱❫✜✗✲✗✧❬✭✼✜✗✚✓✭✦✱✍✲✗✖✼✴✮✚✥✖✼✴✮✧★✚✛✔✗✖▼✜✗✲➆④✕✤❁✒✕✬✗✪✣✚✕✯✣✜✣✚✥✲❈◆❖✬❅✱✍✧✮✔❵✭✦✖▼✜✗✱✕✔✗✔✗❆✥✖❳❆◗✭✫✒✕✔✽✭✾✤✶✚✥✴★✧✮❆✥✖✹✬✿✒✕✤❳✒✕✲❨✬✗✴★✲✗✖▼✲✗✔❖✴★✧★✚✛✔
f
❘
➸✩✔✣➟✿✔❙✯
SG
✚✥✖❀✭■✴★✚❇❍❄✒✕✘✛✭✦✚✥✲✗✤❞✜✗✚q✖✶❪❫❊●❆✛✭✦✤✦✧★✚❃✜✗✲➲④✍✤✦✒✕✬✗✪✗✚
G
✘✛✱✍✔✗✖✶✧★✜✗❆✛✤✦❆✕❘➛♦✏✚✥✖✓✬❅✱✍✧★✔✽✭✦✖❞✜❙❱s✒✕✤✶✭✦✧★✘✛✲✗✴✻✒✰✭✦✧★✱✍✔➝❆✛✭❁✒✕✔✽✭
✧★✔✽✭✦✚✥✤✦✜✣✧✮✭❁✖✢✬✿✒✕✤✢✘✥✱✕✔✗✖✶✭✦✤✦✲✗✘◗✭❁✧★✱✕✔❙✯❝✧★✴♣✔✗✚❥✬❅✚✥✲❈✭❉❪☎✒➓❩✍✱✍✧✮✤❉✜➛❱↕✒✕✔✣✔✗✚➓✒✕✲❫◆✐✒✰✭✶✭✫✒✕✘✫✪✣❆✥✖↔⑧●✲✗✔❢✬❅✱✍✧★✔✽✭✢✬✿✒✕✤✢✚◗◆❈✚✛❊❭✬✗✴✮✚❥✚◗✭
✴✻✒q✤✶✚✥✖✶✖✦✱✍❊●❊❨✒❤✭❁✧★✱✕✔❦✜✗✚✥✖✢✜✗✧✮❩✕✚✥✤❈④✍✚✥✔✗✘✛✚✥✖✢✘✥✱✍✲✣✴★✱✍❊q❏✣✧★✚✥✔✣✔✗✚✥✖❳✖✛❱↕✒➓❩✖❶✛✤✦✚❣❋✛✭✦✤✦✚❇✬✗✴★✲✣✖✢✖✶✧★❊●✬✗✴★✚↔⑧✺❊●✚✛✭✶✭❁✤✶✚■✚✥✔➝➺❣✲❈❩❈✤✶✚✕❘
➥➆➻✍➼
  ✁ ✁
−βeαeα′φ(r, r′) = L ✐ ✐
f c c
L
′ + L ✐ t ✐
f c cf c c
ρ
L
′ + L ✐ t t ✐
f c cf c cf c c
ρ ρ
L
′ + . . .
✂➧✧❖④✍✲✗✤✶✚❞➤✓♠✫❘❬➥✍➢☎✄❯✱✕✭❁✚✛✔❵✭✦✧★✚✛✴✏✤✦✚✥✖✶✖✦✱✍❊●❊●❆
φ
❘
✆
❩✕✚✥✘■✴✮✚✥✖▼✜✣❆✛➟✿✔✗✧❬✭❁✧✮✱✍✔✗✖❞❂P❧✓♠✶♠✦♠✫❘s➙✽❑✳✚◗✭❣❂P❧❞♠✦♠✶♠✫❘s➡❵❑✩✜✗✚
f c c
✯
f cm
✚✛✭
fmc
✯❈✧★✴❝✔✗✱✍✲✣✖▼✖✦✲✞✝❭✤✦✒q✜✗✚✓✜✗❆✛✘✥✱✍❊●✬❅✱✍✖✦✚✛✤
✲✗✔➝✴★✧✮✚✥✔
f
✖✦✚✛✴★✱✍✔➝✴✻✒q✖✶✱✍❊❭❊●✚❡➢
f(Li,Lj) = {f c c(Li,Lj) + f cm(Li,Lj) + fmc(Li,Lj) + fmm(Li,Lj)}+ fT(Li,Lj) ❂P➤❞♠✫❘↕➙✍❑
✱✠✟➜❂P➤✓♠✫❘s➙✽❑■✖✦✚✛✤✶✭❃✚✥✔➐❍❄✒✕✧❬✭❇✜✗✚❨✜✣❆✛➟✿✔✗✧❬✭❁✧✮✱✍✔ ⑧
fT(Li,Lj)
❘❯♦✏✚✥✖❣✴★✧✮✚✥✔✗✖❣✧★✔✽✭✦✚✥✤✶❩✕✚✥✔✿✒✰✔❵✭❥✜✿✒✕✔✗✖❨❂P➤❞♠✫❘➲↔✕❑❇✬❅✚✥✲✣❩✕✚✥✔✽✭
✒✕✧✮✔✗✖✦✧❙❋◗✭❁✤✶✚❣✘✫✪✣✱✍✧★✖✶✧★✖❳✬✿✒✕✤✶❊❭✧
f c c
✯
fmc
✯
f cm
✯
fmm
✚◗✭
fT
❘
✡❦❾❤❿r➀✿❿☞☛ ➁❨➂❈➇✥➇✥➌❅➏➣➏➐➊✣➉➆➋P➌❅➈➳➍♣➂❫➇✍✌✏✎♣➊✒✑♥➈♣➂❫➇
✑❞✚✺❊❨✒✰✔✗✧❖❶✛✤✦✚❡✒✕✔✗✒✕✴★✱✖④✕✲✗✚②⑧❦✴✻✒①✤✶✚✥✖✶✖✦✱✍❊●❊❨✒❤✭❁✧★✱✕✔❢✜✗✚✥✖❇✘✫✪✿✒✏✓✻✔✗✚✛✖■✜✿✒✕✔✗✖■✴✮✚❡✜✗❆✛❩✕✚✥✴★✱✕✬✗✬✷✚✛❊❭✚✛✔✽✭❇✚✥✔➠❍P✲❁④✽✒✕✘✛✧✮✭❁❆
✜✗✚✛✖❦✜✗✚✥✔✗✖✶✧✮✭✦❆✥✖✥✯▼✔✗✱✍✲✗✖❦✬❅✱✍✲✣❩✕✱✍✔✗✖①✤✶✚✥✖✦✖✶✱✍❊●❊❭✚✛✤①✴★✚✛✖①✘✫✪✿✒✔✓★✔✗✚✥✖❦✜✗✚❜✴★✧★✚✛✔✗✖
f c c
✒▲❩✕✚✥✘✐✜✗✚✛✖❦✬✷✱✕✧★✜✗✖
ρ(L)
✯✼✒✰➟✿✔
✜❙❱❲✱✍❏✣✭✦✚✥✔✗✧✮✤✓✜✗✚✥✖➋④✕✤❁✒✕✬✗✪✣✚✥✖❇✘✥✱✍✔✽❩✕✚✥✤❘④✕✚✥✔✽✭❁✖❣✜✿✒✕✔✗✖■✴★✒❨✴★✧✮❊❭✧❬✭❁✚■✭❁✪✣✚✥✤✦❊●✱❫✜✣❪❫✔✿✒✕❊●✧★❴❵✲✗✚✕❘✖✕✓✔✐✜✗❆✛➟✿✔✣✧✮✭■✴✮✚q✬✷✱✰✭❁✚✥✔✽✭✦✧★✚✥✴
✤✦✚✛✖✦✖✶✱✍❊❭❊●❆
φ
✬✿✒✕✤✙✴★✚✼❍❄✒✕✧❬✭✙❴❵✲✗✚ −βeαeα′φ(r, r′) ✤✶✚✥✬✗✤✶❆✥✖✶✚✥✔✽✭❁✚✓✴★✒■✖✦✱✍❊●❊❭✚❳✜✣✚✢✭✦✱✍✲✣✭❁✚✛✖✙✴★✚✥✖✙✘✫✪✿✒✏✓✻✔✗✚✛✖✹✜✗✚✢✴★✧✮✚✥✔✗✖
f c c
✜✗✚❇✴★✱✕✔❁④✍✲✗✚✛✲✗✤❳❴❵✲✗✚✥✴✮✘✥✱✍✔✗❴❵✲✗✚❣✚✥✔✽✭✦✤✦✚❣✜✗✚✥✲❈◆➝✬❅✱✍✧✮✔❵✭✦✖❳✤❁✒✕✘✛✧★✔✗✚✛✖✾✜✗✚❇✘✥✱❫✱✍✤✦✜✗✱✕✔✗✔✗❆✥✚✛✖
r
✚✛✭
r′
✯✿✜❙❱❲✚✥✖✶✬❹❶✛✘✥✚
α
✯
α′
✒➓❩✍✚✛✘❞✜✗✚✛✖✹✬❅✱✍✧★✔✽✭✦✖✩✧★✔✽✭❁✚✛✤✦✔✗✚✛✖✹✜✗✚✢✬❅✱✍✧★✜✗✖
ρ(L)
❂P✜✗✚✢❊❨✒✕✔✣✧❖❶✥✤✶✚✾✒✕✔✿✒✕✴✮✱✖④✍✲✗✚⑤⑧●❂➯❧✓♠✦♠✶♠✫❘✘✗✍❑✩✚✛✔❨✘✫✪✿✒✰✔❁④✍✚➓✒✰✔❵✭✹✴★✚✾✬❅✱✍✧★✜✣✖
✜✗✚✛✖❉✬❅✱✍✧★✔✽✭✦✖❳✧★✔✽✭❁✚✛✤✦✔✗✚✛✖✢✜✣✚
z(L)
✚✥✔
ρ(L)
❑◗❘❅♦✏✚■✬✷✱✰✭❁✚✥✔✽✭✦✧★✚✥✴
φ
❩✕❆✥✤✶✧✮➟✿✚❇✜✗✱✍✔✣✘❣✴★✒q✤✦✚✛✴✻✒✰✭✦✧★✱✍✔❦✧✮✔❵✭✦❆▼④✍✤✦✒✕✴★✚❥➢
φ(r, r′) = vw(r, r′)− β
∑
α
e2α
∫
dr′′
(∫
Dx′′ξ
′′ ρ(L′′)
)
vw(r, r
′′)φ(r′′, r′)
❂P➤❞♠✫❘s➡✽❑
➞❉✔✣✚q❍P✱✍✧★✖✓✚ ✙➛✚✛✘✛✭✦✲✗❆✥✚✺✴✻✒①✖✶✱✍❊●❊❭✚q✜✣✚q✭❁✱✍✲✣✭✦✚✥✖■✴✮✚✥✖✓✘✫✪✿✒✏✓✻✔✗✚✛✖❣✬❅✱✍✖✶✖✦✧★❏✣✴★✚✥✖❞✜✗✚❡✴★✧✮✚✥✔✗✖
f c c
✯❙✴✮✚✥✖■✔✗✱✍✲❈❩✍✚➓✒✰✲❈◆➠✴★✧✮✚✥✔✗✖
✤✦✚✛✖✦✖✶✱✍❊❭❊●❆✥✖✾✖✶✱✍✔✽✭❞✒✰✧★✔✗✖✶✧✙❂❄✘◗❍⑧❘♣➨↕❚▼✱✍✤✦➩✍➫✕✘◗➭➯❑❞➢
F c c(L,L′) = −βeαeα′φ(r, r′) ❂P➤❞♠✫❘➲➼✕✒✍❑
Fmc(L,L′) = −βeαeα′
∫ 1
0
ds [φ(r+ λαξ(s), r
′)− φ(r, r′)] ❂P➤❞♠✫❘➲➼✰❏✿❑
F cm(L,L′) = −βeαeα′
∫ 1
0
ds [φ(r, r′ + λαξ
′(s))− φ(r, r′)] ❂P➤✓♠✫❘↕➼✰✘➓❑
FR = e
F c c+Fmc+F cm+Fmm − 1− F c c − F cm − Fmc ❂P➤❞♠✫❘➲➼✰✜✿❑
✱✠✟
Fmm
✚✥✖✶✭q✜✗❆✛➟✿✔✣✧▼✘✥✱✕❊❭❊●✚✺✚✥✔ ❂➯❧✓♠✦♠✶♠✫❘✮➥▲➼✍❑❃✒➓❩✍✚✛✘①✴★✚●✬❅✱✕✭❁✚✛✔❵✭✦✧★✚✛✴
φ
✤✦✚✛❊❭✬✗✴★✒✜✛➓✒✰✔❵✭
φ2
❘➧♦✩❱❲✚◗◆❈✘✥✴✮✲✗✖✦✧✮✱✍✔➣✬✿✒✰✤
✘✥✱✕✔✗✖✶✭✦✤✦✲✗✘◗✭❁✧★✱✕✔❼✜✣✚✥✖✺✬✷✱✕✧★✔✽✭❁✖❡✜❙❱s✒✕✤❀✭❁✧★✘✛✲✗✴✻✒❤✭❁✧★✱✕✔ ✒✕✖✦✖✶✲✗✤✦✚❖❴❵✲✗✚❖✴★✚❦✬❅✱✍✧✮✜✗✖q✜✗✚✛✖●✬❅✱✍✧✮✔❵✭✦✖❡✤✦✚✛✖✶✭❁✚❖✧✮✔✗✘✫✪✿✒✕✔❁④✕❆❖✒✕✬✗✤❘❶✛✖
✤✦✚✛✖✦✖✶✱✍❊❭❊❭✒✰✭✦✧★✱✍✔✐✜✗✚✛✖❇✘✫✪✿✒✔✓✻✔✣✚✥✖✥❘❯♦♣✒①❍P✱✍✔✗✘◗✭❁✧★✱✕✔→✜✣✚❭➞✢✤✦✖✶✚✥✴★✴✵✖✥❱❲✚◗◆❈✬✗✤✦✧✮❊❭✚●✒✕✲→❏❅✱✍✲✣✭❇✜✗✚✺✘✥✚◗✭✦✭✦✚❭✤✶✚✥✖✦✖✶✱✍❊●❊❨✒✰✭✦✧★✱✍✔
✬✿✒✕✤■➢
h(La,Lb) =
∑
Γ
1
SΓ
∫ N∏
n=1
[dLnρ(Ln)]
[∏
F
]
Γ
❂P➤❞♠✫❘↕➫✍❑
✒➓❩✍✚✛✘➔✴✮✚✥✖❦❊●❋✥❊●✚✥✖❦✜✗❆◗➟✿✔✗✧✮✭✦✧★✱✍✔✣✖①✚✛✭➝✤❘❶❙④✍✴★✚✛✖❦❴❵✲✗✚➠✬✷✱✍✲✣✤❦✴✻✒➣✤✦✚✛✬✗✤✦❆✛✖✦✚✛✔❵✭❁✒✰✭❁✧✮✱✍✔✁❂P➤❞♠✫❘➲↔✍❑①✚◗✭➝✒▲❩✕✚✥✘→✲✗✔✗✚➠✤❘❶❙④✍✴★✚
✜❙❱❲✚◗◆❈✘✥✴✮✲✗✖✦✧✮✱✍✔q✖✶✲✗✬✗✬✗✴✮❆✥❊●✚✥✔✽✭✫✒✕✧✮✤✦✚✢➢✰✬❅✱✍✲✗✤❯❆✛❩❫✧❬✭❁✚✥✤➧✜✗✚▼✘✛✱✍❊●✬✣✭❁✚✛✤✵✜✗✚✛✲❈◆❥❍P✱✕✧★✖♣✴★✚✛✖✵❊●❋✥❊●✚✥✖❯✘✥✱✍✔✽✭❁✤✶✧★❏✗✲❈✭❁✧★✱✕✔✗✖✥✯➆✧★✴✽❍❄✒✕✲❈✭
✚✥✔❃✚✢✙✷✚✛✭➧✧★✔✽✭❁✚✛✤✦✜✗✧✮✤✦✚✩❴❵✲❙❱❲✲✗✔❥✬❅✱✍✧✮✔❵✭
L0
✔✣✚✹✖✶✱✍✧✮✭♣✴✮✧★❆✩❴❵✲❙❱s✒▲❩✕✚✥✘✹✜✗✚✥✲❈◆❃✴✮✧★✚✥✔✣✖✏✜✗✲❃✭ ❪❫✬❅✚
F− c(Li,L0).F c−(L0,Lj)
❂❄✴✮✚■✖✦✧❑④✍✴★✚ − ✤✦✚✥❊●✬✗✴★✒✜✛➓✒✕✔✽✭✾✲✗✔➝✚◗◆❈✬❅✱✍✖❁✒✰✔❵✭ c ✱✍✲ m ❑ ❘
✁    
 ✂✁✗t☎✄ ✆q⑥✞✝ ⑥ ❻✣④✏⑤❼❸❞④✠✟✫❶✙⑥☛✡❞❷⑧④ ❺➛⑦✌☞❉②❞❷❀❶✌✍✙④❹④➛❻✎✟✫❶✙⑥✏✡✓❷⑧④ ❸❉⑩✑✍✳⑩✏⑨❉⑩❙③✗④✏⑤❫❺➛④✏⑨❉❺➛④
✒❉✱✍✲✣✖❨✒➓❩✍✱✕✔✗✖❨✱✍❏❈✭❁✚✥✔❵✲➳✴★✚✥✖✺✚ ◆✣✬✣✤✦✚✥✖✶✖✦✧✮✱✍✔✗✖❨✚ ◆❈✬✗✴★✧✮✘✥✧✮✭✦✚✥✖✺✜✗✚✛✖❭✜✗✚✛✔✗✖✦✧❬✭❁❆✛✖❨✜✗✚❖❏❅✱✍✲✗✘✥✴✮✚✥✖
ρ(L)
✜✿✒✕✔✗✖●✴★✚❦✘✥✒✕✖
✜❙❱❲✲✗✔✗✚❖✬✿✒✕✤✶✱✍✧▼✖✶✧★❊●✬✗✴★✚❭✚✛✭✺✜❙❱❲✲✗✔ ✖✶❪❫✖❀✭■❶✥❊●✚❖✘✥✱✍✲✣✴★✱✍❊q❏✣✧★✚✥✔➔❍❄✒✕✧★❏✗✴✮✚✥❊●✚✥✔✽✭q✜✣❆▼④✍❆✛✔✗❆✥✤✶❆➝✚◗✭❡❍❄✒✕✧★❏✣✴★✚✥❊●✚✥✔✽✭❥✘✥✱✍✲✗✬✣✴★❆✕❘
❚❞❱❲✚✥✖✶✭❃✜✗✱✍✔✣✘●✜✗✒✕✔✗✖❇✘✥✚✛✖❃✘✛✱✍✔✗✜✗✧❬✭❁✧★✱✕✔✗✖■❴❵✲✗✚❭✔✣✱✍✲✗✖❣✒✕✴★✴✮✱✍✔✗✖✓✬❅✱✍✲✣❩✕✱✍✧★✤■✱✕❏✣✭❁✚✛✔✗✧★✤■✚ ◆✣✬✣✴★✧★✘✛✧✮✭✦✚✥❊●✚✥✔✽✭❇✴★✚✛✖✓❍P✱✍✔✗✘✛✭✦✧★✱✍✔✣✖
✜✗✚❃✘✥✱✍✤✶✤✦❆✥✴★✒✰✭❁✧✮✱✍✔❙❘❝❚▼✱✕❊❭❊●✚❇✚✥✔❜❧❞♠✦♠✦♠✫❘↕↔●✔✣✱✍✲✗✖✓✒✰✴★✴★✱✕✔✗✖❳✱✍❏✣✭✦✚✥✔✗✧✮✤❉✜✗✚✛✖❞✚ ◆✣✬✣✤✦✚✥✖✶✖✦✧✮✱✍✔✗✖✓✚✛✔❢✬✗✲✗✧✮✖✦✖❁✒✰✔✗✘✥✚❃✜✗✚✥✖❉✜✗✚✥✲❈◆
✬❅✚✛✭❁✧❬✭❁✖✩✬✿✒✰✤❁✒✕❊✽❶✛✭✦✤✦✚✥✖
κDλ
✚✛✭
Γ3/2
✚✛✭✳✔✗✱✍✲✗✖✳✔✗✱✕✭✦✚✥✤✶✱✍✔✗✖ O(η2) ✴★✚✥✖✩✭✦✚✥✤✦❊●✚✥✖✙✜❙❱❲✱✍✤✶✜✗✤✦✚✛✖✳✖✶✲✗✬❅❆✥✤✦✧✮✚✥✲✗✤✶✖✥❘❈❚▼✱✍❊●❊❭✚
✜✗✧✮✖✦✘✥✲❈✭❁❆✺✚✥✔✐❧✓♠✶♠✦♠✫❘↕↔❈✯❙✴✮✚✥✖❇✤✦❆❙④✍✧★❊●✚✥✖✓✬✣✪❵❪❫✖✶✧★❴❵✲✗✚✥✖❣✱✠✟➠✴★✚✛✖■✜✗❆✛❩✕✚✥✴✮✱✍✬✗✬❅✚✥❊●✚✥✔✽✭❁✖❣✖✦✚✛✤✦✱✍✔✽✭❃✒✕✬✗✬✗✴✮✧★✘✥✒✕❏✗✴★✚✛✖❞✖✶✱✍✔✽✭❣✭✦✚✥✴✮✖
❴❵✲✗✚
κDλ≪ 1 ✯ Γ3/2 ≪ 1 ✚✛✭❇➢ (
λ
a
)6
≪ Γ3/2 ≪ 1 ❂➯➤✓♠✫❘↕➻✍❑
✘✥✚❣❴❵✲✗✧✙④✍❆✛✔✗❆✥✤✦✒✕✴★✧✮✖✦✚■✴★✚✛✖✾✤✦❆✥✖✶✲✗✴✮✭❁✒✰✭❁✖✾✜✗✲☎✬✿✒✕✤✦✒✿④✍✤❁✒✰✬✗✪✗✚■✬✗✤✶❆✥✘✥❆✛✜✗✚✥✔✽✭❞❴❫✲✣✧❯✔➛❱s❆◗✭✫✒✕✧✮✚✥✔✽✭✾❩✕✒✰✴✻✒✕❏✗✴✮✚✥✖❳❴❵✲✗✚❇✬❅✱✍✲✗✤
Γ≪
λ
a
≪ Γ1/4 ❂❄✤✶❆▼④✍✧✮❊❭✚❡✜✿✒✰✔✗✖❇✴★✚✥❴❵✲✗✚✛✴✩✴✻✒①✘✛✱✍✤✦✤✶✚✥✘✛✭✦✧★✱✍✔➠✜❙❱❲✱✍✤✶✜✗✤✦✚ Γ3/2 ✚✛✖✶✭❃✔✗❆▼④✕✴★✧❖④✕✚➓✒✕❏✗✴✮✚❥✜✗✚◗❩✰✒✕✔✽✭❃✴★✒❦✬✗✤✦✚✛❊❭✧❑❶✥✤✦✚
✘✥✱✕✤✦✤✦✚✛✘✛✭✦✧★✱✍✔❖❴❵✲✿✒✕✔✽✭❁✧✮❴❵✲✗✚❃✜➛❱s✱✍✤✶✜✗✤✦✚
κDλ
✯✗✭❁✱✍✲✣✭✾✘✛✱✍❊●❊❭✚✓✴✮✚✥✖✾✘✥✱✕✤✦✤✦✚✛✘✛✭✦✧★✱✍✔✗✖❳✜➛❱s✱✍✤✶✜✗✤✦✚
(λ
a
)3
❑◗❘
♦✏✚❣✬❅✱✕✭✦✚✥✔✽✭❁✧✮✚✥✴❙✤✶✚✥✖✦✖✶✱✍❊●❊❭❆
φ
✚✥✖❀✭✢✖✦✱✍✴✮✲✣✭❁✧✮✱✍✔❦✜✗✚❇✴♥❱❲❆✥❴❵✲✿✒✰✭✦✧★✱✍✔➝✒✕✲❫◆❖✜✗❆✥✤✶✧✮❩✕❆✥✚✥✖✢✬✿✒✕✤❀✭❁✧✮✚✥✴★✴✮✚✥✖✛✯✣✬❅✱✍✲✗✤
x′ > 0
➢
∆rφ(r, r
′)− κ2(x)φ(r, r′) = −4πδ(r− r′) ✬✷✱✕✲✗✤ x > 0 ❂P➤❞♠✫❘✘✗✕✒✽❑
∆rφ(r, r
′) = 0
✬❅✱✍✲✗✤
x < 0
❂➯➤✓♠✫❘ ✗✕❏❝❑
✒➓❩✍✚✛✘❃✧✮✘✥✧✸➢
κ2(x) ≡ 4πβ
∑
α
e2α
∫
Dxξρ(L) = 4πβ
∑
α
e2αρα(x)
❂➯➤✓♠✫❘s➩✽❑
✱✠✟❼✴★✚✛✖q❍P✱✍✔✗✘✛✭✦✧★✱✍✔✣✖●✜✣✚✥✔✗✖✶✧✮✭❁❆✛✖
ρα(x)
✖✦✱✕✔❵✭●✜✗✱✕✔✗✔✗❆✥✚✛✖❨✬✿✒✰✤➝❂P❧✓♠✶♠✦♠✫❘↕➼✍↔✍❑ ❘✙♦♣✚✛✖✺✘✥✱✍✔✗✜✣✧✮✭❁✧✮✱✍✔✗✖✺✒✕✲❫◆ ✴★✧✮❊❭✧❬✭❁✚✥✖❥✒✕✲
✘✥✱✕✔❵✭❁✒✕✘✛✭✢✜❙❱❲✲✗✔✗✚❣✬✿✒✕✤✶✱✍✧❙✖✶✧★❊●✬✗✴★✚✓✖✶✱✍✔✽✭✢✱✍❏✣✭❁✚✛✔❵✲✗✚✥✖✢✜❙❱s✒✕✬✗✤❘❶✛✖❉✴★✒q✤✦✚✛✴✻✒✰✭✦✧★✱✍✔❦✧✮✔❵✭✦❆▼④✍✤✦✒✕✴★✚❡❂P➤✓♠✫❘❲➡❵❑❞➢
φ(r, r′)
✚✛✭ ∂φ
∂x
(r, r′)
✘✛✱✍✔✽✭❁✧★✔❵✲✗✚✛✖❉✚✛✔
x = 0
❂P➤❞♠✫❘✮➥✔✓✽❑
➸✩✔☎❊●✚✛✭✶✭✫✒✕✔✽✭⑨⑧❡✬✗✤✶✱✕➟✗✭✾✴♥❱❲✧★✔✽❩✰✒✕✤✶✧✻✒✕✔✗✘✛✚❞✬✿✒✰✤✼✭❁✤❁✒✰✔✗✖✦✴★✒✰✭❁✧✮✱✍✔❦✜✿✒✕✔✗✖❳✴✮✚■✬✗✴✻✒✰✔❦✜✗✚❇✴✻✒q✬✿✒✕✤✶✱✍✧♥✯❈✔✗✱✍✲✗✖✾✱✍❏❈✭❁✚✥✔✣✱✍✔✗✖✾❴❵✲✗✚
✴✻✒❥✭✦✤❁✒✕✔✣✖✶❍P✱✍✤✶❊❭❆✛✚❣✜✣✚ ✂✿✱✍✲✣✤✦✧★✚✛✤✼✴★✚■✴✮✱✍✔❁④❡✜✗✚❇✴★✒✺✬✗✒✕✤✦✱✍✧➛✜✗✲☎✬❅✱✕✭✦✚✥✔✽✭❁✧✮✚✥✴❙✤✶✚✥✖✦✖✶✱✍❊●❊❭❆■✚✛✖✶✭❉✖✦✱✍✴✮✲✣✭❁✧✮✱✍✔❦✜✗✚✺➢
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1∑
α e
2
αρ
B
α
∑
α
e2αρ
B
α
{
e−2x˜
2/(κDλα)
2
+
[
1− e−2x˜2/(κDλα)2
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φ(x, x′; κDq) =
2π
κD
{
1√
1 + q2
(√
1 + q2 − q√
1 + q2 + q
)
e−
√
1+q2κD(x+x
′)
+
1√
1 + q2
e−
√
1+q2κD|x−x′| +O(κDλ,Γ3/2)
}
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φ(x, x′; l) = φ[0](x, x′) + |l|φ[1](x, x′) +Oanalytique(l) +O(l2) ❂P➤❞♠✫❘✮➥➓➡✽❑
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φ[1]
✚✛✖✶✭❃➢
φ[1](κ
−1
D
x, κ−1
D
x′) = −4π
κ2
D
e−(x˜+x˜
′)
{
1 + δκDλΦ[1](x˜)
+δκDλΦ[1](x˜
′) + δΓ
3/2
Φ[1](x˜) + δ
Γ3/2Φ[1](x˜
′) +O(η2)
}
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δκDλΦ[1](x˜) = ~
πβ√
2
1
Σ
1/2
2
[
1
3
Σ3
∑
α eαρ
B
αm
−1/2
α
Σ2
(
e−x˜ − 2)+∑
α
e2αρ
B
αm
−1/2
α
]
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δΓ
3/2
Φ[1](x˜) =
√
πβ3/2
Σ4
Σ
1/2
2
(
LL(t;0)[1; 2, 0](x˜) + l˜
)
−
√
π
2
β3/2
Σ23
Σ
3/2
2
(
LM(t;0)[1; 2, 0](x˜) + m˜
)
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Σn =
∑
α
enαρ
B
α ,
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✤✦✚✛✖✦✖✶✱✍❊❭❊●❆
φ
✯▼✖✶✱✍✴★✲✣✭✦✧★✱✍✔➳✜✗✚ ❂➯➤✓♠✫❘❬➥✍➥➆❑◗✯▼✒➓❩✍✚✥✘✐✴✮✚✥✖❭✘✥✱✍✔✗✜✣✧✮✭❁✧✮✱✍✔✗✖❨✒✕✲❈◆✝✴★✧★❊●✧✮✭✦✚✥✖☎❂P➤❞♠✫❘✮➥✔✓✽❑●✜✗✱✕✧✮✭❨❩✕❆✥✤✶✧✮➟✿✚✛✤①✴★✚✛✖
✤❘❶❙④✍✴★✚✛✖❳✜✗✚❇✖✦✱✍❊●❊●✚❡➢
∫ ∞
0
dx˜ (1− Uφ(x˜)) φ˜[0](x˜, x˜′) = 4π ❂P➤❞♠✫❘✮➥➓➩✽❑
✁   ✁ ✁
✚✛✭❣➢ ∫ ∞
0
dx˜
∫ ∞
0
dx˜′ (1− Uφ(x˜)) (1− Uφ(x˜′)) φ˜[1](x˜, x˜′) = −4π ❂➯➤✓♠✫❘↕↔ ✓✽❑
♦✏✚✥✖✾✚◗◆❈✬✗✤✶✚✥✖✶✖✦✧★✱✕✔✗✖❉✱✕❏✣✭❁✚✛✔❫✲✣✚✥✖❞✬❅✱✍✲✗✤
φ[0]
✚✛✭
φ[1]
❂❄✘◗❍⑧❘♣❂P➤❞♠✫❘✮➥▲➼✍❑✦❑✹❩✕❆✥✤✦✧❬➟✿✚✥✔✽✭❉❏✗✧★✚✛✔❖✘✥✚✥✖✢✤❘❶❙④✍✴★✚✛✖✥❘
✑❥❱s✒✕✬✗✤❘❶✛✖✩✴✻✒✾✭❁✪✗❆✛✱✍✤✦✧✮✚▼✜✗✚✛✖✸✜✗✧★✖❀✭❁✤✶✧★❏✗✲✣✭✦✧★✱✍✔✣✖✼❂P✘✛❍⑧❘❈➨✄✂ ✕✣➫✕➡✕➭✻❑◗✯❤✴★✚✹✘✥✱✍❊●✬❅✱✍✤✶✭✦✚✥❊●✚✥✔✽✭❳⑧r④✍✤❁✒✕✔✣✜✗✚▼✜✗✧✮✖✶✭❁✒✕✔✗✘✥✚▼✜❙❱s✲✣✔✗✚
❍P✱✍✔✗✘◗✭❁✧✮✱✍✔❃✚✛✖✶✭➧✜✗✱✍✔✗✔✣❆✹✬✿✒✰✤❯✴✮✚✥✖♣✔✗✱✍✔ ✂⑧✒✕✔✿✒✰✴✮❪❵✭❁✧✮✘✥✧✮✭✦❆✥✖✏✜✗✚✳✬✗✴✮✲✗✖♣❏✿✒✕✖❯✱✍✤✦✜✗✤✶✚✹✜✣✲❥✜✗❆◗❩✍✚✥✴✮✱✍✬✗✬❅✚✥❊●✚✥✔✽✭➧✜✗✚✹✖✦✒✢✭✦✤❁✒✕✔✗✖❀❍P✱✍✤ ✂
❊●❆✥✚▼✜✣✚ ✂✿✱✍✲✗✤✶✧★✚✥✤❯✒✕✲❣❩✍✱✍✧✮✖✦✧✮✔✿✒✿④✍✚✳✜✗✲❥❩✕✚✥✘✛✭✦✚✥✲✗✤✩✱✕✤✦✧❖④✕✧★✔✗✚✢❂P✧♥❘❲✚✕❘❤✚✥✔
l = 0
❑◗❘
✆
✧✮✔✗✖✦✧r✯➆✒✕✲q✖✦✚✛✔✗✖✸✜✗✚✛✖✵✜✗✧✮✖✶✭✦✤✦✧★❏✣✲✣✭❁✧✮✱✍✔✗✖✥✯
✴✻✒❥✭✦✤❁✒✕✔✣✖✶❍P✱✍✤✶❊❭❆✛✚❣✜✣✚ ✂✿✱✍✲✣✤✦✧★✚✛✤✹⑧❡✜✗✚✥✲❫◆➝✜✗✧★❊●✚✥✔✗✖✶✧★✱✍✔✣✖✼✜✗✚❇✴✻✒q❍P✱✍✔✗✘◗✭❁✧✮✱✍✔
1/y3
✚✥✖✶✭✢✖✶✧★❊●✬✗✴★✚✛❊❭✚✛✔❵✭✓➢
(
1
y3
)
(l) = −2π|l| ❂➯➤✓♠✫❘↕↔❈➥➆❑
✒❉✱✕✲✗✖☎✬❅✱✍✲✣❩✕✱✍✔✗✖➝✚✥✔ ✜✗❆✥✜✗✲✣✧★✤✦✚→❴❵✲✗✚→✴★✚➠✬✷✱✰✭❁✚✥✔✽✭✦✧★✚✥✴❇✤✶✚✥✖✦✖✶✱✍❊●❊❭❆
φ
✜✗❆✥✘✛✤✦✱✜✓✮✭☎✒✕✴❖④✍❆✛❏✗✤✦✧✮❴❵✲✗✚✥❊●✚✥✔✽✭✫⑧➼④✕✤❁✒✕✔✗✜✣✚
✜✗✧✮✖✶✭✫✒✰✔✗✘✥✚❇✖✦✚✛✴★✱✍✔❖✴★✒✺✬✗✒✕✤✦✱✍✧✵➢
φ(r, r′) ∼
|y|→∞
−φ[1](x, x
′)
2π
1
|y|3
❂P➤❞♠✫❘➲↔✍↔✕❑
 ✂✁✗t✆☎ ✝→⑦ ✝✟②❥⑦✩③❈❻❈④ ✝ ④✏⑨✹❻ ❶✳⑤✟✞ ✝✟②✢❻✣⑦✸❻❈⑥✡✠ ☞❞④❽❸❞④✏⑤ ❺➛⑦✩③✣③✣⑩✏❷⑧❶✩❻❈⑥⑧⑦✙⑨❞⑤
✡❦❾❤❿☞☛❙❿❄➀ ✌❃➌❅➈✷➉▲➄❤➋✎✍✵➒✏➉➆➋P➌❅➈➧➇❥➊✗➒➜➃➧➄➆➂❫➏➣➋P➂❫➄●➌❝➄❤➍❯➄➆➂
✑❥❱s✒✕✬✗✤❘❶✛✖▼✴★✒❇✖✶✚✥✘◗✭❁✧★✱✕✔❭✬✗✤✶❆✥✘✛❆✥✜✗✚✛✔❵✭✦✚❡❂P✘✛❍⑧❘✷❂P➤❞♠✫❘➲↔✍↔✕❑✦❑◗✯✽✴✮✚❳✬✷✱✰✭❁✚✥✔✽✭✦✧★✚✥✴✿✤✶✚✥✖✶✖✦✱✍❊●❊❭❆✾✚◗✭▼✜✗✱✕✔✗✘
F c c
✜✗❆✥✘✛✤✦✱✍✧✮✖✦✖✶✚✥✔✽✭
✒✕✴❑④✍❆✥❏✗✤✶✧★❴❵✲✗✚✛❊❭✚✛✔❵✭✾✴✮✚■✴★✱✍✔✰④❡✜✗✚❇✴✻✒q✬✿✒✕✤✶✱✍✧✩➢
F c c(La,Lb) ∼|y|→∞ βeαaeαb
φ[1](xa, xb)
2π
1
|y|3
❂P➤❞♠✫❘➲↔✕➙✍❑
✱✠✟
y
✜✗❆✛✖✦✧❑④✍✔✗✚❇✴★✚✓❩✕✚✥✘✛✭✦✚✥✲✗✤
ya − yb ❘
➸✩✔✐✲✣✭❁✧✮✴★✧★✖✦✒✕✔✽✭✢✴★✚❥✜✣❆✛❩✍✚✛✴★✱✍✬✣✬✷✚✛❊❭✚✛✔❵✭✓✜✗✚✑✏➧✒➓❪❈✴✮✱✍✤❡❂➯❧✓♠✶♠✦♠✫❘s➙✠✗✽❑◗✯❅✱✍✔❢✬❅✚✥✲❈✭❞❩✍✱✕✧★✤❞❴❵✲✗✚❥✴★✚❥✴✮✧★✚✛✔
Fmc
✜✗❆✥✘✛✤✦✱✜✓✮✭
✴★✲✣✧✷✒✰✲✗✖✦✖✶✧✷✚✛✔
1/y3
⑧→④✍✤❁✒✰✔✗✜✗✚❞✜✣✧★✖✶✭❁✒✕✔✗✘✛✚✕❘❫♦✏✚❞✴★✧✮✚✥✔
F c c
❩✰✒✕✤✦✧★✒✕✔✽✭❃⑧❣✴♥❱❲✱✍✤✦✜✣✤✦✚✾✴★✚✢✬✗✴★✲✣✖✹❏✿✒✰✖▼✖✦✲✣✤▼✴♥❱❲❆✥✘✫✪✣✚✥✴★✴✮✚
κ−1D
✯
✴★✚❣✘✥✱✕❊❭✬❅✱✍✤✶✭✦✚✥❊●✚✥✔✽✭❞✒✕✴❖④✍❆✛❏✗✤✦✧✮❴❵✲✗✚❃✜✣✚
Fmc
✚✥✖✶✭❞✘✥✚✛✬✷✚✛✔✗✜✿✒✕✔✽✭■✜✗❆ ➵❘⑧❨✜❙❱❲✲✗✔❢✱✍✤✶✜✗✤✦✚
κDλ
✬✿✒✰✤❞✤❁✒✰✬✗✬✷✱✕✤✶✭❊⑧❭✘✥✚✛✴★✲✗✧
✜✗✚
F c c
❘✙❚▼✱✕❊❭❊●✚❨✔✗✱✕✲✗✖❡✘✫✪✗✚✥✤✶✘✫✪✗✱✍✔✗✖●✴✻✒☎✜✗❆✥✘✛✤✦✱✍✧✮✖✦✖❁✒✰✔✗✘✥✚➝✒✕✴❑④✍❆✥❏✗✤✶✧★❴❵✲✗✚⑦⑧❢✴♥❱❲✱✍✤✦✜✗✤✶✚①✲✗✔ ✚✥✔
κDλ
✚◗✭
Γ3/2
✯✸✧★✴
✖✦✲✞✝❭✤✦✒●✜✣✚❣✔✣✚❣✘✛✱✍✔✗✖✶✧★✜✗❆✛✤✦✚✥✤✾✘✛✚❣✜✣✧✻✒✿④✍✤✦✒✕❊●❊❭✚❉❴❫✲➛❱➢⑧✺✖✦✱✍✔➝✱✍✤✶✜✗✤✦✚❇✴★✚■✬✣✴★✲✗✖❳❏✿✒✰✖❣➢
Fmc(La,Lb) ∼|y|→∞ βeαaeαb
2
κ2D
∫ 1
0
ds κDλa ξax(s)e
−κD(xa+xb) 1
|y|3
❂P➤❞♠✫❘➲↔✰➡✽❑
➸✩✔✣➟✿✔❙✯❝✴★✚■✴✮✧★✚✛✔
FR
✖✦✚❣✘✥✱✍❊●✬❅✱✍✤✶✭✦✚❇✒✕✲☎❊●✱✍✧✮✔✗✖✼✚✥✔
1/y6
⑧❿④✍✤❁✒✕✔✣✜✗✚❇✜✗✧★✖❀✭✫✒✕✔✗✘✛✚❇✬✿✒✕✤❁✒✰✴★✴❖❶✛✴★✚✛❊❭✚✛✔❵✭❳✒✕✲❖❊q✲✗✤✥✯
✜❙❱s✒✕✬✗✤❈❶✥✖❳✴♥❱❲✚◗◆❈✬✗✤✶✚✥✖✶✖✦✧★✱✕✔➐❂➯➤✓♠✫❘↕➼✰✜❝❑ ❘ ✒❉✱✕✲✗✖❳✔❙❱s✒✕✲✗✤✦✱✕✔✗✖❳✬✿✒✕✖✹⑧q✘✛✱✍✔✗✖✶✧★✜✗❆✛✤✦✚✥✤❳✘✛✚■✘✥✱✍❊●✬❅✱✍✤✶✭✦✚✥❊●✚✥✔✽✭✼✭❁✤✶✱✍✬❦✤❁✒✰✬✗✧★✜✗✚❊⑧
④✍✤✦✒✕✔✗✜✗✚✢✜✗✧★✖❀✭✫✒✕✔✣✘✥✚✕✯❫✜✿✒✕✔✣✖▼✴✻✒❇✖✦✲✣✧✮✭❁✚❉✜✗✲❨✘✥✒✕✴★✘✛✲✗✴♥❘❈❚▼✚❉✜✗✧✻✒✿④✕✤❁✒✕❊●❊❭✚▼✧★✔✽✭❁✚✛✤✶❩❫✧★✚✛✔❵✭✹✭❁✱✍✲❈✭❁✚✛❍P✱✕✧★✖✙✬✷✱✕✲✗✤✹✴r❱s✱✕✤✦✜✗✤✶✚
Γ3/2
✜✿✒✕✔✣✖✢✜✣✚✥✖✢✘✥✱✍✔✽❩✍✱✕✴★✲✣✭✦✧★✱✍✔✗✖✛❘
♦✏✚✼✘✥✱✍❊●✬❅✱✍✤✶✭✦✚✥❊●✚✥✔✽✭✩✒✕✴❑④✍❆✥❏✣✤✦✧★❴❵✲✗✚✳✜✗✚
h(La,Lb)
✚✛✖✶✭✳✒✕✧✮✔✗✖✦✧❵✱✍❏✣✭✦✚✥✔❵✲✺✬✿✒✕✤➧✴★✚✥✖➧✔✗✱✍✔✄✂ ✒✕✔✿✒✕✴❬❪❵✭❁✧★✘✛✧✮✭✦❆✥✖❯✜❙❱s✱✕✤✦✜✗✤✶✚
|l| ❴❫✲✣✧▼❩❫✧★✚✥✔✣✔✗✚✥✔✽✭✺✜✗✚✛✖❡✴★✧★✚✛✔✗✖ F c c ✚◗✭ Fmc ❘✸❚▼✚✥✖❡✴★✧✮✚✥✔✗✖❃✬✷✚✛✲✣❩✍✚✛✔✽✭❭❋◗✭❁✤✶✚❦✧★❊●✬✗✴★✧✮❴❫✲✣❆✥✖❣✜✿✒✕✔✗✖q✜✣✚✥✖❡✘✥✱✕✔❵❩✕✱✍✴★✲ ✂
✭❁✧✮✱✍✔✗✖❉✜✗✲✐✭ ❪❈✬❅✚❡✬✿✒✕✤❞✚◗◆❈✚✥❊●✬✗✴★✚
✐ t ✐
DF c c
✱✠✟ D ✚✛✖✶✭❇✲✗✔✐✖✶✱✍✲✗✖ ✂ ✜✗✧★✒✿④✍✤❁✒✰❊❭❊●✚❃❴❵✲✗✚✛✴★✘✛✱✍✔✗❴❵✲✗✚➝❂❄✤✶✚✥✖✶✬✷✚✛✘ ✂
✭✫✒✰✔❵✭✼✖✦✚✥✲✣✴★✚✥❊●✚✥✔✽✭✾✴✮✚✥✖✼✤❈❶▼④✍✴✮✚✥✖✼✜✗✚■✘✛✱✍✔✗✖❀✭❁✤✦✲✣✘✛✭❁✧✮✱✍✔❦✜✗✚✛✖❳✜✗✧✻✒✿④✕✤❁✒✕❊●❊❭✚✛✖✫❑ ❘✣♦♣✒❃✭✦✤❁✒✕✔✗✖❀❍P✱✍✤✦❊●❆✥✚❞✜✗✚ ✂✿✱✍✲✗✤✦✧✮✚✥✤✹✜❙❱s✲✣✔✗✚
  ✁ ✁
✘✥✱✕✔❵❩✕✱✍✴★✲❈✭❁✧★✱✕✔❨✖✥❱❲✱✍❏✣✭✦✧★✚✛✔❵✭✹✘✥✱✕❊❭❊●✚❉✴✮✚❉✬✣✤✦✱❫✜✗✲✗✧✮✭✳✜✗✚✛✖▼✭❁✤✦✒✕✔✗✖❀❍P✱✍✤✦❊●❆✥✚✛✖✹✜✗✚ ✂✿✱✍✲✗✤✦✧✮✚✥✤✙✚✛✭▼✖✦✧❅✱✍✔❨✔✣✱✕✭❁✚❉✜✗✚❞❊❭✒✕✔✗✧❑❶✥✤✦✚
④✍❆✛✔✗❆✥✤✦✒✕✴★✚✰✯✗✬✷✱✕✲✗✤❳✭❁✱✍✲✣✭✾✖✶✱✍✲✗✖ ✂ ✜✗✧★✒✿④✍✤❁✒✰❊❭❊●✚❥➢
D = D[0] + |l| D[1] +Oanalytique(l) +O(l2) ❂P➤❞♠✫❘➲↔✍➼✕❑
✒✕✴✮✱✍✤✦✖❳✴✮✚✥✖❳✘✥✱✕✔❵✭✦✤✦✧✮❏✗✲✣✭❁✧✮✱✍✔✗✖❳✔✗✱✕✔✄✂⑧✒✕✔✗✒✕✴✮❪❵✭❁✧✮❴❵✲✗✚✥✖❳✜❙❱❲✱✍✤✶✜✗✤✦✚ |l| ✖✶✱✍✔✽✭❉✜✣✱✍✔✗✔✗❆✛✚✥✖✢✬✿✒✕✤❳✴★✚■✬✣✤✦✱❫✜✗✲✗✧✮✭❇➢(
✐ t ✐
DF c c )
[1]
= ✐ t ✐
D[0]F c c[1]
+ ✐ t ✐
D[1]F c c[0]
❂P➤❞♠✫❘➲↔✕➫✍❑
✕✓✔❨✬❅✚✥✲✣✭▼✒✕✴★✱✕✤✦✖✙✚✢✙✷✚✥✘◗✭❁✲✗✚✛✤▼✲✗✔✗✚❞✒✕✔✿✒✕✴❬❪❫✖✦✚✢✜✗✧★❊●✚✥✔✗✖✶✧★✱✍✔✣✔✗✚✥✴✮✴★✚✼✜✗✲●✭ ❪❫✬✷✚❉✜✗✚❉✘✛✚✥✴✮✴★✚✾✜✗✚❞✴★✒■✖✦✚✥✘◗✭❁✧✮✱✍✔❭❧❞♠✦♠✦♠✫❘s➙✣❘❬➥
✬❅✱✍✲✗✤❯✱✍❏✣✭❁✚✛✔✗✧★✤❯✴★✚✛✖✵✱✍✤✶✜✗✤✦✚✛✖✵✜✗✚✈④✍✤❁✒✰✔✗✜✗✚✥✲✣✤✵✜✗✚✛✖✵✜✗✧ ✙➛❆✛✤✦✚✥✔✽✭✦✚✥✖✸✘✛✱✍✔✽✭❁✤✦✧✮❏✗✲✣✭✦✧★✱✍✔✗✖➧✒✕✲❃✘✥✱✍❊●✬✷✱✕✤✶✭❁✚✛❊❭✚✛✔✽✭✸✒✕✴❑④✍❆✥❏✣✤✦✧★❴❵✲✗✚
✜✗✚✛✖✾❍P✱✕✔✗✘✛✭✦✧★✱✍✔✗✖▼✜✗✚❇➞❉✤✶✖✦✚✥✴✮✴♥❘❫♠ ✴➛❍❄✒✕✲✣✭▼✭❁✚✥✔✣✧★✤✼✘✛✱✍❊❭✬❈✭❁✚■✜✗✚✓❍❄✒✕✘◗✭❁✚✛✲✗✤✦✖
κDλ
✖✶✲✗✬✗✬✗✴✮❆✥❊●✚✥✔✽✭✫✒✕✧✮✤✦✚✛✖✼❴❵✲✗✧✏✬✷✱✕✲✗✤✦✤✦✒✕✧★✚✛✔❵✭
❩✍✚✛✔✗✧★✤❞✜✗✚❥✴r❱s✧✮✔❵✭✦❆▼④✍✤✦✒✰✭❁✧✮✱✍✔➝✖✦✲✗✤
x
✚◗✭✓✴✻✒●❍P✱✍✤✦❊●✚❃✜✣✚✥✖✓✘✫✪✗✚✛❊❭✧✮✔✗✖✓✜❙❱❲✲✗✔✐✔✗✱✕❊q❏✗✤✦✚❃✧★❊●✬✿✒✕✧✮✤✢✜✣✚
ξx
❂❄✧✮✔✽✭❁✚✥✤❀❩✍✚✛✔✿✒✕✔✽✭
✬✿✒✕✤❥✚◗◆❈✚✥❊●✬✗✴★✚❨✜✿✒✕✔✗✖➝❂➯➤✓♠✫❘↕↔✰➡❵❑✦❑●➢✵✚✥✔ ✚ ✙➛✚◗✭➓✯✵✘✛✱✍❊●❊❭✚❭✔✗✱✍✲✗✖❡✴r❱↕✒➓❩❫✧★✱✍✔✣✖❥✜✗❆ ➵❘⑧➠✲❈✭❁✧★✴✮✧★✖✶❆⑦⑧❢✴★✒❜✖✦✚✛✘✛✭❁✧✮✱✍✔ ♠ ❧q❘ ✗✣➥✍✯
✴♥❱❲❆✛✭✦✚✥✔✗✜✣✲✗✚q❊●✱➆❪✕✚✥✔✗✔✣✚q✖✦✚✛✴★✱✍✔
x
✜✣✚✥✖✓✘✫✪✗✚✛❊❭✧✮✔✗✖
∫ 1
0
ds
∫
Dxξx ξx(s)
✜✣❆✥✘✥✤✶✱✜✓★✭❊④✽✒✕✲✗✖✶✖✦✧✮✚✥✔✗✔✗✚✛❊❭✚✛✔✽✭✓❩❫✧✮✭❁✚❇❩✍✚✛✤✦✖
 
❆✛✤✦✱●✖✦✲✗✤✾✴r❱s❆✛✘✫✪✗✚✥✴✮✴★✚
λ
✚◗✭✢❍❄✒✰✧✮✭❳✜✗✱✕✔✗✘❇✘✥✱✍✔✽❩✍✚✛✤❘④✍✚✛✤❉✴r❱s✧✮✔✽✭❁❆▼④✕✤❁✒✰✭✦✧★✱✍✔①✖✶✲✗✤✾✴✻✒q❩✰✒✕✤✦✧★✒✕❏✗✴✮✚
x
✖✶✲✗✤✾✘✥✚◗✭✦✭❁✚❣❆✥✘✫✪✣✚✥✴★✴✮✚✕❘
➸✩✔✣➟✿✔❙✯✰✚✥✔q✜✗❆✛✘✥✱✍❊●✬❅✱✍✖❁✒✕✔✽✭✵✴★✚✥✖➧✴★✧✮✚✥✔✗✖
FR
✚✥✔
FR = F
c c2/2+FRT
✯❤✴♥❱s✒✕✔✿✒✰✴✮❪❫✖✦✚✳✜✗✧★❊●✚✥✔✣✖✦✧★✱✕✔✗✔✗✚✥✴✮✴★✚✩❊●✱✍✔✽✭❁✤✶✚
❴❵✲✗✚❇✴✻✒q✘✛✱✍✔✽❩✍✱✍✴✮✲✣✭❁✧✮✱✍✔❖✒➓❩✍✚✥✘
(FRT)[0]
❍P✱✍✲✗✤✶✔✗✧✮✭✼✲✗✔❦❍❄✒✕✘✛✭✦✚✥✲✗✤ O(η2) ✖✦✲✣✬✗✬✗✴★❆✛❊❭✚✛✔✽✭✫✒✕✧✮✤✦✚❇✒✕✴✮✱✍✤✦✖✼❴❵✲✗✚❇✴★✒❥✘✥✱✍✔✽❩✕✱ ✂
✴★✲❈✭❁✧★✱✕✔➣✒➓❩✍✚✛✘
(
F c c2/2
)
[0]
✔✗✚❭❍P✱✍✲✗✤✦✔✣✧✮✭❃❴❫✲✗✒✕✔✽✭➃⑧❜✚✥✴✮✴★✚❭❴❫✲➛❱s✲✗✔➣❍❄✒✰✘✛✭❁✚✛✲✗✤ O(Γ3/2) ✚◗✭q✧✮✔❵✭✦✚✥✤❀❩❈✧✮✚✥✔✗✜✣✤❁✒❢✜✗✱✍✔✣✘
✜✿✒✕✔✣✖✢✲✣✔☎✘✥✒✕✴★✘✛✲✗✴✙⑧✺✘✥✚✛✭✢✱✍✤✶✜✗✤✦✚✰❘
♦✩❱↕✒✕✔✗✒✕✴✮❪❫✖✦✚✺✜✗✚✛✖❃✜✣✧☞✙✷❆✥✤✦✚✛✔✽✭❁✖❇✜✗✧✻✒❷④✍✤❁✒✕❊●❊●✚✥✖❞❊●✱✍✔✽✭❁✤✶✚❡➟✿✔✿✒✕✴✮✚✥❊●✚✥✔✽✭❇❴❵✲✗✚✺✴★✚✥✖❇✔✗✱✕✔✄✂⑧✒✕✔✗✒✕✴✮❪❵✭❁✧✮✘✥✧❬✭❁❆✥✖❞✜❙❱s✱✕✤✦✜✗✤✶✚
✴★✚❞✬✗✴★✲✗✖❳❏✗✒✕✖❳✜✗✚❇✴✻✒❃✭✦✤❁✒✕✔✣✖✶❍P✱✍✤✶❊❭❆✛✚■✜✗✚ ✂✿✱✍✲✗✤✦✧✮✚✥✤✼✜✣✚■✴✻✒❥❍P✱✍✔✗✘◗✭❁✧✮✱✍✔❦✜✗✚❇➞❉✤✶✖✦✚✛✴★✴❙✜✿✒✰✔✗✖❳✴★✚■✴★✒✕✔❁④✽✒✿④✕✚❞✜✗✚✛✖✢❏❅✱✍✲✗✘✛✴★✚✛✖
✚✥✖❀✭✢✜✗✱✍✔✗✔✗❆✛✚➁⑧❡✴r❱s✱✍✤✶✜✗✤✦✚■✲✣✔☎✚✛✔
κDλ
✚✛✭
Γ3/2
✬✿✒✕✤■➢
h[1](La,Lb) =
{
La
✐ ✐
F c c[1]
Lb +
[
La
✐ ✐
Fmc[1]
Lb + La
✐ t ✐
F c c[1]
F c c2[0]/2
Lb
+ La ✐ t t ✐
F c c[1]
F c c2[0]/2 F c c[0]
Lb
]
+
[
a⇌ b
] } [
1 +O(η2)] ❂P➤❞♠✫❘➲↔✍➻✕❑
✡❦❾❤❿☞☛❙❿☞☛ ✁✄✂✏➃➧➄➆➂❫➇➓➇➓➋P➌❅➈➜➍♣➂✆☎P➊➔➑➛➒❯➂❫➒♣➂✐➊✝☎❄➎❝➅✟✍❯➄✰➋❄➑❙➒♣➂❜➍♣➂❫➇✍✌✍➌❝➄➆➄➆➅✞☎❄➊✣➉▲➋❄➌❅➈❯➇
♦♣✒❡❍P✱✕✔✗✘✛✭✦✧★✱✍✔①✜✣✚❣✘✛✱✍✤✦✤✶❆✥✴★✒✰✭❁✧✮✱✍✔❨✜✗✚❇❏❅✱✍✲✗✘✛✴★✚✥✖▼✚✥✖✶✭✢✜✗✱✕✔✗✔✗❆✥✚❇✬✿✒✰✤❇❂P➤❞♠✫❘✮➥➆❑▼✱✜✟
ρ(L)
✜✗✱✍✔✗✔✣❆■✬✿✒✕✤❇❂➯❧✓♠✦♠✶♠✫❘s➡✠✗✽❑
✔✗✚q❍❄✒✕✧❬✭✓✬✿✒✰✖■✧★✔✽✭❁✚✛✤✶❩✍✚✛✔✗✧★✤■✴★✒❨❍P✱✍✤✦❊●✚❥✜✣✚✥✖❇✘✫✪✗✚✥❊●✧★✔✣✖❾⑧①✴♥❱❲✱✍✤✦✜✗✤✶✚q✜✗✚❡✘✛✚●✘✥✒✕✴★✘✛✲✗✴♥❘
✆
✬✣✤❘❶✥✖❇✧✮✔❵✭✦❆▼④✍✤✦✒✰✭❁✧✮✱✍✔❢✖✶✲✗✤■✴★✚✛✖
✘✫✪✗✚✛❊❭✧✮✔✗✖❃✖✶✚✥✴✮✱✍✔➜❂➯❧✓♠✶♠✫❘↕➙✽↔❤❏❝❑✓✚✛✭❃✚✥✔➐✲❈✭❁✧★✴✮✧★✖✦✒✕✔✽✭❇✴✻✒❦✤✦✚✛✴✻✒✰✭✦✧★✱✍✔➳❂P➤❞♠✫❘➲↔❫➥➆❑✓✚✥✔✽✭❁✤✶✚❨✴✻✒❦✜✗❆✛✘✥✤✶✱✍✧★✖✶✖❁✒✕✔✗✘✛✚①✒✕✴❑④✍❆✥❏✣✤✦✧★❴❵✲✗✚
✜❙❱❲✲✗✔✗✚❦❍P✱✍✔✗✘◗✭❁✧✮✱✍✔ ✚✛✭●✴★✚✛✖❡✔✗✱✍✔✄✂ ✒✕✔✿✒✕✴❬❪❵✭❁✧★✘✛✧✮✭✦❆✥✖❥✜➛❱s✱✍✤✶✜✗✤✦✚ |l| ✜✗✚❖✖❁✒✐✭❁✤❁✒✰✔✗✖✶❍P✱✍✤✶❊❭❆✛✚①✜✗✚ ✂✿✱✍✲✗✤✶✧★✚✥✤✛✯✵✱✍✔ ✱✍❏❈✭❁✧★✚✛✔✽✭
➟✿✔✿✒✰✴★✚✥❊●✚✥✔✽✭✾❴❵✲✗✚❣✴✻✒❥❍P✱✍✔✣✘✛✭❁✧✮✱✍✔❖✜✗✚❣➞❉✤✶✖✦✚✥✴✮✴❙✜✗❆✛✘✥✤✦✱✔✓★✭✾✚✥✔
1/y3
✴★✚■✴✮✱✍✔❁④❡✜❙❱❲✲✗✔✗✚❣✬✿✒✕✤✶✱✍✧❙✖✦✧✮❊❭✬✣✴★✚✓✖✶✚✥✴★✱✕✔➝✴★✒❡✴★✱✍✧➧➢
hαa αb(xa, xb,y) ∼|y|→∞ −
eαaeαb
2πΣ2
1
|y|3e
−κD(xa+xb) {1 + δκDλHαa(xa) + δκDλHαb(xb)
+δΓ
3/2
Hαa(xa) + δ
Γ3/2Hαb(xb) +O(η2)
}
❂P➤❞♠✫❘➲↔✜✗✍❑
✱✠✟ O(η2) ✜✗❆✥✖✶✧❖④✍✔✗✚❇✚✛✔➝❍❄✒✕✧❬✭❳✜✗✚✛✖✢✭✦✚✥✤✦❊●✚✥✖❳✜➛❱s✱✍✤✶✜✗✤✦✚ O ((κDλ)2, κDλΓ3/2,Γ3, (λ/a)3) ❘
✁   ✁ ✁
♦♣✒●✘✛✱✍✤✦✤✶✚✥✘✛✭✦✧★✱✍✔❖✜❙❱❲✱✍✤✶✜✗✤✦✚
κDλ
✖✥❱❲✚◗◆❈✬✗✤✶✧★❊●✚■✘✥✱✍❊●❊❭✚❡➢
δκDλHαa(xa) = ~β 2
√
πΣ
1/2
2
[
1
6
√
π
2
Σ3
∑
α eαρ
B
αm
−1/2
α
Σ22
(
e−κDxa − 2)
+
1
2
√
π
2
∑
α e
2
αρ
B
αm
−1/2
α
Σ2
−m−1/2αa µ
(
xa
λαa
)]
❂P➤❞♠✫❘➲↔✕➩✍❑
✱✠✟➣✴✮✚✥✖❃✴★✱✍✔❁④✕✲✗✚✥✲✗✤✶✖❥✜❙❱❲✱✍✔✗✜✣✚❨✭❁✪✗✚✛✤✦❊●✧★❴❵✲✗✚✛✖❥✜✗✚①✜✣✚✁ ▼✤✦✱✿④✍✴★✧✮✚●✖✶✱✍✔✽✭
λα = ~
√
β/mα
✚✛✭❥✴★✚✥✖❃✖✦✱✍❊●❊●✚✥✖
∑
n
✖✦✱✕✔❵✭
∑
α e
n
αρ
B
α
❘❝♦♣✒q❍P✱✍✔✗✘◗✭❁✧★✱✕✔
µ
✖✛❱s✚ ◆✣✬✣✤✦✧★❊●✚❇✘✥✱✍❊●❊●✚q➢
µ(u) =
√
π
2
u2Erfc(
√
2u)
1− e−2u2
❂P➤❞♠✫❘↕➙ ✓✍❑
✚✥✔❜✔✗✱✕✭✫✒✰✔❵✭❞✴✻✒❡❍P✱✍✔✗✘◗✭❁✧★✱✕✔☎✚✛✤✦✤✦✚✛✲✗✤ ✂ ✘✥✱✍❊●✬✗✴✮❆✥❊●✚✥✔✽✭✫✒✕✧✮✤✦✚
Erfc(u) = (2/
√
π)
∫ +∞
u
dt e−t
2 ❘✷❚▼✚✛✭✶✭❁✚q✘✛✱✍✔✽✭❁✤✶✧★❏✗✲✄✂
✭❁✧✮✱✍✔■❴❵✲✿✒✕✔✽✭❁✧✮❴❵✲✗✚✹✚✛✖✶✭❯✴✻✒✼❊●❋✥❊●✚✩❴❵✲✗✚✳✘✥✚✥✴✮✴★✚✸✜✣✱✍✔✗✔✗❆✛✚✹✚✛✔①❂➯➤q❘s➩✽❑➛✱✠✟❇✖✦✚✛✲✗✴★✚✛✖➧❆◗✭✫✒✕✧✮✚✥✔✽✭♣✘➓✒✕✴✮✘✥✲✗✴✮❆✥✚✛✖❯✴✮✚✥✖✏✘✛✱✍✤✦✤✶✚✥✘✛✭✦✧★✱✍✔✣✖
✬✗✲✗✤✶✚✥❊●✚✥✔✽✭✢❴❵✲✿✒✕✔✽✭❁✧✮❴❫✲✣✚✥✖✢✜✗✚❇✴✻✒q✜✗❆✛✘✥✤✦✱✕✧★✖✦✖✦✒✕✔✗✘✛✚❥✒✕✴❑④✍❆✥❏✣✤✦✧★❴❵✲✗✚■✜✣✚✥✖✾✘✥✱✍✤✶✤✦❆✛✴✻✒✰✭✦✧★✱✍✔✗✖✛❘
♦♣✒→✔✗✱✕✲✣❩✍✚✥✒✕✲✣✭❁❆☎✜✗✚❖✘✥✚➝✘➓✒✕✴✮✘✥✲✗✴❳✚✛✖✶✭❭✜✗✚❖✬✷✱✕✲✣❩✍✱✍✧✮✤✺✜✗✱✍✔✗✔✗✚✛✤●✒✕✲✗✖✦✖✶✧✾✴✻✒✐✘✥✱✍✤✶✤✦✚✛✘✛✭❁✧✮✱✍✔❼✜❙❱s✱✕✤✦✜✗✤✶✚
Γ3/2
⑧→✴★✒
❴❵✲✗✚✥✲✣✚❥✒✕✴❑④✍❆✥❏✣✤✦✧★❴❵✲✗✚■✜✣✚✥✖❳❍P✱✍✔✗✘◗✭❁✧★✱✕✔✗✖❳✜✗✚❇✘✥✱✍✤✶✤✦❆✛✴✻✒✰✭✦✧★✱✍✔✐➢
δΓ
3/2
Hαa(xa) =
√
π
4
β3/2
 Σ4Σ1/22
[∫ ∞
1
dt
e−2tx˜a(
t+
√
t2 − 1)2 1t+ 1
+
∫ ∞
1
dt
1(
t+
√
t2 − 1)2 1− e
−2tx˜a
t
+ 2l˜
]
+
2Σ3eαa
Σ
1/2
2
[
ln 3 + e−x˜aS(x˜a) + 2ex˜aL¯Q(x˜a)
+
(
ex˜a − 2) ∫ ∞
1
dt
e−2tx˜a(
t+
√
t2 − 1)2 1t+ 1/2
]
− Σ
2
3
Σ
3/2
2
[
(ln 3)x˜a + c0 + c1e
−x˜a + e−x˜a (S(x˜a) + x˜aS∗(x˜a))
− ex˜a
∫ ∞
1
dt
e−2tx˜a(
t+
√
t2 − 1)2 t+ 1(t− 1/2)(t+ 1/2)2
+
∫ ∞
1
dt
e−2tx˜a(
t+
√
t2 − 1)2 t− 1/4t(t+ 1)(t− 1/2)(t+ 1/2)
] 
❂➯➤✓♠✫❘s➙✣➥➆❑
✱✠✟❖✴★✚✛✖✾✜✗✧☞✙✷❆✥✤✶✚✥✔✽✭❁✚✛✖✢✘✛✱✍✔✗✖❀✭✫✒✕✔✽✭❁✚✛✖❞✖✶✱✍✔✽✭❃➢
l˜ =
3
4
− ln 2 ❂P➤❞♠✫❘↕➙✍↔✍❑
c0 = −1 + 5π
4
√
3
− 13
3
ln 2 +
31
12
ln 3
❂P➤❞♠✫❘↕➙✕➙✽❑
  ✁ ✁
c1 =
1
3
(
5− π
2
√
3
− ln 3
2
)
❂P➤❞♠✫❘↕➙✕➡✽❑
✒➓❩✍✚✛✘❃✴✮✚✥✖✼❍P✱✍✔✗✘◗✭❁✧✮✱✍✔✗✖■➢
S(u) = euEi(−u)− e3uEi(−3u) ❂➯➤✓♠✫❘s➙✽➼✍❑
S∗(u) = euEi(−u) + e3uEi(−3u) ❂➯➤✓♠✫❘s➙✍➫✽❑
L¯Q(u) =
∫ ∞
1
dt
e−2tx˜a(
t+
√
t2 − 1)2 = e−2u
[
1
2u
+
1
u2
+
1
2u3
]
− 1
u
K2(2u)
❂P➤❞♠✫❘↕➙✍➻✍❑
✚✥✔❦✔✣✱✕✭✫✒✕✔✽✭
Ei(−x) ✴✻✒❣❍P✱✍✔✗✘✛✭✦✧★✱✍✔❨✚◗◆❈✬✷✱✕✔✗✚✥✔✽✭❁✧✮✚✥✴ ✂ ✧★✔✽✭✦❆▼④✍✤✦✒✕✴★✚❣➢ Ei(−x) = ∫ −x−∞ dt et/t ✬❅✱✍✲✗✤ x > 0 ✯❈✚◗✭ K2
❆✛✭❁✒✕✔✽✭✢✲✗✔✗✚■❍P✱✍✔✗✘◗✭❁✧★✱✕✔➝✜✣✚  ✹✚✥✖✦✖✶✚✥✴r❘ ✕■✔➝✬❅✚✥✲✣✭✢✚✥✔✣✘✥✱✍✤✶✚❣❆◗❩✍✚✛✔❵✭✦✲✗✚✥✴✮✴★✚✛❊❭✚✛✔❵✭✢✘✥✒✕✴★✘✛✲✗✴★✚✛✤❳✚◗◆❈✬✗✴★✧✮✘✥✧❬✭❁✚✥❊●✚✥✔✽✭■➢
∫ ∞
1
dt
1(
t+
√
t2 − 1)2 1− e
−2tu
t
= ln 2− 1
2
+
1
u
K1(2u)− e−2u
(
1
u
+
1
2u2
)
− Ei(−2u)
❂P➤❞♠✫❘↕➙✠✗✍❑
✱✠✟
K1
✚✥✖❀✭❞✲✣✔✗✚■❍P✱✍✔✗✘✛✭✦✧★✱✍✔❦✜✣✚  ✹✚✥✖✦✖✶✚✥✴r❘
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≪ 1 ✯ Γ3/2 ≪ 1 ✚✛✭●✚✥✔
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(λ/a)6 ≪ Γ3/2 ≪ 1 ❂P➤❞♠✫❘↕➙✕➩✽❑
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δκDλHαa(xa) + δ
κDλHαb(xb)
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3/2
Hαa(xa) + δ
Γ3/2Hαb(xb)
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ρ(2) Tαa,αb(xa, xb,y) ∼|y|→∞ −
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2π
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α e
2
αρ
B
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eαaραa(xa)eαbραb(xb)
1
|y|3
[
e−κD(xa+xb)
+e−κD(xa+xb)
(
δΓ
3/2
Hαa(xa) + δ
Γ3/2Hαb(xb)
)
+O(Γ3)
]
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ρ(2) Tαa,αb(xa = xb = x,y) ∼|y|→∞ −
1
2π
∑
α e
2
αρ
B
α
eαaραa(x)eαbραb(x)
1
|y|3
[
e−2κDx
+e−2κDx
(
δΓ
3/2
Hαa(x) + δ
Γ3/2Hαb(x)
)
+O(Γ3)
]
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√
π
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✖✦✧❑④✍✔✗✚➠✧★✔✽❩✕✚✥✤✦✖✶✚➔✜✣✚➔✘✛✚✥✴★✲✣✧■✜✗✚➠✴♥❱❲✱✍✤✦✜✗✤✶✚➠✴★✚✐✬✗✴✮✲✗✖❖❏✿✒✕✖❖✜✗✚✝❂P➤✓♠✫❘❲➡❵↔✍❑❜✯✾❊❭✒✕✧★✖❨✘✥✚✛✭✶✭❁✚→✬✗✤✦✚✛❊❭✧❑❶✥✤✶✚✐✘✥✱✍✤✶✤✦✚✥✘◗✭❁✧✮✱✍✔
✘✥✴★✒✕✖✦✖✶✧★❴❵✲✗✚■✚✛✖✶✭✾❊●✱✍✧★✔✗✖▼✘✥✱✍✔✗✘✛✚✥✔✽✭❁✤✶❆✥✚❣✒✕✲❦❩✍✱✕✧★✖✦✧✮✔✿✒✿④✍✚❞✜✗✚■✴♥❱❲✱✍✤✦✧❑④✍✧★✔✣✚❉❴❵✲✗✚■✴r❱s✱✍✤✶✜✗✤✦✚❞✴★✚✓✬✗✴✮✲✗✖❳❏✿✒✕✖■➢✣✒✕✧★✔✣✖✦✧♥✯❈❊❭❋✛❊❭✚
✖✦✧❉✖✦✱✍✔ ✒✕❊●✬✗✴✮✧✮✭❁✲✣✜✗✚☎✘✛✱✍✔✽✭❁✧✮✚✥✔✽✭❦✲✗✔➜❍❄✒✕✘◗✭❁✚✛✲✗✤
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✬✿✒✕✤①✤✦✒✕✬✗✬❅✱✍✤✶✭✒⑧ ❂P➤✓♠✫❘❲➡✽➙✽❑ ✯▼✬❅✱✍✲✗✤
x
✒✕✖✶✖✦✚
 
④✍✤❁✒✕✔✣✜❙✯▼✴★✒
✘✥✱✕✔❵✭✦✤✦✧✮❏✗✲✣✭❁✧✮✱✍✔✝✜✣✲✗✚➛⑧
δΓ
3/2
H(x)e−2κDx
⑧ ❂P➤❞♠✫❘s➡❵↔✕❑●✴♥❱❲✚✥❊●✬❅✱✍✤✶✭✦✚✥✤❁✒→✖✦✲✗✤❨✘✥✚✥✴✮✴★✚➝✚✥✔
e−2κDx
✯✳✘✫✪✿✒✕✔❁④✍✚✥✒✕✔✽✭
✴★✚➝✖✦✧❑④✍✔✗✚➝✜✗✲✝✘✛✱✍❊●✬✷✱✍✤❀✭❁✚✛❊❭✚✛✔❵✭❨✒✕✴❑④✍❆✥❏✗✤✶✧★❴❵✲✗✚❖✜✗✚✛✖❨✧★✔✽✭✦✚✥✤❁✒✰✘✛✭❁✧✮✱✍✔✗✖●✚✢✙✷✚✥✘◗✭❁✧✮❩✕✚✥✖✛❘✼♦✏✚✥✖❭✱✍✤✦✜✗✤✶✚✥✖●✖✦✲✗✬❅❆✥✤✶✧★✚✛✲✗✤✦✖❭✔✗✚
  ✁ ✁
  ↔ ➙ ➡ ➼
c = 10−6M
x−(µm)
➡❵➻ ✓ ➻✕➫ ↔✕➫ ➥✕➥
κ−1
D
(nm)
➙✣➥ ✓ ↔✍➼ ✓ ↔✍↔ ✓ ➥➓➩ ✓
c = 10−5M
x−(µm)
➡❵➻ ➻❈✯↕➫ ↔❈✯s➫ ➥✕✯✮➥
κ−1D (nm)
➩✠✗ ➻✕➩ ➻ ✓ ➫ ✓
c = 10−4M
x−(µm)
➡✗✯➲➻ ✓✣✯➲➻✰➫ ✓✣✯↕↔✕➫ ✓❈✯✮➥✍➥
κ−1D (nm)
➙✣➥ ↔✍➼ ↔✍↔ ➥➓➩
✏➧✒✕❏✗✴★✚✥✒✕✲➐➤❞♠✫❘✮➥✍➢❯❧✳✒✕✴★✚✛✲✗✤❣✜✗✚✥✖❡✜✗✧✮✖✶✭❁✒✕✔✗✘✥✚✛✖❿⑧❜✴★✒☎✬✿✒✕✤✶✱✍✧✈⑧❜✬✿✒✕✤❀✭❁✧★✤❃✜✗✚✥✖✶❴❵✲✗✚✥✴✮✴★✚✥✖❥✱✍✔➣✬✗✤✶❆✥✜✗✧❬✭q✲✗✔✗✚①✒✰✭✦✭✦✤❁✒✕✘◗✭❁✧★✱✕✔
✚✥✔✽✭✦✤✦✚❜✬✗✒✕✤✶✭✦✧★✘✥✲✣✴★✚✥✖❡✬❅✱✍✤❀✭✫✒✕✔✽✭❭✜✗✚✥✖●✘✫✪✿✒✕✤❈④✍✚✥✖❭✜✗✚☎❊●❋✥❊●✚❦✖✦✧❑④✍✔✗✚✰✯✳✚✛✔✝✔✗✚✟④✽✒✕✤✶✜✿✒✕✔✽✭●❴❵✲✗✚❜✴✮✚➝✘✛✱✍❊●✬✷✱✍✤❀✭❁✚✛❊❭✚✛✔❵✭
✜✗✱✍❊●✧★✔✗✒✕✔✽✭❣❂P➤❞♠✫❘s➡✍➡✽❑
✖✦✱✕✔❵✭☎✘✥✚✛✤✶✭✦✚✥✖❢✬✿✒✰✖☎❊❭✒✔✓★✭✦✤✦✧✮✖✦❆✥✖❦❊❭✒✕✧✮✖ ✫✕☞ ☞ ✫✂✁✜✆✟☞ ✓ ✫✕✠☎✄✟✑✚☞ ✦✥✩✪✞ ✫ ✎✒✑ ✌✏✠ ✫✕✔ ✙✝✆✕✠ ✫✂✁✜✆✟✠★✠ ✫✞✁✕✦ ✙ ✆✟☞ ✗✠✟ ✆✟✠ ✗✚✠ ✫
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✜✿✒✕✔✣✖✓✴★✚✛✖❞❍P✱✍✔✗✘◗✭❁✧★✱✕✔✗✖❞✜✗✚❥✘✥✱✍✤✶✤✦❆✥✴★✒✰✭❁✧✮✱✍✔❙✯❝✴♥❱❲❆✛✭✦✲✗✜✗✚q❊●✚✥✔✣❆✥✚q✜✿✒✰✔✗✖✓✘✥✚❥✘✫✪✿✒✕✬✗✧❬✭❁✤✦✚❥✜✗✚✥✖■✖❀❪❈✖❀✭■❶✛❊❭✚✛✖■✘✥✱✍✲✗✴✮✱✍❊q❏✗✧✮✚✥✔✗✖
✗✚✙✛✓✜✓✕✢✟✔✥✤✕✦ ✠★✙✧✩✪✞ ✫✜✓◗✯❴⑧❜✴r❱s❆✛❴❵✲✗✧★✴✮✧★❏✗✤✶✚✕✯✏✬❅✚✥✤✦❊●✚✛✭❥✜✗✚①❊●✱✍✔✽✭❁✤✶✚✥✤❥❴❵✲✗✚ ✗ ✫✜✓ ✌ ✑✚✠★✦✧✙✝✁✕✞✡✎✛✫✜✓ ✌ ✆✟✠★✦ ✑✚☞ ✦ ✗ ✫✜✓✡✁✞☛ ✑✚✠✌☞ ✫✜✓ ✗ ✫
✔✎✍✕✔✥✫ ✓✕✙✏☞✚☞ ✫ ✌ ✫✕✞✑✄✚✫✕☞ ✦ ✌✏✠ ✤✜✓ ✫✕☞ ✦ ✫✕✠✖✞ ☞ ✫ ✙✄☞ ✦ ✫✕✠ ✑ ✁✕✦✧✙ ✆✟☞ ✫✓✒ ✫✞✁✕✦ ✙✔✄✚✫✥✑✚✦✧✦✧✠ ✑ ✁✕✦✧✙✔✄✚✫✥✑✚✞✕✄✚✆✟✙✛✓✕✙✄☞✏✑✖☞ ✫✖✗✠✟ ✞✡☞ ✫ ✌ ✑✚✠ ✆✟✙
✓✕✙✄✔ ✌✏✎✛✫◗✯❫✜✗✲❦❊❭✱✕✧★✔✗✖❃⑧q✖✦✲ ✝●✖❁✒✰❊❭❊●✚✥✔✽✭✹④✍✤✦✒✕✔✗✜✗✚■✜✣✧★✖✶✭❁✒✕✔✗✘✛✚✓✬✿✒✕✤✦✒✕✴★✴❑❶✥✴★✚✛❊❭✚✛✔✽✭❥⑧❥✴★✒❥✬✿✒✕✤✶✱✍✧♥❘✣❚▼✚✛✭✾✚ ✙➛✚◗✭❳✚✥✖❀✭✾❏✗✧★✚✛✔
❆✥✘✛✤❁✒✕✔✽✭✦❆❉✚ ◆✣✬❅✱✍✔✗✚✛✔✽✭❁✧★✚✛✴★✴✮✚✥❊●✚✥✔✽✭✙✬✷✚✛✤✦✬❅✚✥✔✗✜✣✧★✘✥✲✣✴✻✒✕✧✮✤✦✚✥❊●✚✥✔✽✭❺⑧■✴★✒❇✬✗✒✕✤✦✱✍✧✣✚✛✭✳✴★✚✛✖✩✧★✔✽✭❁✚✛✤❁✒✕✘◗✭❁✧★✱✕✔✗✖✩✚✥✔✽✭❁✤✶✚❉✘✫✪✗✒✕✤❘④✍✚✛✖✙✜✗✚
❊●❋✥❊●✚■✖✦✧❖④✕✔✗✚■✤✦✚✛✜✗✚✛❩❫✧★✚✛✔✗✔✗✚✛✔❵✭❉✤✦❆✛✬✗✲✗✴✮✖✦✧✮❩✕✚✥✖❉✒✕✲❖✖✦✚✛✧★✔➝✜✗✲ ✠✗✲✗✧★✜✗✚✰❘
❚▼✱✍✔✗✖✶✧★✜✗❆✛✤✦✱✍✔✗✖■✜✣✚✥✖■❆✥✴✮✚✥✘◗✭❁✤✦✱✕✴✮❪❵✭❁✚✛✖➋⑧①✜✗✚✥✲❫◆➠✘✥✱✍❊●✬❅✱✍✖❁✒✕✔✽✭✦✚✥✖✓✜✗✧✮✖✦✖❀❪❈❊●❆✛✭✦✤✦✧✮❴❫✲✣✚✥✖
Z : 1
✒▲❩✕✚✥✘
e+ = Ze
✚◗✭
e− = −e ✒➓❩✍✚✛✘☎✜✣✚✥✖✺✘✥✱✍✔✣✘✥✚✥✔✽✭✦✤❁✒✰✭✦✧★✱✍✔✗✖ c+ = c/(Z + 1) ✚◗✭ c− = Zc/(Z + 1) ✯✸✲✗✔✗✚❦✭✦✚✥❊●✬✷❆✛✤❁✒✰✭✦✲✗✤✦✚
✜✗✚
300 oK
✯✷✚✥✔✐✖✦✱✕✴★✲✣✭✦✧★✱✍✔☎✜✿✒✕✔✗✖✓✜✣✚❥✴♥❱❲✚➓✒✰✲ ❂r✒➓❩✍✚✛✘
ǫs = 80
❑◗❘✷➸✩✔❢✔✗✚q✘✛✱✍✔✗✖✶✚✥✤✶❩✰✒✕✔✽✭❇✜✿✒✰✔✗✖
δΓ
3/2
Hα(x)
❴❵✲✗✚
✖✦✱✕✔①✘✥✱✍❊●✬❅✱✍✤✶✭✦✚✥❊●✚✥✔✽✭✼✒✰✖✶❪❫❊❭✬❈✭❁✱✕✭✦✧★❴❵✲✗✚❥❂P➤✓♠✫❘❲➡✍➡❵❑ ✯❈✴✮✚✥✖✳✜✗✧★✖❀✭✫✒✕✔✣✘✥✚✥✖
x−
⑧❃✴★✒❣✬✿✒✰✤✦✱✍✧✷✒✕✖✦✖✶✲✗✤❁✒✰✔❵✭▼✲✗✔✗✚❞✒✰✭✦✭✦✤❁✒✕✘◗✭❁✧★✱✕✔
✚✢✙✷✚✥✘◗✭❁✧❬❩✍✚❣✚✥✔✽✭❁✤✶✚❣✬✗✒✕✤✶✭✦✧★✘✥✲✣✴★✚✥✖❳✜✣✚❣❊●❋✥❊●✚■✖✦✧❑④✍✔✗✚✰✯✗✖✦✱✍✔✽✭✢✜✗✱✍✔✣✔✗❆✥✚✛✖❉✜✿✒✰✔✗✖✾✴★✚✓✭✫✒✰❏✗✴★✚✥✒✕✲❦➤✓♠✫❘❬➥✍❘
❚▼✚✛✭➝✚✢✙✷✚✛✭❖✜➛❱↕✒✰✭✶✭❁✤✦✒✕✘✛✭✦✧★✱✍✔➜✚ ✙➛✚✛✘✛✭✦✧✮❩✍✚➠✜✗✚✛✖❖✘✫✪✿✒✕✤❘④✕✚✥✖❦✜✗✚➠❊●❋✥❊●✚❜✖✦✧❑④✍✔✗✚➠✒➣❏✗✧✮✚✥✔ ❆✛✭✦❆✐✱✍❏✗✖✶✚✥✤✶❩✕❆➠✚◗◆❈✬✷❆✛✤✦✧ ✂
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• ✡ ✚➓✒✕✔✄✂✏✒❉✱☞☛✥✴ ✆ ❴❫✲✗✒①✚✛✭ ✂✿✤❁✒✰✔✒✛✥✱✍✧✮✖✦✚q❚▼✱✍✤✦✔❵✲❙❘➛✑❞✚✥✔✗✖✶✧✮✭ ❪❜✬✗✤✦✱✕➟✗✴★✚❥✧✮✔✐✒❨✘✛✴✻✒✕✖✶✖✦✧★✘✥✒✕✴✵❚▼✱✍✲✗✴★✱✕❊q❏ ✠✿✲✣✧★✜
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✤✶✭❁✧✮✘✥✴✮✚✓✖✦✱✍✲✣❊❭✧✮✖ ✟✩✎ ✆✟✞ ✠★☞✏✑✚✎ ✆✑✏✪✒✬✦ ✑✚✦✧✙✛✓✕✦ ✙✝✁ ✑✚✎✏☎ ☛ ✢ ✓✕✙✝✁✜✓◗❘
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✆
✤✶✭❁✧✮✘✥✴✮✚✥✖❳✚✥✔➝✘✥✱✕✲✗✤✦✖✾✜✗✚❇✤✦❆✛✜✿✒✕✘◗✭❁✧★✱✕✔→➢
• ✡ ✚➓✒✕✔✄✂✏✒❉✱☞☛✥✴ ✆ ❴❫✲✗✒q✚✛✭ ✂✿✤❁✒✰✔✒✛✥✱✍✧✮✖✦✚✓❚▼✱✍✤✦✔❵✲❙❘☞✁✢✚✛✖✦✬❅✱✍✔✗✖✦✚■✱✰❍❯✒❥✘✥✴★✒✕✖✦✖✶✧★✘➓✒✰✴❙❚▼✱✍✲✣✴★✱✍❊q❏ ✠✿✲✗✧✮✜❨✭❁✱q✭✦✪✗✚
✚✛✴★✚✛✘✛✭❁✤✶✱✍✖✶✭❁✒✰✭❁✧✮✘❉✬❅✱✕✭✦✚✥✔✽✭❁✧★✒✕✴✿✘✥✤✶✚➓✒✰✭✦✚✥✜①❏✽❪❭✒❃✘✛✱✍✔✗✜✗✲✗✘◗✭❁✧✮✔ ✏❥✱✍✤✹✒❃✘✫✪✗✒✕✤✑✏✍✚✛✜✫✌▼✒✕✴★✴r❘
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✜✣✚❃✤✶❆✥✜✿✒✕✘◗✭❁✧✮✱✍✔❖✬✷✱✍✲✣✤★✎✬✆✟✞ ✠★☞✏✑✚✎ ✆✑✏✪✒✬✦ ✑✚✦ ✙✛✓✕✦✧✙✝✁ ✑✚✎ ☎ ☛ ✢ ✓✕✙✝✁✜✓◗❘
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✔✣✚➓✒✕✤✢✒❡✬✗✴✻✒✰✧★✔✠✌▼✒✕✴★✴r❘
✆
✤❀✭❁✧★✘✛✴★✚✓✚✛✔☎✘✛✱✍✲✗✤✶✖✢✜✣✚❣✤✶❆✥✜✿✒✰✘✛✭❁✧✮✱✍✔❖✬✷✱✕✲✗✤ ☎ ☛ ✢ ✓✕✙✝✁ ✑✚✎✭✬✝✫ ✄ ✙ ✫✯✮✱✰✹❘
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